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1. Program a podrecznik

Wisréd celéw ksztalcacych nauczania matematyki w programie [1] wyréznia sie:
- rozwijanie aktywnosci umyslowej,

— ksztalcenie logicznego i twérczego my$lenia,

— ksztalcenie umiejetnosci wnioskowania,

- ksztaltowanie umiejetnosci rozwigzywania problemdéw,

- uczenie $cistego wyrazania mysli i pogladéw

i inne.

Na podstawie tego programu zostal napisany podrecznik [2]. Nawet

pobiezne poréwnanie tekstu tego podrecznika (Rozdzial II, Wielomiany

i funkcje wymierne) z celami ksztalcagcymi nauczania matematyki i hastami
programowymi wzbudzi¢ musi co najmniej niepokéj: jak na podstawie takiego
tekstu mozna wspomniane cele osiagnac¢? Czy shuzyé ma temu np. thumaczenie
(na polowie strony), ze przy dzieleniu z reszta zachodzi zwiazek

dzielna = iloraz - dzielnik + reszta 7

W artykule Praktycznie o problemie niezdolnosci do studiowania (M-S-N
23(VII 1999), str. 27) Marek Kordos pisze: Dzielenie z resztq liczb naturalnych
a przez b polega na znalezieniu takiej liczby naturalnejn, zenb<a < (n+1)b
- 1 to jest wynik dzielenia, a takze takiej liczby naturalnejr, zea=nb+r - ito
jest reszta z dzielenia. Jak tatwo zawwazyd, v jest jedng z liczb 0,1,2,... b — 1.
Tak to wygleda w podstawdwce. Nic dodaé, nic ujaé.

Podrecznik [2] pomija zapisany z treciach uzupetniajacych schemat Hornera,
a zamiast twierdzenia Bezouta podaje wniosek z niego wyplywajacy.

Powyzsze uwagi wypowiedzialem nie dlatego, by kogo$ zniechecié¢ do korzystania
z tego tekstu; uwazam jednak, ze za jego pomoca wypisanych w programie celéw
nie da sie osiggnac.

I jeszcze jedna uwaga. We wspomnianym juz artykule Marek Kordos, zachecajac
do pisania tekstéw mogacych proponowa¢ propedeutyke studiowania pisze

tak: Pisanie takich tekstow nie jest kopalnig ztota (jak np. podrecznikéw do
podstawowki) i nie wiem, czy kiedykolwiek bedzie. Myéle, ze gwoli sprawiedliwoéci
w nawiasie powinny znalez( si¢ jeszcze trzy stowa: lub szkoly ponadpodstawowej.

2. Twierdzenie Hornera

Sprébujmy teraz w kolejnych krokach zblizyé si¢ do tytulowego twierdzenia,
wypelniajac niektére hasta programu [1] nieco inna trescia, niz to zrobiono
w podreczniku [2].

Rozwiazujac réwnania wyzszych stopni staramy si¢ przedstawié ich lewa strone
w postaci iloczynowej, dlatego tez umiejetnosé rozktadu wielomianu na czynniki
Jest bardzo wazna. Cwiczymy wigc t¢ umiejetnosé stosujac rézne metody.
Poczatkowo jest to metoda wylaczania wspdlnego czynnika poza nawias, ktéra
z powodzeniem mozemy zastosowaé np. do rozwiazania nastepujacych réwnan:
a) 2% + 10z = 7z,

b) 42% — 222 — 5z = 0,

c) z* — 1223 + 352 = 0,

d) 2%(z — 3) = 2z(z - 3),

e) 23 — 5z + (z — 5)% + 3z(z — 5) = 0,

f) 4(z® +1)(z% - 1) - 17(z% - 1) = 0.

Wszystkie te réwnania mogg by¢ zapisane w postaci f(z) = 0, po rozlozeniu zas
na czynniki — w postaci f(z) = g(z) - h(z) = 0. Aby je rozwiazaé wystarczy juz
tylko skorzysta¢ z réwnowaznoéci g(x) - h(z) = 0 <= [g(z) = 0V h(z) = 0].
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W wielu przypadkach postugujemy si¢ tez wzorami uproszczonego mnozenia,
np. jesli czynnikiem jest 2 — 1, to piszemy (z + 1)(z — 1), gdy 2za$ czynnikiem
jest 23 — 8, to napiszemy (z — 2)(z® + 2z + 4). Pojawia sig tutaj okazja do
rozszerzenia tych wzordw. Piszac

2? -y =(z —y)(z +),

2® -y =(z - y)(2® + 22 + %),
mamy mozliwo$¢ postawienia pytania o nastgpne wzory

et -yl = -y)(=® +ay+.. ),

z* -y =(z-y)(..),
ktére powinny sklonié do uogdlnienia z™ — y™ = ...
Otrzymujemy w ten sposéb

Twierdzenie Hornera.Jezeli z,y € R 1 n € N\{1}, to
" — yn = (.."‘3 e y)(:r:"_l 4 xn—zy o xn—3y2 SR mzyn—s £ xyn—2 £ yn—l)‘

Istotnie, korzystajac z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania,
otrzymamy
(.‘B _ y)(mn—l 4+ xn-—Zy i E1'1—3y2 +.. .+ IByn—:i + xyn—2 + yn—l) B
= x(mn-—l +$n—2y +£n—3y2 ool $2yn—3 + myn—'z + yn-—l)_
e y(mn—] S xn—2y o m"_3y2 I nyn—S e wyn—2 + yn—l) —
=z"+2" ly+ 2" Yl 4.+ 2Py Ry by -
_ :I.‘ﬂ_ly i xn—2y2 - xn—.‘in pr z2yn—2 s ‘Tyn—] - yn =" — yn‘
3. Schemat Ruffiniego

PrzejdZzmy teraz do dzielenia. Zdarza sig, Ze interesujemy sie tylko reszta
z dzielenia danego wielomianu przez dwumian = — a. Samego dzielenia nie trzeba
jednak wykonywaé, gdyz zachodzi

Twierdzenie. Reszta z dzielenia wiclomianu P(z) przez dwumian x — a jest
réwna P(a), tj. wartosci liczbowej wielomianu dla z = a.

Dowdéd. Oznaczajac iloraz przez Q(z), reszte za$ przez r, mamy

Plz)=(z—a) -Qz)+r
Roéwnosé ta zachodzi dla kazdej wartosci z, a wiec takze dla z = a. Podstawiajac
po obu stronach z = @, otrzymujemy

P(a) = (a —a)-Q(a) +r,
czyli P(a) = r, co konczy dowdd.

Jezeli chcemy znaé nie tylko reszte, ale i iloraz z dzielenia danego wielomianu
przez dwumian = — a, to takze nie musimy wykonywaé dzielenia. Wystarczy
w tym celu postuzy¢ sie schematem Ruffiniego, dla zilustrowania ktérego
najlepiej postuzy¢ sie przykladem. Zalézmy wiec, Ze mamy wyznaczy¢ iloraz
i reszte z dzielenia wielomianu 2z* — 72® + 2% — z + 3 przez dwumian z — 2.
Wykonujemy nastepujacy schemat

2 -7 1 -1 3 wspolczynniki wielomianu
2 4 —6 —-10 —22
2 -3 -5 -11 -19
wspolczynniki ilorazu reszta

Mamy wiec 2z — 72® + 2% — 2 + 3 = (z — 2)(22® — 32% — 5z — 11) - 19.

Jedli chcemy podzieli¢ wielomian z#* — 222 + 15z — 10 przez z + 3 = ¢ — (=3), to
schemat ten jest nastepujacy

1 0| -2 15 | —-10
-3 -3 9 -21 18
1| -3 7 —6 8

Jest zatem z? — 202 + 152 — 10 = (z + 3)(z® — 322 + 7z — 6) + 8.
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Zajmijmy sie teraz podzielnodcia ™ + a™ przez z + a.

1°. (z™ — a™) : (z — a). Reszta z tego dzielenia wynosi r = a™ — a" = 0, zatem
réznica z™ — a™ dzieli sie zawsze przez  — a.

2°. (z™ — a™) : (z + a). Poniewaz z + a = z — (—a), wigc reszta w tym przypadku
jest r = (—a)™ — a™. Jedli wiec n bedzie liczba parzysta, to (—a)” =a™ir =0;
jezeli zaé n bedzie liczba nieparzysta, to (—a)® = —a™ i r = 2a™ # 0. Zatem
réznica ™ — a” dzieli si¢ przez = + a tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta.
Zastosujmy schemat Ruffiniego do znalezienia ilorazu z°® — a° przez z + a.

1 0 0 0 0 0| —a®
-a —a | 2| -a® [ ot | @ a®
1| =a | a® | =& | a* | =0 0

Jest zatem 2 — a® = (z + a)(z® — az* + a’z® — a®2? + a'z — a®).

Ogdlnie: ilorazem z™ — a™ przez = + a, gdy n jest liczbg parzysta, jest wielomian
jednorodny stopnia n — 1 uporzadkowany malejaco ze wzgledu na z, rosnaco ze
wzgledu na a, o wspéiczynnikach na przemian 1i —1.

3°. (z™ +a") : (z + a). Resata jest r = (—a)™ + a™. Jezeli wiec n jest liczba
parzysta, to 7 = 2a™ # 0, jezeli zad jest liczbg nieparzysta, to r = 0, czyli w tym
przypadku z™ + o™ dzieli si¢ przez  + a.

Zastosujmy schemat Ruffiniego do znalezienia ilorazu z° + a® przez z + a.

1 0 0 0 0 a’
—a —a | a® | =a® | a* | -4o°
1] —a | a* | —a® | of 0

Jest zatem z° + % = (z + a)(z* — az® + a?2? — a3z + a%).

Ogolnie: ilorazem ™ + a™ przez « + a, gdy n jest liczbg nieparzysta, jest
wielomian jednorodny stopnia n — 1, uporzadkowany malejaco ze wzgledu na z,
rosngco ze wzgledu na a, w wspétczynnikach na przemian 1 i —1.

4, Twierdzenie Bezouta

W ponizszych przykladach pomocne bedzie twierdzenie Hornera. Czy
np. wielomian f(z) = 223 — 422 4 3z — 27 mozna przedstawié¢ w postaci
wynikajacej z tego twierdzenia? Posluze si¢ tu sposobem, ktéry sygnalizowalem
w notatce O rdznych spojrzeniach na ten sam problem (Matematyka 4'93/253).
Zauwazmy, ze f(3) =233 —4-3%24+3-3 - 27 = 0. Oznacza to, e mozemy
napisac

Flz)—f8) =22 —42® + 32 -27-(2-3%-4.324+3.3-27) =

=2(z3 - 3%) — 4(2% - 3%) + 3(z — 3),

czyli f(z) = (z — 3)(22% + 2z + 9).
Cwiczen takich mozemy wykona¢ jeszcze kilka. Zapiszmy wielomian f(z)
w postaci f(z) = (z — k) - (=), gdy
a) flx) =2 -32%2 - 42 +12; k=3,
b) f(z) = 523 — 15¢% — 47z — 15; k = 5,
c) flz) =22% -3z — 22 +6; k= -1.

P6jdzmy dalej i przedstawmy wielomian f(z) = az® + bz? + cz + d w postaci
f(z) = (z — k) - g(z), gdzie k oznacza jego miejsce zerowe, tzn. jest
f(k)=ak®+bk?+ck+d=0.

Mamy

f(z)=flx) - flk)=az® +ba’ 4+ cx +d—ak® —bk?* —ck—d =
=a(z® - k*) + b(z® — k) + c(z — k) =
=a(z —k) (@2 +kz+ k%) +b(z —k)(z+ k) +c(z— k) =
(z — k)a(z® + kz + k) + bz + k) + ¢] =
= (z — k)(az® + akz + ak® + bz + bk +¢) =
= (z — k)[az?® + (ak + b)z + ak® + bk + ].
Zauwazmy, ze wspé6lczynnikami ilorazu sg a, ak + b, ak? + bk + c.
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Przeprowadzmy podobny rachunek dla wielomianu
f(z) = agz? + a3z® + a20? + @12 + ao.

f(z) = f(z) - f(k) = aqgz* + a3z® + a22® + @17 + ag -
— agk® — ask® —ask® — a1k —ag =
ag(z* — k%) +a3(@® - k*) + ax(a® — kB + ar(z — k) =
as(z — k)(z° + ka? + K2z + %)+
+as(z — k)(a? + kz + k%) + ax(z — k)(z + k) + ar(z — k) =
= (z — k)[aa(@® + k2% + K’z + §*) + as(2® + kx + k?) + az(z + k) + a1] =
= (z — k)
 [aaa® + (ask + a3)z® + (ask® + ask + a2)x + (a4k® + ask® + azk + a1)].

Wspélczynnikami ilorazu sa tutaj a4, ask + a3, ask® + ask + az,
ask® + azk® + azk + a;. A jakie s3 wspéiczynniki ilorazu, gdy wielomianem jest
Flz) = asz® + agz® + aaz® + axz? + a17 + ao?

Il

Wezmy teraz pod uwage wielomian f(z) = anz™ + an—12""1 + ... + a1z + ao.
Przyjmujac, ze k jest jego miejscem zerowym, mamy
F(k) = ank™ + @n_1k™ 1 +. ..+ a1k +ag = 0. Jest wigc
f(z) = flz) — f(k) = anz™ + an1z™ ' + ...+ a1z + ao—
—apk" —ap k" = .~k —ay =
=an(z" = k") + ano1(@* K"+t ai(z - k).
Po zastosowaniu twierdzenia Hornera mamy:
f(@) =an(z —k) (" + k22 + ..+ k" 2+ k" )+
+apa(z—kK) (@™ 2+ ka3 4+ R 4 BV 4Lt ai(z - k).
Ostatecznie wiec
f(z) = (z - k)
Janz™ ! + (ank + an-1)Z" "% + (ank® + an_1k + an_g)z" % + ...
et (ank™  + a1k 2 4L 4 ar)),
czyli f(z) = (z — k) - g(x), gdzie g(z) jest wielomianem stopnia n — 1, jeli tylko
an # 0. Wykazaliémy w ten sposéb
Twierdzenie Bezouta. Jezeli liczba k (k € R) jest miejscem zerowym

wielomianu f stopnia n > 1, to isinieje taki wielomian g stopnian — 1, Ze

f(z) =(z — k) g(z) dla wszystkich z € R.

Z twierdzenia tego wynika oczywiscie, ze g(z) = ;ﬂ_ﬁ%
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