Lemat o zamykaniu
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Matematycy z réznych przyczyn interesuja sie od dawna réwnaniami
rézniczkowymi. Wiele réwnan uwazanych za wazne nie daje sig rozwigzaé

lub gorzej: wiadomo, ze ich rozwigzania sa funkcjami nieelementarnymi.
Niemniej jednak ludzie prébuja uzyskaé o nich jak najwiecej informacji. Jednym
z pomystéw byla préba opisania dosy¢ szerokiej klasy uktadéw typowych,

a nastepnie opisywania za ich pomocg innych ukladéw lub modyfikowania
tak, aby zjawisko dalo si¢ modelowaé ukladem typowym. Wiadomo byto jakie
sa typowe zachowania sig ukladéw réwnan w poblizu rozwigzan okresowych
oraz nieco o tym jak zachowuja sie rozwigzania ,nawijajace” si¢ na okresowe
lub rozwijajace sie z okresowych (to zreszta to samo zjawisko po odwrdceniu
czasu). Oczywiscie informacje nie byly zbyt precyzyjne, ale byto ich coraz
wiecej. Gléwne, niejako sumujace wyniki, naleza do I. Kupki i S. Smale’a.
Pozostal dosy¢ istotny problem, tzw. lemat o zamykaniu, czeéciowo
rozwiazany przez C.C. Pugh i pézniej C.R. Robinsona. Chodzilo o to, czy
jesli rozwiazanie ,podchodzi” pod siebie, to czy mozna za pomoca malego
zaburzenia je zamknaé. Pugh wykazal prawdziwos¢ hipotezy formulowanej przez
R. Thoma i innych, ale jedynie przy zalozeniu, ze dopuszczalne zaburzenia

sa Cl-mate. Chcialoby sig, by mogly by¢ male w sensie C*, tj. by mate byto
zaréwno zaburzenie, jak i jego pochodne do rzedu k wlacznie, ale tego do tej
pory nikomu nie udalo sie wykaza¢, ani tez podaé przyktadéw swiadczacych
o nieprawdziwo$ci formulowane]j hipotezy. Dowéd Pugh ma dosy¢ jasng ideg,
natomiast tzw. szczegbly sa bardzo skomplikowane. Postaram sie tu pokrdtce
objaénié¢ w czym rzecz na przykladzie pola wektorowego na dwuwymiarowej
powierzchni (rozmaitodci) zwartej bez brzegu.

Niech f(t,z) = fi(z) oznacza polozenie w chwili ¢ obiektu, ktéry w chwili 0
znajdowal sie w punkcie z. Zbiér dopuszczalnych polozen ma by¢ zwarta
powierzchnia bez brzegu (moze to by¢ np. torus lub butelka Kleina, albo co$
bardziej skomplikowanego). Standardowo przyjmujemy, ze przeksztalcenie f
jest homeomorfizmem rozpatrywanej powierzchni, a nawet jej dyfeomorfizmem
klasy co najmniej C?, oraz e przeksztalcenia (f;) tworza jednoparametrowa
grupe dyfeomorfizméw, co oznacza, ze f; o fs = fi1s dla dowolnych liczb
rzeczywistych ¢t i s. W istocie zakladamy jeszcze wiecej: przeksztalcenie f jako
funkcja swych obu zmiennych ma by¢ klasy C*. Takie grupy sa generowane
przez pola wektorowe. Méwimy, ze punkt p jest rekurencyjny, jesli istnieje
ciag (t,) rozbiezny do co taki, ze f(t,,p) — p, przy czym fi(p) #pdlat >0
- wykluczamy wiec punkty okresowe. Problem polega na tym: jedli z jest
punktem rekurencyjnym, to czy istnieje pole wektorowe, bliskie w C! topologii
polu generowanemu przez f takie, ze przez x przechodzi trajektoria okresowa
nowego pola wektorowego?

Nizej postaram si¢ przedstawi¢ ide¢ dowodu podanego przez C.C. Pugh.
Zaczne od podstawowych lematéw,

Lemat o linearyzacji przeksztalcenia

Jedli g : R — R™ jest takim przeksztalceniem klasy C!, o : R® — [0, 1] za$ taks
funkcja klasy C*, ze a(z) = 0, jesli ||z|]| > 21 a(z) =0, jedli ||z|| < 1

oraz ge(a) = g(0) + a(a/e) Dg(0)a + (1 - a(z/e))(g(z) - 9(0)),

to g. i Dg. daza jednostajnie do g i odpowiednio Dg na R™.

Dowdd tego lematu to proste ¢wiczenie dla studentéw II roku, a w przypadku

n = 1 dla studentéw I roku. Funkcja g. pokrywa si¢ z funkcja afiniczna (dawniej
zwang liniowa) - linearyzacja g w pewnym otoczeniu 0, za$ na zewnatrz nieco
wiekszego otoczenia pokrywa sig z g.

Lemat o realizacji linearyzacji
Jesli V' jest gladkim polem wektorowym okredlonym w otoczeniu produktu
B(r) x [0,b] C R**1, gdzie B(r) = {z € R" : ||z|| < r} jest kula domknieta
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o érodku w 0 € R™ i promieniu r > 0, postaci V = W + e, 41, gdzie W jest polem
stycznym do R™ x 0, natomiast f oznacza dyfeomorfizm indukowany przez V,
przeksztalcajacy B(r) x {0} w B(r) x {b} — trajektoria startujaca z (z,0) trafia
po czasie b w punkt (f(z),b), przy czym f(0) =0,

to istnieje pole W; dowolnie bliskie polu W w C topologii takie, ze analogiczny
dyfeomorfizm f; indukowany przez pole Wi + e,41 jest liniowy w otoczeniu 0.

W dowodzie tego lematu uzywamy lematu poprzedniego i deformujemy f do
jego linearyzacji — mamy na to czas b, uzywamy oczywiscie funkcji klasy C>

o zwartym noéniku do wygaszenia zaburzenia na zewnatrz ,malego” otoczenia
odcinka trajektorii wychodzacej z (0, 0). Szczegdly pomijamy, w dowodzie jest
kiopot natury technicznej zwiazany z operowaniem przeksztalceniami klasy ct
zamiast klasy C*.

Cieciem transwersalnym pola V' w punkcie p nazywamy podrozmaitos¢
kowymiaru 1, do ktérej pole nie jest styczne w zadnym punkcie. Jest
oczywistym, ze w kazdym punkcie, w ktérym pole jest rézne od 0, istnieje
bardzo wiele cie¢ transwersalnych (matych). Wprowadzajac na dowolnym cieciu
transwersalnym uklad wspélrzednych i przyjmujac, ze ostatnia wspolrzedna jest
czas t, otrzymujemy tzw. mape prostujaca {flow-boz), tj. uklad wspéirzednych
(lokalny oczywiscie), w ktérym V wyglada tak: (0,...,0,1). Zmniejszajac ciecie
mozna wydluzaé mape prostujaca.

Niech I = [-1,1] i niech h: I x I — [0, 1] bedzie funkcja klasy C'* o nosniku
zawartym w I x I, dodatnig na (—1,1) x (0,1). Niech hy(z,y) = bh(z/b,y)
i niech A C (—1,1) bedzie zbiorem zwartym. Wtedy zachodzi nastepujacy

Lemat o minimalnym popchnieciu

Istnieje taka stala k(A, h) > 0, ze jesli ¢;(z,,b) jest rozwigzaniem ogélnym
réwnania =’ = ehy(z, t), przy czym ¥o(z,e,b) = z,

to 1 (ba,e,b) — ba > ckb dla dowolnego a € A, 0 < e, b < 1.

Dowdd lematu polega na stwierdzeniu, ze istnieje taka stala dla b =1,

a nastepnie stwierdzeniu, ze dzieki ,liniowemu $ci$nieciu” funkcji h do
wezszego prostokata (mnozymy dlugosé jednego boku przez b € (0,1)), wielkoéé
popchniecia ulega zmianie odpowiedniej, tj. proporcjonalnej. Istota rzeczy jest
to, ze umiemy konstruowaé zaburzenia, ktdrych wielkoéé jest proporcjonalna do
rozmiaréw (szerokoéci) dziedziny.

Lemat podstawowy (kombinatoryka)

V oznacza pole wektorowe na rozmaitosci M, zwartej, bez brzegu, p € M jest
punktem rekurencyjnym, C jest cieciem transwersalnym do V' zawierajacym
p, funkcja p jest metryka na C, funkcja ¢ = ¢(s,y), s € R, y € M, to potok
pola V. Wtedy dla dowolnej liczby dodatniej v istniejg punkty q,r takie, ze
dla pewnych liczb T > t > 0 jest ¢ = ¢(t,p) € C, jest r = ®(T,p) € C, a takie
p(p,q) < v, p(p,7) < v oraz

jesli y € C oraz y = ¢(s,p) dla pewnej liczby s € (¢, T),

to p(g,y) > 0,5p(g,7) oraz p(r,y) > 0,50(g, 7).

Ten lemat pozwala tak wybiera¢ punkty ¢ oraz r na trajektorii punktu p,
ze punkty ciecia C' lezace na trajektorii p miedzy g i 7 sa w miare daleko
od obu punktéw ¢ i r. Bedziemy zaburza¢ pole wykorzystujac ten luz do
wyprodukowania dostatecznie duzego popchnigcia. Dowodu lematu nie
przytaczam, bo jest on prosty i niewiele ma wspélnego z linearyzacja.

Przejdziemy teraz do oméwienia zasadniczej idei dowodu. Punkt p bedzie
punktem rekurencyjnym pola wektorowego V' okreslonego na dwuwymiarowej
rozmaitoéci M zwartej, bez brzegu, h : R? — [0, 1] ustalona funkcja klasy C'*°
spelniajaca zalozenia lematu o popchnigciu, n > 2/(ke) liczba naturalna, gdzie
liczba k zalezy od h, natomiast ¢ ustalong liczba dodatnig — zaburzenie bedzie
mniejsze niz €. Wybierzmy dowolne ciecie transwersalne C przechodzace przez p.
W tym przypadku C jest jednowymiarowe, wigc jest krzywa. Zakladamy, ze

jest ona sparametryzowna za pomocg odcinka zawierajacego w swym wnetrzu
przedzial I = [-1,1]. Niech punkty p = pg,p1,...,Pn beda kolejnymi
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punktami trajektorii punktu p lezacymi na I C C (utozsamiamy parametr

z punktem). Ze zbiorem C wiazemy mape prostujaca zawierajaca prostokat

P =[~1,1] x [-1,2]. Oznacza to, ze we wspdirzednych na P pole wektorowe
V ma postaé [0, 1]. Druga wspélrzedna punktéw z C' jest réwna 0. Niech

D =1 x{-1}, G = I x {2}. Trajektoria punktu p powraca do C 2 I x {0}
kolejno trafiajac w punkty p;, wigc punkty lezace dostatecznie blisko p tez
powracaja do C. To przeksztalcenie powrotu jest co najmniej tak gladkie jak
V (gtadka zaleznoé¢ rozwigzan ukladu réwnan rézniczkowych od warunkéw
poczatkowych plus twierdzenie o funkcjach uwiklanych, bo czas powrotu
zalezy od punktu). Powrét w okolice p; oznaczamy ;. Z lematu o realizacji
linearyzacji wynika, 2e mozna tak zaburzy¢ pole V, by trajektorie nowego pola
W pokrywaly sie z trajektoriami starego poza prostokatem P, by w pewnym,
malym otoczeniu H punktu p przeksztatcenia powrotu §; do C, generowane
przez pole W, byty liniowe. Mozna to zrobi¢ zaburzajac V kolejno na waskich
prostokatach, ktérych dolne podstawy sg zawarte w D, gérne zad w C, 1 znoszac
efekt tej linearyzacji zaburzeniem skoncentrowanym na nastepnym waskim
prostokacie o wysokosci 1, ktérego gérna podstawa jest zawarta w G. Nastepnie
zastepujemy punkt p punktem ¢ z lematu podstawowego, z ktérym wystepuje
w parze punkt 7 — oba wybieramy bardzo blisko p. Teraz jeste$my gotowi do
zaburzania pola W w érodkowej, jeszcze nie wykorzystywanej czeSci prostokata
P. Zrobimy to tak, ze po zaburzeniu pole bedzie mie¢ trajektorig okresowa
przechodzaca przez ¢. Niech ¢; = Bi(q), ri = Bi(r). Niech b; = 2|g; — r;|, oraz
H;={z€C:|z—¢q|<0,5b; lub |z — ;| <0,5b;} dlai=0,1...,n. Niech

H' oznacza kopie H C C znajdujaca si¢ o 1 ponad H, tj. w prostej y = 1.
Oczywiscie nie wiemy 1 nie mamy szans wiedzie¢, po ktérej stronie g; znajduje
sie r; — to zalezy od pola W, a wczeéniej pola V' i struktury M: przeciez §; nie
musza zachowywaé orientacji, co gorsza niektore z nich moga si¢ zachowywac
inaczej niz reszta. Definiujemy A; jako £0,5e7hy(1,0], 0 <7 < 1 — por. lemat
o popchnieciu, przy czym znak jest tak dobrany, by punkt ¢; byt popychany

w kierunku r;, zaé noénikiem tego zaburzenia jest zbidr o podstawach H; oraz
H!. Liczba pchnigé n zostala tak dobrana, ze przy T = 1 punkt g, zostanie
przepchniety poza 7, przez pole W + 3~ A;. Zmniejszajac odpowiednio T
(wlasnoéé Darboux) trafimy w r,, wiec otrzymamy trajektori¢ zamknieta. To,
ze pchniecie jest dostatecznie duze wynika z tego, ze popychamy o pewna czgs¢
odstepu, a dzieki liniowosci przeksztalcen §;, sformulowanie pewng czesé jest
niezalezne od wyboru ¢.

Mam nadzieje, Ze to co napisalem wczesniej jest zrozumialte. Dowdd jest bardzo
liniowy, choé¢ teza absolutnie nie. W wyzszych wymiarach dochodza dodatkowe
problemy zwigzane z koniecznoscig ,celowania” w r;. To wymaga sporej pracy
przy analizowaniu przeksztalcen liniowych, ktérych nie mozna zapisywaé

w wygodnej bazie, bo kazda zmiana bazy to zmiana metryki, wiec i znaczenia
stéw: maly i duzy. Te ,techniczne szczegély”, to kilkadziesiat stron szacowan

w pracy C.C. Pugh z 1967 r. Troche udalo sie to skrdci¢ i poprawi¢ dzieki
wysitkom Pugh i C.R. Robinsona, ktéry przerobit dowdd Pugh tak, ze dziala
on dla pél hamiltonowskich (wymaga to dodatkowej kontroli zaburzen).

Gdybysémy nie chcieli, by zaburzenia bylty male w C! topologii, lecz tylko

w C?, twierdzenie staloby sie trywialne — wystarczyloby jedno pchniecie na
jednym odpowiednio wybranym prostokacie. Poniewaz konstruowane zaburzenia
maja mate noéniki, wigc zadanie by byly mate w sensie C! oznacza, 7e musza
by¢ mate w poréwnaniu z noénikiem — twierdzenie o wartoéci éredniej! W C?
tego problemu nie ma, natomiast wystepuje on znacznie ostrzej w przypadku
zaburzeh matych w C* topologii, k > 2. Jest to na tyle istotny problem, ze
kwestia prawdziwosci lematu o zamykaniu w tym ostatnim przypadku pozostaje
otwarta i coraz wiecej ludzi watpi w jego prawdziwosc.

Z lematu o zamykaniu wymnika twierdzenie, wypowiedziane chyba po raz
pierwszy przez R. Thoma, ze typowe pola wektorowe nie majg calek pierwszych
- tak, jak typowe funkcje ciggle sg nigdzie nierézniczkowalne. Zainteresowany
Czytelnik moze zajrze¢ do ksigzki W. Szlenka, Wstep do gtadkich uktaddw
dynamicznych, Warszawa, PWN, 1982, str. 140.
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