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1. Wstep

W szkole éredniej uczy sie¢ mlodziez rozwigzywad réwnania kwadratowe,
z? + az + b = 0. Wszyscy znamy wzdr
a a?
=—= — —b.
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Ogélne réwnanie trzeciego stopnia 3 + az? + bz + ¢ = 0 sprowadzamy najpierw
do postaci y* + py + ¢ = 0 (uzywajac podstawienia z = y — a/3). Nastepne
podstawienie y = z — p/3z prowadzi do réwnania (2%)2 + ¢(2®) — p*/27 = 0. Stad

dostajemy z = ¢/ —q/2 + \/q%/4 + p*/27, co daje wzdr Cardano
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Ogélne réwnanie stopnia czwartego, ktére mozna przyjaé w postaci z* + pz? +
+ gz + r = 0, bada sie tzw. metoda Ferrari. Przepisujemy je najpierw w postaci
(1) (2% + a)® — [(2a — p)z* — gz + a® —r] =0,

gdzie a jest dodatkowym parametrem. Dobieramy o tak aby tréjmian
kwadratowy w nawiasach kwadratowych byt pelnym kwadratem; dokladniej,
zadamy aby bylo

(2) @ —4(2a-p)a®-r)=0.

Wtedy réwnanie (1) sprowadza sie do dwéch réwnan kwadratowych. Z drugiej
strony, réwnanie szeécienne (2) juz potrafimy rozwiazaé. W ten sposéb mozna
rozwigzaé¢ wyjéciowe réwnanie czwartego stopnia (chociaz pelny wzér jest na tyle
skomplikowany, ze nikt nie prébuje go wypisywaé).

Udowodniliémy, ze pierwiastki ogélnego réwnania algebraicznego stopnia < 4
wyrazaja si¢ poprzez wspélczynniki réwnania za pomocs operacji dodawania,
odejmowania, mnozenia, dzielenia i wyciagania pierwiastka naturalnego stopnia.
Mowimy, ze rozwiazanie réwnania wyraza si¢ przez pierwiastniki. Czasami
pierwiastniki s3 nazywane radykatami.

Przez dlugi okres matematycy usilowali znalez¢ metode rozwiazania przez
pierwiastniki ogdlnego réwnania piatego stopnia. W 1799 roku P. Ruffini
przedstawil dowdd nieistniena takiego rozwiagzania. Niestety, dowéd byl

zbyt zawily, aby éwczesni matematycy mogli go zaakceptowaé. Spoleczne
przyzwolenie uzyskat dowdd analogicznego faktu przeprowadzony w 1824 roku
przez N. H. Abela.

Twierdzenie Abela-Ruffiniego. Ogdine réunanie algebraiczne stopnia co
najmniej 5 nie daje sig rozwigzac przez pierwiastniki. To znaczy, Ze nie istnieje
wzdr wyrazajgcy pierwiastki takiego réwnania przez wspdtczynniki za pomocg
operacji algebraicznych i pierwiastkéw naturalnych stopni.

Twierdzenie Abela-Ruffiniego stanowilo istotny krok w rozwoju matematyki.
Takie pojecia jak grupa abelowa i grupa rozwiagzalna wlasnie tutaj biorg swéj
rodowdd.

Pézniej nieco E. Galois zapoczatkowal ogélna teorie wiazaca z kazdym
réwnaniem algebraicznym pewien niezmiennik, nazwany pézniej grupa Galois.
Jest to grupa tych permutacji pierwiastkéw réwnania, ktére zachowuja wszystkie
relacje algebraiczne zachodzace pomigdzy nimi. Pewne wlasnosci réwnania (np.
rozwigzalno$é przez pierwiastniki) s3 ttumaczone na wlasnosci jej grupy Galois.

Przy takim podejéciu gléwny nacisk przeniesiony zostal z analitycznych
wlasnoéci rozwigzai (zaleznoéé od wspélczynnikéw) na ich algebraiczny
charakter. Zaklada si¢, ze wspélczynniki naleza do zadanego ciala liczbowego
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(np. liczb wymiernych) i bada sig rozszerzenie tego ciala o pierwiastki
réwnania. Gdy trzeba przyjaé, e wspdlczynniki sg zmienne, co jest naturalne
przy rozwiazywaniu ogdlnych réwnai, to teoria algebraiczna traci impet.

W szczegdlnosci, przy dowodzie twierdzenia Abela~Ruffiniego stosowane

s3 dosy¢ niejasne tricki (rozszerzenia przestepne, algebraiczna niezalezno$é
wspélczynnikéw) po to, aby dostosowaé sie do mocno zakorzenionego schematu
algebraicznego.

Ponizej przedstawiamy inny dowéd twierdzenia Abela-Rufiniego. Opiera sig on
na topologicznych wlasnosciach powierzchni Riemanna funkcji algebraicznych,
zadanych réwnaniami algebraicznymi o zmiennych wspélczynnikach. Czytelnik
przekona sie, ze jest to naturalne i wladciwe podejscie do problemu.

Niestety zadna ksiazka z teorii liczb i algebry nic nie wspomina o takim
dowodzie. Ja pracujac nad tym artykulem korzystalem z krotkiej ksiazeczki
Aleksejeva [A]. Zostala ona napisana na podstawie wykladéw V. I. Arnolda
dla uczniéw szkoly-internatu przy Uniwersytecie Moskiewskim przez jednego
ze shichaczy. Przy tym wykladowca musial zaczynaé od zdefiniowana liczb
zespolonych, funkcji analitycznych i pojecia grupy. O istnieniu topologicznego
dowodu wspomina sie réwniez w monografii Dubrowina, Nowikowa i Fomenki
[DNF].

2. Funkcje agebraiczne i ich powierzchnie Riemanna

Naiwne podejécie do funkcji algebraicznych moze prowadzi¢ do nieporozumier.
Na przyklad, wiadomo co to jest +/z (przyjmuje dwie wartosci). Ale ile wartosci
przyjmuje funkcja /z + /z; dwie, cztery, a moze trzy? Wladciwa definicja jest
nastepujaca.

FPunkcja algebraiczna to funkcja y = f(z) zadana przez réwnanie algebraiczne

(3) ()Y + g1 (@)™ .+ go(z) =0

(lub krécej F(z,y) = 0), gdzie g; sa wielomianami. Dalej dla uproszczenia
bedziemy zakladac, ze gn(z) =1 (wtedy pierwiastki nie beda uciekaé do
nieskorficzonodci).

Niech a € C bedzie takim punktem, ze réwnanie F(a,y) = 0 ma n réznych
pierwiastkéw y = z1,...,2,. Wtedy Fé(a, z;) # 01 z twierdzenia o funkcji
uwiklanej wynika, ze dla dowolnego = z pewnego otoczenia U, punktu a
réwnanie F(z,y) = 0 (wzgledem y) ma takze n réznych rozwiazan. Zadaja
one jednoznaczne funkcje fa1(z),. .., fan(z) z dziedzing U,. Funkcje f, :(z)
rozwijaja sie w zbiezne szeregi Taylora w punkcie a; zatem za U, mozemy
przyjaé dysk (o srodku w ¢) zawarty we wspélnym kole zbieznosci tych
szeregdw.

Pary (fai,U,) reprezentuja analityczne elementy funkcji f. Ogélny element
analityczny oznacza sie (fa, Us), gdzie U, jest dyskiem o érodku w a, w ktérym
jest zbiezny szereg Taylora funkcji f, w punkcie a.

Element analityczny mozna przedtuzaé. Gdyby réwnanie (3) mialo jednoznaczne
rozwiazania, to przedtuzyloby sie do calej ptaszczyzny zespolonej. Na przyklad,
dla réwnania F(z,y) = (y — z)(y — 1) mamy dwa elementy analityczne, ktére
przediuzajg si¢ do funkcji y =z i y = 1 na C. Przeszkoda w przedluzaniu moze
okaza¢ si¢ zjawisko sklejania si¢ kilku rozwigzan (lub elementéw analitycznych).
W powyzszym przykladzie mamy sklejenie pozorne w punkcie z = 1 (bo kazde

z rozwigzan jest tam przediuzalne w sposdb analityczny), ale dla réwnania

y® — z = 0 osobliwoéci w x = 0 nie da sie tak usunaé.

Niech ry,..., %, bgda punktami osobliwymi funkcji f. Wychodzac z elementu
analitycznego (fq,Ua), @ € C\ {Z1,...,2Zm}, bedziemy konstruowaé
powierzchni¢ Riemanna M funkcji f. Przedluzamy element (f,,U,) wzdtuz drég
vC C\{z1,...,Zm} 0 poczatku w a (i koficu w b). Pokrywamy + skoriczona
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liczba otoczen U, a; € v, bedacych dziedzinami elementéw analitycznych
(fas» Ua,) zgodnych na przecigciach, fo, = fao,_, W Us, NU,,_,; przyjmujemy, ze
U,y = U,. Koricowy element analityczny (fy,Up) jest przediuzeniem elementu
analitycznego (fa,Us) wzdluz drogi vy (patrz rysunek 1).

Powstaje pytanie o jednoznaczno$¢ przedtuzenia analitycznego. Okazuje sig, ze
jedli dwie drogi ¥V i @ (w C\ {z1,...,Zm}, 0 poczatku w a i koficu w b)
daja sie zdeformowaé w sposéb ciagly, jedna na druga, bez ruszania koncow

i zahaczania o osobliwodci, to efekty przedtuzen wzdluz tych drég sa takie same,
fél) = fég). Moéwi o tym twierdzenie o monodromii, Latwo je udowodnié poprzez
pokrycie obszaru zakre$lonego przez deformowane drogi za pomocg dziedzin U,
elementéw analitycznych.

Przedluzajac maksymalnie wyjéciowy element analityczny (f,,U,) dostaje sie
pewna powierzchnie, ktéra bedziemy nazywaé powierzchnig Riemanna M funkcji
algebraicznej f. Powierzchnia M jest wyposazona w naturalne rzutowanie

m: M — C\{z1,...,zm} przyporzadkowujace wartodci f.(x) (galezi fc) jej
argument z.

Co prawda, to nie jest jeszcze pelna powierzchnia Riemanna. Dla porzadku
nalezaloby ja uzwarcié (w topologii indukowanej przez elementy analityczne)
i nastepnie wygladzié ostrza (cuspy). To daloby zwarta, gtadka i analityczna
powierzchnie bez samoprzecie¢. Poniewaz nie jest to potrzebne dla celéw tego
artykutu, pominiemy te czesé teorii.

Przyklady. 1. f(z) = v/z. Powierzchnia Riemanna tej funkcji jest dobrze
znana. Startujemy z punktu a =11 tej galezi f,(z) = \/z, ktéra jest
dodatnia na dodatniej pélosi rzeczywistej. Przedluzajac te galaz wzdluz
okregu jednostkowego dochodzimy do galezi —f,(z). Aby przedstawié¢ sobie
powierzchni¢ Riemanna tego pierwiastka, bierzemy dwa egzemplarze plaszczyzny
C rozcietej wzdluz ujemnej polosi rzeczywistej, umieszczone jedna nad drugg
i sklejamy krawedzie rozcigcia gérnego plata z przeciwleglymi krawedziami
rozciecia dolnego plata. Nie mozna tego przedstawié na plaskim rysunku bez
samoprzecieé (rysunek 2(a)). Jednak gdy odwrécimy gérny plat, to mozemy
dokonaé sklejen bez samoprzecieé (rysunek 2(b)). Tak wlasnie wyglada
powierzchnia Riemanna (nad C* = C\ 0). Wida¢, ze jest ona homeomorficzna
z C*. Ten homeomorfizm moze by¢ zrealizowany analitycznie:

t— (z,y) = (t3,t), te C.

2. f(z) = v'z® — . Funkcja pod pierwiastkiem ma trzy zera: 0, +1. Bierzemy
dwa egzemplarze ptaszczyzny rozcigtej wzdtuz odcinkéw (—oo, —1] i [0, 1].
Odwracamy gérny i sklejamy. Mozna przekonaé sie, ze M jest homeomorficzna
z powierzchnia torusa T2, z ktdrego usunieto 4 punkty. Jeden z usunietych
punktéw odpowiada z = y = oo (rysunek 2(c)).

Czytelnik samodzielnie udowodni, ze powierzchnia Riemanna funkcji v2?2 — 1
jest homeomorficzna z C bez dwdch punktéw.

3. y® — y = z. Tutaj powierzchnia Riemanna jest izomorficzna z C bez dwéch
punktéw (rysunek 3).

&1 m V2

B oy A oy oz 0
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Ogélna konstrukcja powierzchni Riemanna funkcji algebraicznej y = f(z)
zadanej réwnaniem algebaicznym stopnia n jest nast¢pujaca. Niech z;,...,zn
beda punktami osobliwymi. Rozcinamy plaszczyzne za pomoca prostych
promieni wychodzacych z punktéw z; i biegnacych do nieskoriczonoéci oraz
parami nie przecinajacych si¢ (mozna tak zrobi¢). Bierzemy n egzemplarzy
tak rozcietych plaszczyzn. Nastepnie sklejamy krawedzie rozcie tak, jak to
dyktuje zmiana wartoéci funkcji f(z) przy obchodzeniu argumentu z wokét
punktéw osobliwych. Nie zawsze jest to latwe do wykonania w konkretnych
(nietrywialnych) przykltadach.

3. Grupa monodromii funkcji algebraicznej

Rozwazmy funkcje algebraiczna y = f(z) zadana réwnaniem F(z,y) =

=gy™ +...+ go(z) = 0, z punktami osobliwymi z,...,Zm,. Wybierzmy punkt
bazowy a € C\ {z1,...,Zm}. Mamy n elementéw analitycznych (f,,:,Ua),
i=1,...,n oraz zbiér M, = {z1,...,2,} (utozasamiany z {1,...,n}) wartodci
funkcji f w a. Grupa monodromii funkcji f jest podgrupa grupy S(M,) = S(n)
permutacji zbioru M,, definiowang nastepujaco.

Jesli v jest petla w C\ {z1,...,Zm} o poczatku i koficu w a, to przedtuzenie
analityczne dowolnego elementu ( f, ;, Us) wzdtuz « prowadzi do nowego
elementu, ktéry pokrywa si¢ z jednym z (f, ;, Ua,). W szczegélnosci,

punkt z; przechodzi w punkt zbioru M,, ktéry oznaczymy przez A, (z;).

Na powierzchni M istnieje droga é; o poczatku w punkcie (g, ;) i koricu

w (@, A,(z)), ktéra jest podniesieniem drogi v do M, oznaczmy to m(§;) = 7.
Przeksztalcenie A, : M, — M, jest przeksztalceniem monodromii indukowanym
przez petle 7. Jest ono wzajemnie jednoznaczne (dlaczego?).

Grupa generowana przez przeksztalcenia A., gdzie v to petla, nazywa sie grupg
monodromii i jest oznaczana przez Mon = Mon(f).

Z twierdzenia o monodromii wynika, Ze przeksztalcenie A, jest lokalnie stale

na przestrzeni petli; nie zmienia sie przy deformacji petli. Klasy réwnowaznosci
petli wzgledem deformacji tworza grupe fundamentalng zbioru C\ {z1,...,zx}
z punktem bazowym a, czyli m(C\ {z1,...,Z,},a). Operacje grupowe polegaja
na sktadaniu drég i braniu odwrotnej drogi. Mamy wiec homomorfizm

z m1(C\ {z1,...,Zm},a) w S(M,), ktérego obrazem jest Mon(f).

Przyklady. W powyzszych przyktadach 1 i 2 mamy M, = {z1,22) i grupa
S(M,) =~ Z/2Z jest generowana przez transpozycje (1,2). Jeéli petla -y obiega
parzysta liczbe punktéw osobliwych (liczong z krotnosciami), to A, = id = e.
W przeciwnym przypadku A, = (1,2). Zatem Mon(f) = Z/2Z.

Polézmy a = 0 w Przykladzie 3; wtedy M, = {0, £1}. Petli v; wokét z; = —2
odpowiada transpozycja wartosci 23 =01 2z = 1, tzn. A, = (1,2). Petli v,
wokét xo = 2 odpowiada transpozycja wartosci z; = 01 z3 = —1, tzn.

A., = (1,3). Stad nietrudno stwierdzi¢, ze Mon(f) = S(3).

(Zakladamy, ze Czytelnik zna zapis permutacji za pomoca rozkladu na cykle. Na
przyklad, wyrazenie (142)(36) oznacza permutacje 1 — 4,4 — 2,2 — 1,
3—6,6—3,5—5w S5(6). Warto jeszcze przypomnieé, ze ¢ - (iy,...,4) 07! =

= (o(i),---,0(%)).)

Uwaga 1. Grupg monodromii Mon = Mon(f)moina utozsamié z grupa Galois
pewnego rogszerzenia cial algebraicznych. Bierzemy jako wyjsciowe cialo K cialo

C(z) funkeji wymiernych zmiennej z. Przy tym traktujemy elementy K jako funkcje
na U, . Nastgpnie definiujemy rozszerzenie L jako K(fea,1,..., fa,n), dolaczenie do
funkcji wymiernych galezi funkcji algebraicznej. Okazuje sie, ze grupa automorfizméw
rozszerzenia K C L, tzn. jego grupa Galois Galx L, pokrywa sig¢ z Mon. Rzecaywiscie,
poniewaz Mon permutuje galezie, to indukuje automorfizm ciata L, a poniewaz funkcje
z C(x) sa jednoznaczne, sa one niezmiennicze wzgledem monodromii. To oznacza, ze
Mon C Galg L . Zaldsmy, ze Mon # Galx L. Na podstawie podstawowego twierdzenia
teorii Galois (patrz [B]), podgrupie Mon odpowiada cialo posrednie K ¢ L, C L,

L, # K takie, ze Galy,, L = Mon i Ly = LM = {p € L : Mon ¢ = {¢}} . Cialo

L, sklada sig z tych funkcji, ktére sa niezmiennicze wzgledem monodromii. S to
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zatem funkcje jednoznaczne. Ich osobliwosci maja typ co najwyzej potegowy, réwniez
w nieskoficzonodci. Stad latwo juz wywnioskowaé (mnozac przez

(z — z:)* i stosujac twierdzenie Riemanna o usuwaniu osobliwodci), Ze sa to funkcje
wymierne. To znaczy Ly = K (sprzeczno$é).

W klasycznych ksiazkach z teorii powierzchni Riemanna, jak np. ksiazka Forstera
[F], teoria Galois jest stosowana inaczej. Zalézmy, ze powierzchnia Riemanna M jest
gladka, zwarta i wyposazona w holomorficzne odwzorowanie

m: M — N = CP! (przedtuzenie rzutowania (z,y) — z), zwane nakryciem
rozgalezionym. To si¢ uzyskuje po dokorczeniu konstrukeji z punktu 2. Cialo
wyjéciowe jest cialem funkcji wymiernych na N, K = C(N), ktdre akurat pokrywa
sie z C(z). Za to rozszerzenie L jest cialem funkcji wymiernych na M, przy czym
cialo K wkiada sie w L za pomocg indukowania 7* : ¢ — @ o 7. Istotna dla tej
teorii jest grupa Deck = Decky M automorfizméw nakrycia M — N, zlozonych

z homeomorfizméw M zachowujacych widkna nakrycia. Aby grupa Deck odpowiadalta
grupie Galois rozszerzenia K C M trzeba zalozy¢, ze dziala ona tranzytywnie na
typowym wléknie. Nakrycia spelniajace te wlasnos¢ nazywaja si¢ nakryciami Galois.
Nakrycia z przyktadéw 1 i 2 sa Galois, ale Deck jest trywialna w przykiadzie 3. Nie
zauwaza sie¢ w [F], ze klasa takich nakry¢ jest bardzo waska w klasie skoriczonych
nakryé rozgatezionych nad sfera Riemanna. Sa to, ni mniej ni wigcej, tylko nakrycia
zadane przez radykaly, y = w(z)?’?, gdzie w(x) jest funkcja wymierna.

4. Grupa monodromii typowej funkcji algebraicznej

Pod typowq funkcjg algebraiczng bedziemy rozumie funkcjg zadana
réwnaniem (3), ktére spelnia nastepujace warunki:

(i) Zespolona krzywa algebraiczna I' = {F(z,y) = 0} C C? jest gladka

i ograniczenie m rzutowania (z,y) — = do krzywej I' ma osobliwosci
najprostszego typu: niezdegenerowane punkty krytyczne z réznymi warto$ciami
krytycznymi.

(ii) Krzywa T jest nierozkladalna, tzn. funkcja F nie da sig zapisa¢ w postaci
iloczynu FOF® dwu funkcji algebraicznych.

Warunek gladkosci oznacza, ze (zespolony) gradient funkcji F' nie znika: albo
F, #0, albo F, # 0. Punkty krytyczne (z;,y;) rzutowania 7 to takie punkty,
w ktérych T jest pionowa, tzn. F, = 0. Poniewaz I jest nieosobliwa, to F; # 0
i lokalnie I' zadaje si¢ réwnaniem z — z; = ¥(y), przy czym ¥{y;) = ¥'(y;) = 0.
Warunek niezdegenerowania oznacza, ze ¥"(y:) = —Fy, /Fy # 0; tylko dwie
galezie funkcji algebraicznej zlewaja sig. Wartosci krytyczne rzutowania to x;;

zaklada sie, ze sa one rézne.

Przy zalozeniu (i) powierzchnie Riemanna M mozna utozsamié z I' bez
punktéw krytycznych, punkty za$ osobliwe funkcji algebraicznej sa warto$ciami
krytycznymi rzutowania .

Nierozkladalnoé¢ zespolonej krzywej algebraicznej I' gwarantuje jej
topologiczna spdjnosé, a tym samym spdjnos¢ powierzchni Riemanna

M =T bez punktéw krytycznych. Rzeczywiscie, zalézmy, ze I' nie

jest spéjna i ze zachodzi zalozenie (i). Wtedy I* sklada si¢ z dwéch
roztacznych krzywych I'1) i T), Niech f;(z), i = 1,...,k beda tymi
gateziami (po odpowiednim ponumerowaniu) funkcji y = f(z), ktére

leza w IV, a fi(z), i =k +1,...,n beda galeziami drugiej krzywej.
Utwérzmy funkcje F()(z,y) = (y — f1(2))(y - f2(2)) ... (y — fu(z)) oraz
FW(z,y) = (y = feg1(x)) .- . (¥ = fn(2)). Oczywiscie mamy F = F(F(2),
Z drugiej strony, w punktach rozgalezien krzywe ') sg lokalnie spéjne

i permutacje galezi z jednej grupy pozostaja w tej samej grupie. To oznacza,
ze wspélczynniki (przy potegach y) wielomianéw FU) sg analitycznymi

i jednoznacznymi funkcjami, zachowujacymi sie w nieskoriczonoéci jak
wielomiany. Zatem sa to wielomiany, podobnie jak F(7).

Nierozkladalnos¢ mozna sprawdzi¢ w niektérych przypadkach bezposrednio.

Na przyklad, gdy I' jest obrazem nierozkladalnej krzywej przy algebraicznym
odwzorowaniu, to jest nierozkladalna. Jesli algebraiczne domknigcie I'

w zespolonej plaszczyZnie rzutowej CP? jest gladka krzywa, to I tez jest spdjna.
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Ostatnia wlasnoé¢ oznacza, ze czes¢ jednorodna najwyzszego stopnia wielomianu
F rozklada sie na parami rézne czynniki liniowe.

Powyzsze zalozenia implikuja nastepujace wazne wlasnosci grupy monodromii.

Lemat 1. Niech funkcja algebraiczna spetnia zalozenia (i) ¢ (ii). Wtedy:

(a) Mon jest generowana przez transpozycje (k,l), odpowiadajgce zamianom

gatezi fi(z), fi(z) sklejajgeych sig w punkcie krytycanym (zi,y:).

(b) Mon dziata tranzytywnie na zbiorze My = {21,...,2zn}. To znaczy, ze dla
kazdych dwdch réznych wartosci 2k, 2 istnieje o € Mon takie, ze o(2x) = 2.

Dowdd. Wlasno$é (a) jest oczywista, bo takie transpozycje sa indukowane przez
petle wokdl z;. Wiasnosé¢ (b) wynika ze spéjnosci I'. Kazde dwa punkty w I’
(tj. (@, 2&) i (a, 21)) mozna polaczyé (rzeczywista) kraywa d. Przy tym mozna
zalozyé, ze rzut v = 7(8) nie przechodzi przez zaden z punktéw z; = m(z;, y;).
7 jest petla i Ay(2x) = 2. Kladziemy o = A,. O

Lemat 2. Jesli podgrupa G C S{n) jest tranzytywna i generowana przez
transpozycje, to pokrywa sie z S(n).

Dowdd. Powiemy, ze podzbiér A C {1,...,n} jest zupelny, jesli dowolna
permutacja z S(A) przedluza si¢ do permutacji zbioru {1,...,n}. Kazda
transpozycja (k,l) spoéréd generatoréw G definiuje podzbiér zupelny {k,!}.
Niech Ay bedzie maksymalnym podzbiorem zupelnym (wzgledem porzadku
zawierania). Twierdzimy, ze Ag = {1,...,n}.

Przypu$émy, ze Ao jest wlasciwym podzbiorem. Istnieje transpozycja 1 = (k,1)
2 k€ Agil ¢ Ayg. Wtedy grupa generowana przez S(A4p) i 7 bylaby réwna
S(Ao U {l}) i zbiér AgU {I} bylby zupeiny. O

Whniosek. Grupa monodromii typowej funkcji algebraicznej jest rowna S(n).

Przyklad 4. Grupa monodromii funkcji algebraicznej zadanej réwnaniem
F = 3y® — 25y + 60y — = 0 wynosi 5(5).

Rzeczywiscie, warunek dla punktéw krytycznych rzutowania 7, F = F! =

= 15(y — 4)(y* — 1) =0, daje cztery punkty (z;,y;) = £(16,2), £(38,1)

z réznymi wartosciami krytycznymi. W tych punktach krzywa F = 0 jest gladka
(Fy # 0) i rzut jest niezdegenerowany (Fy, # 0). Z drugiej strony, krzywa F = 0
jest obrazem plaszczyzny zespolonej przy algebraicznym odwzorowaniu; (bo z
mozna wyrazi¢ przez y). Zatem sa spelnione zalozenia typowosci (i), (ii).

Warto wspomnieé tutaj, ze grupa S(5) jest izomorficzna z grupa symetrii
dwunastoscianu foremnego.

Uwaga 2. W przypadku wielowymiarowym, gdy wspélczynniki réwnania
algebraicznego zaleza od wielu parametréw, mamy do czynienia z wielowymiarowymi
powierzchniami Riemanna. Szczegdlnym przypadkiem jest réwnanie y™ + x,-13"! +
+ ...+ zp = 0. Odpowiednia powierzchnia Riemanna jest n-wymiarowa

i stanowi n-krotne nakrycie nad uzupeinieniem zbioru wyréznikowego :
% = {A(zo, - - -, Zn-1) = 0}. Grupa podstawowa tego uzupelnienia, 7, (C" \ ), jest
tzw. grupa warkoczy B(n), homomorfizm zag§ monodromii okazuje sie by¢ naturalnym
homomorfizmem grupy warkoczy w grupe symetryczng S(n). Oczywiécie mamy
réwniez Mon = S(n).

5. Grupy rozwigzalne i grupy nierozwiazalne

Komutatorem grupy G jest jej podgrupa G1) = [G, G] generowana przez
elementy [a,b] = aba~1b71, a,b € G. W szczegblnoéci, jesli G jest abelowa

(tzn. przemienna, ab = ba), to G) = {e}. Nietrudno pokazaé, ze G(V) jest
dzielnikiem normalnym; tzn. jedlia € G, b € G, to aba~! € GV). Zbiér warstw
G/G®) jest grupa abelows. Okreslamy indukcyjnie podgrupy (grupy pochodne)
G¥+) = (G, Mamy zatem ciag normalnych podgrup (centralny cigg
pochodny) ... C G c G ¢ G = G z abelowymi grupami ilorazowymi
G(k)/G(k+1)_

Méwimy, ze G jest rozwigzalna, jesli jej centralny ciag pochodny jest skoriczony,
tzn. G = {e} dla pewnego . Réwnowazna definicja méwi, ze istnieje
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skoficzony ciag podgrup {e} = G, C G,—1 C ... C Go = G taki, ze podgrupy
Gr4+1 C Gy, sa dzielnikami normalnymi, a grupy ilorazowe Gi/Gy41 sa abelowe.

Pojecie dzielnika normalnego i grupy ilorazowej najwygodniej sobie przedstawi¢
w sytuacji, gdy grupa G dziala na pewnym zbiorze A, przy czym pewien
podzbiér B C A jest niezmienniczy wzgledem tego dzialania (obrazy elementéw
z B nie wychodza poza B). Wtedy zbiér tych przeksztalcen, ktére sa stale

na B, stanowi podgrupe H C G. Jest to dzielnik normalny i grupa ilorazowa jest
interpretowana jako obciecie dzialania G do podzbioru B.

Bedziemy korzystali z nastepujacego prostego lematu.

Lemat 3. (a) Podgrupa grupy rozwigzalnej jest rozwigzaina.

(b) Produkt G x H grup rozwigzalnych jest grupq rozwigzalng.

(c) Jesli grupa H jest rozwiqzalna i istnieje surjektywny homomorfizm G—H
z abelowym jgdrem, to grupa G jest rozwigzalna.

(d) Jesli G jest rozwigzalna i homomorfizm G — H jest na, to H jest
rozwigzalna.

Dowdd. Tylko punkty (c) i (d) wymagaja uzasadnien. W punkcie (c) mamy
surjektywny homomorfizm grup pochodnych G — H(!) z trywialnym jadrem.
Zatem GV = HMW i G(M) = H") = {¢} dla pewnego r. W przypadku (d) mamy
surjektywne homomorfizmy G(") — H(™. O

Przyklady. 5. Grupa S(2) jest abelowa, zatem rozwigzalna.

6. Grupe S(3) mozna utozsamié¢ z grupa symetrii tréjkata réwnobocznego
(permutacje wierzcholkéw). Zawiera ona podgrupe alternujgcg A(3) zlozong

z permutacji, ktére rozkladaja sie na parzysta liczbe transpozycji (czyli odbié
tréjkata). Ta ostatnia sklada sig z obrotéw tréjkata, jest dzielnikiem normalnym
z dwuelementowa grupa ilorazowg i jest cykliczna. To daje rozwiazalnosé S(3).

7. Grupa S(4) ma nastepujacy centralny cigg pochodny

{e} CcV CA(4)C S
gdzie tzw. Vierergruppe V = {e; (1,2)(3,4); (1, 3)(2,4); (1,4)(2,3)}. Grupa S(4)
jest izomorficzna z grupa obrotéw szescianu (poprzez permutacje diagonal).

Nastepna wilasno$¢ nie jest tak oczywista jak poprzednie.
Twierdzenie 1. Grupa S(n), n > 5, nie jest rozwigzalna.

Dowdd. Powtarzamy go za ksiazka J. Browkina [B]. Poniewaz grupa alternujaca
A(n) jest dzielnikiem normalnym S(n) z dwuelementows grupa ilorazows,
wystarczy dowies¢, ze A(n) nie jest rozwiagzalna. To za$é wynika z nastepujacej
obserwacji.

Jesli cykle o = (1,2,3) i 7 = (3,4, 5) (z jednym elementem wspélnym) naleza do
podgrupy H C A(n), to elementy [0, 7] = (0(3),0(4),0(5)) - 77! =
=(1,4,5)-(3,5,4)=(1,4,3) oraz o 177 lra =(c"1(3),071(5),071(4)) - (3,4,5) =
= (2,5,4) - (3,4,5) = (2,5, 3) naleza do komutatora H(!). Te ostatnie tez sa
cyklami z jednym wspélnym elementem.

Powtarzajac ten argument, widzimy, ze wszystkie pochodne grupy A(n)(
zawierajg dwa cykle z jednym wspélnym elementem. Zatem zadna z nich nie
moze byé trywialna. O

6. Grupy monodromii funkcji wyrazanych przez
pierwiastniki

Jedli f(z) i g(z) sa funkcjami algebraicznymi z galeziami fi,..., fa, g1, .. gk,

to suma h(z) = f(z) + g(z) tez jest funkcja algebraiczna. Jej powierzchnia
Riemanna jest konstruowana nastepujaco. Bierzemy n - k egzemplarzy
plaszczyzny zespolonej, rozcietej wadluz promieni idacych od wszystkich
punktéw osobliwych funkcji f i g. Ponumerujemy te ptaty za pomoca h; ;.
Nastepnie sklejamy brzegi rozcieé¢ postugujac sie schematem sklejeri dla funkcji

f 1g; tzn. jedli przy obieganiu punktu osobliwego ptat f;, przechodzi na plat f;,,
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a plat g;, przchodzi na plat gj,, to plat h;, j, przechodzi na plat h;, j,.
Na koniec nalezy utozsamié (sklei¢) te platy, dla ktérych wartoéci funkcji
hi; = fi + g; pokrywaja si¢. Na przyklad, funkcja y = +/Z + /Z ma trzy
wartoéci i spelnia réwnanie y(y% — 4z) = 0.

Podobnie definiujemy funkcje algebraiczne i powierzchnie Riemanna dla
f(z) — g(x), f(z)-9(z), f(z)/9(z).

Funkcja h(z) = %/f(z) sklada sig z kn galezi hj;(z) = e¥™9/Fhy (),
§=0,...,k—=1,1=1,...,n, gdzie ho (z) jest wyrézniona galezia pierwiastka
%/ fi(z). Przy konstruowaniu jej powierzchni Riemanna, oprécz punktéw
osobliwych wyjsciowej funkcji, dochodzg jeszcze punkty rozgalezienia
pierwiastka, czyli zera lub nieskoniczonosci fi(x). Tak wiec bierzemy n paczek
po k egzemplarzy rozcietych plaszczyzn. Sklejenia na krawedziach rozciet sg
analogiczne jak w przypadku sumy funkcji: jesli przy obchodzeniu osobliwodci
fi, przechodzi na fj,, to rozciecia na platach z I, —tej paczki sg sklejane

z rozcieciami ptatéw ly—tej paczki, przy czym numery platéw w paczkach
ulegaja cyklicznemu przesunieciu (trywialnemu, gdy f;, # 0, 00).

Méwimy, ze funkcja algebraiczna jednej zmiennej jest przedstawialna
przez pierwiastniki, gdy mozna ja otrzymaé z dwéch funkeji 1 i  za pomoca
powyzszych operacji.

Twierdzenie 2. Grupa monodromii funkcji algebraicznej przedstauwialne;
przez pierwiastniki jest rozwigzalna.

To koriczy dowdd twierdzenia Abela—Ruffiniego. Wobec tego istnieja réwnania
algebraiczne, ktére nie daja sie rozwigzaé za pomoca pierwiastnikéw.

Przyktad. Réwnania F = 3y® — 25y° + 60y — = = 0 (z przyktadu 4) nie mozna
rozwigzaé przez pierwiastniki.

Dowéd twierdzenia 2. Wystarczy pokazaé, ze jesli grupy F = Mon(f)
i G = Mon(g) sa rozwigzalne, to grupy Mon(f + g), Mon(fg), Mon(f/g)
i Mon({/F) tez sa rozwigzalne. Zajmiemy sie tylko przypadkami f + g i ¥/F.

Przypomnijmy konstrukcje powierzchni Riemanna funkcji f + g. Najpierw
wzieliSmy nk egzemplarzy rozcietej plaszczyzny i posklejalismy odpowiednio
krawedzie rozcigt, a nastgpnie posklejaliSmy cale platy, na ktérych wartoéci
galezi h; ; = fi + g; s takie same. Zatem w pierwszym kroku dostali$my
pewng powierzchnie M’, ktérej grupa monodromii jest izomorficzna z pewna
podgrupa I grupy F x G. (Moze to by¢ podgrupa wlasciwa, gdy niektére
osobliwodci f i g pokrywajg si¢; np. Mon(v/z) = Z/2Z, Mon(¥z) = Z/4Z ale
Mon(/z + {/x) jest cykliczna rzedu 4).

Przy sklejaniu platéw w drugim kroku niektére elementy grupy I, te ktére
permutujg sklejane platy, przechodza w trywialne przeksztalcenia z grupy
monodromii H. Jednakze kazdy element z H (indukowany przez pewna petle
w plaszczyznie —6w) jest obrazem pewnego elementu z I, permutacji wtékna
M, indukowanej przez te sama petle. Zatem mamy surjektywny homomorfizm
I — H. Teraz wystarczy skorzystaé z punktéw (a), (b), (d) Lematu 3.

W przypadku funkcji h = {/f mamy do czynienia z procesem odwrotnym do
sklejania ptatéw. My powielamy platy w paczki. Wobec tego mamy surjektywny
homomorfizm H — G. Aby méc skorzystaé z punktu (c) Lematu 3, musimy
pokazaé, ze jadro tego homomorfizmu jest grupa abelowa. Z konstrukcji wynika,
ze jest ono podgrupa grupy cyklicznej Z/kZ. O
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