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Najkrétsza definicja grupy: ,zamknigty w sobie zbiér przeksztalcet”, choé
nieprecyzyjna, zwraca uwagg na podstawowe #rédlo grup w matematyce. Bo to
jest tak: matematyk stara si¢ odkry¢ nowe wlasnoéci obiektéw matematycznych.
Taki obiekt, to zwykle zbiér X, wyposazony w pewng dodatkows strukture S.
Jednym z zabiegéw, prowadzacych do lepszego poznania obiektu (X, S)

jest zbadanie jego symetrii, tj. rozwazenie tych wzajemnie jednoznacznych
przeksztalcen zbioru X na siebie, ktdre zachowuja zadang strukture. Przewaznie
jest oczywiste, ze tak zdefiniowany zbiér przeksztalcen G jest zamknigty ze
wzgledu na odwracanie i skladanie przeksztalcen, tzn. jest grupg przeksztatcen.

Na przyklad, gdy X jest plaszczyzna kartezjaniska R?, to mozna rozwazaé grupy
wzajemnie jednoznacznych przeksztalcen f: R?> — R® zachowujacych pola figur,

) zbiory otwarte (grupa homeomorfizméw), rodzing prostych (grupa przeksztalcen
afinicznych), odlegloé¢ (grupa izometrii), itd.

\f Dla niektérych struktur S ma sens pojecie bliskoéci w zbiorze X . Tak jest

np. wtedy, gdy rozwazamy odleglo$c. Wtedy czesto sie zdarza, Ze grupa
wszystkich przeksztalcen zachowujacych S dziedziczy to pojecie bliskosci. Aby
lepiej to objasni¢, obejrzyjmy przykiad.
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Rozwasmy grupg SO(2) obrotéw plaszczyzny wokét ustalonego punktu O.
Jest intuicyjnie oczywiste, ze obroty o katy 17° i 18° s3 znacznie blizsze, niz
obroty o katy 17° i 170°. Tej intuicyjnej bliskosci latwo nadat precyzyjny sens
Rysid geometryczny (rys. 1). Rozwazmy okrag S* o érodku O oraz ustalong pblprosta !
o poczatku O. Z kazdym obrotem plaszczyzny f zwiazemy punkt, w ktérym
obrécona pélprosta f(l) przecina okrag S 1, Otrzymamy w ten sposdb wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie grupy obrotéw S O(2) na okrag S', przy czym
obroty o ,bliskie” katy odpowiadaja bliskim sobie punktom okregu. Biorac to
pod uwage, mozemy utozsami¢ grupe SO(2) z okregiem S Ls

ly A jak wyglada grupa SO(3) obrotéw przestrzeni tréjwymiarowej wokot
punktu O7 Kazdy taki obrét f ma swoja oé — prosta Iy punktéw statych,
przechodzacy przez O. Pod dziataniem f kazdy punkt przestrzeni porusza
"m' sie w pewne] plaszczy?nie m prostopadiej do Iy, dokonujac w niej obrotu o
ustalony kat ay wokél punktu m Ny (rys. 2). Znéw jest intuicyjnie jasne, ze
* dwa obroty, ktére maja ,bliskie” osie obrotu I oraz niewiele rézniace sig katy
obrotu a; mozna uznac za bliskie elementy grupy SO(3). Jak to zobrazowad
geometrycznie?

Rozwazmy kule o srodku O i promieniu 7. Z kazdym obrotem f € SO(3)
Rys. 2 postaramy si¢ zwigza¢ pewien punkt tej kuli. W tym celu dla danego obrotu
f poprowadzmy przez $rodek kuli jego 0é l;. Na tej osi zaznaczmy punkt
w odlegloéci ay (miare kata wyrazamy w radianach) od srodka O. Napotykamy
tu problem: sa dwa takie punkty. Jesli oy <, to wybieramy jeden z nich
wedtug nastepujacej reguly: punkt nalezy wybraé po tej stronie punktu O,
z ktérej dany obrét widaé jako przeciwny do ruchu wskazéwek zegara (rys. 3).
ly W ten sposéb kazdemu obrotowi o kat mniejszy od 7 umiemy jednoznacznie
przypisaé¢ punkt z wnetrza naszej kuli. Pozostaly jeszcze obroty o kat m, czyli
symetrie osiowe. Te przeksztalcenia wygladaja z obu koficéw osi tak samo,
wiec poprzednio uzyty sposéb ich nie rozréznia. Musimy si¢ 2 tym pogodzié:
A symetrii osiowej odpowiada para punktéw na powierzchni kuli - sg to punkty.
/ w ktérych oé Iy przebija sfere. Poradzimy sobie inaczej: na powierzchni kuli
dokonamy identyfikacji: zlepimy ze soba konce kazdej srednicy. Z kursu topologii
pamietamy, ze w wyniku tej operacji otrzymamy tréjwymiarows przestrzen
rzutowa RP?. Zatem grupa SO(3) obrotéw przestrzeni tréjwymiarowej moze
byé utozsamiona z przestrzenia RP3.

Zauwazmy, ze obie grupy SO(2) i SO(3) udalo nam si¢ przedstawic jako bardzo
Rys. 3 tadne przestrzenie. Zaréwno okrag S*, jak i przestrzen rzutowa RP3 sa bowiem
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rozmaitosciami, tj. sa lokalnie homeomorficzne z przestrzenia euklidesowg
(odpowiednio wymiaru 1 i 3).

Taki tadny opis tylko zaostrza apetyt. Rozwaimy zatem przypadek ogélny grupy
SO(n), sktadajacej sie z izometrii n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej, ktére
nie poruszaja ustalonego punktu O oraz zachowuja orientacje (dla n = 2, 3 sa to
dokladnie rozwazane przed chwila grupy obrotéw).

Z kursu algebry liniowej wiemy, ze kazde przeksztalcenie tego typu moze by¢
opisane macierza A o rozmiarach n x n, ktérej kolumny sa parami prostopadle
i kazda jest wektorem dlugosci 1. Mozna to zgrabnie wyrazi¢ warunkiem

AT A =1, gdzie AT oznacza macierz transponowang do A, a I jest macierza
jednostkowsa.

7 powyzszego w szczegdlnoéci wynika, Ze grupa G=S50(n) jest pewnym
podzbiorem zbioru macierzy My (R). Wypisujac wiersze macierzy jeden za
drugim, otrzymujemy dlugi wektor o n? wspolrzqdnych W ten sposéb mozna
utozsamié zbiér M, (R) z przestrzenia euklidesowg R™ i zastanawiaé sie, jak
w tej przestrzeni wyglada interesujacy nas podzbiér G.

Zauwazmy, ze wystarczy zbadac i opisal okolice V' punktu I € G. Istotnie, kazdy
inny punkt A € G ma otoczenie homeomorficzne z V, otrzymane za pomoca
przesuniecia L4: V — G, La(X) = A- X (rys. 4).

Aby obejrzeé ol{o].icquunktu I € G, rozwazmy krzywa gladka

v: (—a;a) = G CR™ taka, ze y(0) = I (rys. 5). Zbiér wektoréw predkosci
wszystkich takich krzywych w chwili ¢ = 0 wypelnia przestrzen styczna do G
w punkcie I. Rozwazenie tego zbioru to dobry przyklad uzycia linearyzacji —
tytulowej technologii tej Szkoly.

Poniewaz dla kazdej liczby ¢t € (—a;a) zachodzi v(t) € G, wiec macierz v(t)
spetnia warunek y(t)7 - y(t) = I. Rézniczkujac te réwnosé stronami w chwili

t = 0, otrzymujemy warunek v'(0)T - 4(0) + v(0)T - 4/(0) = 0. Oznaczmy wektor
styczny S = +'(0). Pamietajac o tym, ze v(0) = I, otrzymujemy ST + S =0,
czyli ST = —5: wektory predkosci krzywych ~ nalezg do podprzestrzeni liniowej
W c R¥ , skladajacej sie z macierzy antysymetrycznych. Czy kazda macierz
antysymetryczna S bedzie w ten sposéb wykorzystana?

Tak jest w istocie, a przekona nas o tym przeksztalcenie E: M, (R) — M, (R),
dane wzorem E(X) =T+ X + )g—f e -"i—: + -+, Szereg po prawej stronie
jest zbiezny dla kazdej macierzy X. Oczywiécie E(0) = I. Poniewaz E jest
przeksztalceniem przestrzeni eukhdesowe_] R w siebie, mozemy obliczy¢ jego
rézniczke w punkcie 0: dEy: R* — R*. Dla dowolnego wektora kierunkowego H
mamy

EO+tH)-E0) , E(tH)-I
= lim ————— =
[ t—0 t
2H2
L ) = H,
Zatem rozniczka dEy jest identycznoscig. Z twierdzenia o rzedzie wynika, ze

FE przeksztalca dyfeomorficznie pewne otoczenie punktu 0 na pewne otoczenie

punktu E(0) = I (rys. 6).

Zauwazmy, ze wektory z podprzestrzeni W sa odwzorowywane przez E

w zbiér G, gdyz z réwnoéci ST = —§ wynika
E(S)T-E(S)=E(ST)-E(S)=E(-S) - E(S)=E(-5+8)=E(0) =1

tj. macierz E(S) nalezy do G. W szczeglnosci, krzywa () = E(tS) ma wektor

predkosci S € W.

Z powiedzianego wyzej g.rynika, ze przeksztalcenie E | zagina” otwarty podzbiér
podprzestrzeni W C R™ tak, zZe staje si¢ on otwartym podzbiorem V grupy G.
Osiagnelismy podobny rezultat, jak w przypadku n = 2,3: punkt I € G (a zatem
i kazdy inny) ma otoczenie homeomorficzne z przestrzenia euklidesowa W.

dEo(H) = lim

1
= lim — (tH+

Jaki jest wymiar przestrzeni macierzy antysymetrycznych W? Na przekatnej
musza by¢ zera. Liczby, ktére stoja nad przekatna mozemy wybraé dowolnie;
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pod przekatng musimy umieéci¢ liczby do nich przeciwne. Mamy zatem do

2
swobodnego wyboru tyle parametréw, ile jest miejsc nad przekatna, tj. 252
i taki jest wymiar W.

Grupy S0(n) stanowia przyklad grup Liego. Z definicji, G jest grupa Liego,
jezeli:

(1) G jest grupa;

(i) G jest rozmaitoscia gtadka;

(ii¢) dzialania grupowe: z,y — - -yiz— 2”1 sy przeksztalceniami gladkimi.
Jest to bardzo wazna klasa grup, pojawiajaca sie czesto zaréwno

w zastosowaniach matematyki, jak i w wielu, czesto nieoczekiwanych, dziatach
matematyki ,czystej”.

Nietrudno wskazaé inne przyklady grup Liego: grupa R" wektoréw

z dodawaniem, grupa macierzy odwracalnych GL,(R), okrag S i jego produkty
S x -.. x 81, czyli torusy. Takze kazda grupe dyskretna mozna uwazaé za
0-wymiarows grupe Liego.

Czy dowolna grupa Liego posiada opis podobny do tego, jaki znalezliémy np. dla
grupy S0(3)? Zastanawiajac si¢ nad odpowiedzia, mozemy sie ograniczy¢ do
grup spéjnych i zwartych.

Mozna bowiem latwo wykazal, ze jedli grupa Liego G nie jest spdjna, to jest
suma rozlaczna pewnej liczby kopii grupy spéjnej: sktadowej spéjnej

jedynki e € G. Wystarczy zatem zbadaé, jak wygladaja spéjne grupy Liego.

Z kolei mozna (juz nie tak calkiem latwo) wykazaé, ze kazda spdjna grupa
Liego G posiada podgrupe zwarta K taka, ze przestrzeri G jest homeomorficzna
z iloczynem kartezjanskim K x R™ dla pewnej liczby m.

Jak zatem wygladaja spdjne i zwarte grupy Liego? Otéz w pewnym sensie
widzieliSmy juz je wszystkie, gdyz ma miejsce

Twierdzenie. Kazda zwarta i spdjna grupa Liego jest podgrupa domknigta
grupy SO(n).

Naszkicujemy dowéd tego waznego twierdzenia. Idea jest prosta: nalezy zadaé
dzialanie danej grupy G przez izometrie na pewnej przestrzeni euklidesowej

R" tak, by to dzialanie bylo wierne, tj. by tylko jedynka e € G dzialala jak
identycznosé. Wtedy przypisanie elementowi g € G' odpowiadajacej mu izometrii
jest szukanym zanurzeniem.

Zanim zaczniemy mys$le¢ o dzialaniu przez izometrie, powinniémy umieé znalezé
dzialanie G na R" poprzez przeksztalcenia liniowe, tj. zanurzyé G w pewnej
grupie GL,(R).

Batwo wskazaé przestrzen liniowa, na ktérej G dziala liniowo i wiernie. Jest

to przestrzei V = C(G; R) wszystkich funkcji ciagglych f: G — R. Dzialanie
elementu g € G na wektorze f € V daje nowy wektor f okreslony wzorem

f(z) = f(z - g), x € G. Niestety, przestrzeri V ma nieskoriczony wymiar. Jest

to jednak bardzo porzadna przestrzen euklidesowa, wyposazona w iloczyn
skalarny (f,g) = [ f(z)g(z)dz. Poradzimy sobie w ten sposéb, ze znajdziemy
w przestrzeni V skoniczenie wymiarowa podprzestrzesi, niezmiennicza ze wzgledu
na dzialanie grupy G.

Takich podprzestrzeni dostarcza nam teoria operatoréw. Niech h: G — R bedzie
dowolng funkcja ciagly taka, ze h(e) = 1 oraz h(z~!) = h(z) dla wszystkich

z € G. Z takg funkcja mozemy zwiazaé przeksztalcenie liniowe K:V — V, dane
wzorem K (f)(z) = [5 h(zy~')f(y)dy i rozwazyé jej podprzestrzenie wlasne Vj,
odpowiadajace wartosciom wlasnym A: K(f) = Af dla f € Vj.

Otz ten typ przeksztalcenn ma nastepujaca, bardzo interesujaca dla nas,
wlasnoéé: podprzestrzenie wlasne odpowiadajace wartosciom wlasnym A # 0 sa
skoficzenie wymiarowe!

Nietrudno sprawdzié, ze kazda podprzestrzen V; Jest niezmiennicza ze wzgledu
na dzialanie grupy G. Jesli bowiem f € V) oraz f jest obrazem f przy dzialaniu

g€ G, to K(f)(z) = [ h(zy™) f(y)dy = [, h(zy~')f(yg)dy. Podstawiajac
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Rys. 8

T.G

yg = z, otrzymujemy K (f)(z) = [ h(zgz™")f(2)dz = K(f)(zg) = Af(zg) =
= Af(z), czyli f tez nalezy do Vj.

Niestety, nie mamy zadnej gwarancji, ze na jednej z podprzestrzeni Vy

grupa G dziala wiernie. Bedziemy zatem podprzestrzenie V), wigzaé w paczki,
tj. rozwazaé sumy @V dla liczb ¢ > 0. To sa takze podprzestrzenie
niezmiennicze i skoniczenie wymiarowe. Jezeli P, oznacza rzut prostokatny V
na V, to dla kazdej funkcji f € V mamy, przy ¢ — 0, jednostajna zbieznosé
P.(f) = f. Wystarczy wykazal, ze na jednej z podprzestrzeni V. dzialanie G
jest wierne, tj. jadro kerp homomorfizmu p: G — GL(V;) jest trywialne.

Jadra kerp trudno pozby¢ sie od razu. Dlatego bedziemy je zamyka¢ w coraz

to mniejszych otoczeniach otwartych e € U C G. Wykazemy mianowicie, ze dla
dowolnego takiego otoczenia istnieje wartoéé parametru ¢ > 0 taka, ze kerp C U,
gdzie p: G — GL(V,).

W tym celu dobierzmy mniejsze otoczenie e € W C G takie, ze W - W C U,
a w definicji przeksztalcenia K:V — V uzyjmy funkcji h: G — R takiej, ze
h(e) =1, h(z™!) = h(z) oraz h(z) =0dlaz € G\ W (rys. 7).

Niech f = K(h). Oczywiscie mamy f(e) = [, h(z™')h(z)dz > 0. Jezeli dla
pewnego punktu z € G zachodzi f(z) # 0, to [ h(zy~')h(y)dy # 0, a zatem
istnieje element y € G taki, ze h(zy~1) # 0 oraz h(y) # 0. To moze sie zdarzyé
tylko wtedy, gdy zy~!, y € W, astad z = zy~' - y € U. Wykazaliémy zatem, ze
funkcja f znika poza zbiorem U.

Poniewaz P,(f) = f gdy ¢ — 0, to istnieje c tak male, ze dla wszystkich =z ¢ U
zachodzi nieréwnosé P.(f)(z) < P.(f)(e). Dla takiej liczby ¢ zachodzi inkluzja
kerp Cc U.

Niech bowiem z € kerp. Wtedy z(f') = f', gdzie f' = P.(f). Zatem dla
dowolnego elementu ¢ € G zachodzi réwnosé f'(tz) = f'(t). Podstawiajac t = e
otrzymujemy f’(z) = f'(e). Z poprzedniego akapitu wynika, ze z € U.

Gdyby grupa Liego G nie dzialala wiernie na jednej z przestrzeni V,, to

w dowolnie malym otoczeniu otwartym U punktu e € G istniataby nietrywialna
podgrupa. Tak sie jednak zdarzy¢ nie moze, gdyz grupy Liego nie maja
,malych” podgrup: istnieje otoczenie otwarte jedynki, ktére zawiera tylko
podgrupe trywialna.

Aby sie o tym przekonaé, uzyjemy ponownie linearyzacji. Dla dowolnej

grupy Liego G istnieje odpowiednik odwzorowania E. Jest to odwzorowanie
E:T.G — @G okre$lone na przestrzeni stycznej do G w punkcie e w nastepujacy
sposéb. W kierunku wektora v wypuszczamy geodezyjna v, taka, ze v, (0) = v
i ktadziemy E(v) = <y,(1) (rys. 8). Podobnie jak w przypadku grupy SO(n),
rézniczka dEy jest identycznosciy, a zatem E przeksztalca dyfeomorficznie
pewne otoczenie otwarte 0 € W C T,G na otwarte otoczenie ¢ € G. Wybierzmy
podzbiér otwarty 0 € U C TG tak, by 2U C W (rys. 9). Wykazemy, ze zbidr
E(U) nie zawiera nietrywialnych podgrup grupy G.

Przypuéémy, ze zbiér E(U) zawiera nietrywialng podgrupe H i wybierzmy

h € H\ {e}. Wtedy h = E(v) dla pewnego v € U \ {0}. Istnieje liczba naturalna
r taka, ze 27v € 2U \ U. Wtedy h?" = E(2"v) € E(2U)\ E(U), podczas gdy

k¥ € H c E(U) - sprzeczno$é.

Powyzsza uwaga koficzy dowdd, ze dowolna grupa Liego G dziala liniowo

i wiernie na pewnej przestrzeni V, =~ R". Aby zanurzyé G w SO(n) nalezy
jeszcze wykazaé, ze G dziala na tej przestrzeni poprzez izometrie. W tym celu
zmodyfikujemy iloczyn skalarny na V, za pomoca wzoru (f, g) =

= [o{z(f),z(g))dz. Elementy = € G zachowuja ten iloczyn skalarny, czyli sa
izometriami. Gdy wybierzemy baze przestrzeni V, ortonormalna wzgledem tego
iloczynu, to macierze opisujace dzialanie elementéw z € G beda ortonormalne.
Poniewaz grupa G jest spéjna, to cala bedzie zawarta w podgrupie SO(n)
izometrii zachowujacych orientacje.

Oczywiscie o strukturze grup Liego mozna powiedzie¢ znacznie wiecej. Jest to
jednak temat, ktory musi zaczekad na inng okazje.
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