Geometria naturalna
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W latach dwudziestych Alfred Tarski, chcac sprawi¢ przyjemno$¢ swemu
nauczycielowi Stanistawowi Leéniewskiemu, udowodnil, ze geometrig¢ mozna
zbudowaé w oparciu o mereologi¢ [2] (patrz tez [4]). Mereologia byla teorig
konkurencyjng do teorii mnogoéci (por. [1]). W intencji jej tworcy, Stanistawa
Leéniewskiego miata uniknaé wszelkich antynomii teorii mnogosci. Pézniej
okazalo sie, ze nie unikneta, bo nie mogla uniknaé. O mereologii mozna

my$le¢ podobnie jak o teorii mnogosci, ktéra jest teoria zbioréw z relacja
pierwotna ,byé elementem”, oznaczang grecka literg e. W przypadku mereologii
przedmiotami, o ktérych si¢ méwi, sa kolekcje, ale zupetnie dobrze mozna

o nich mysleé jako o zbiorach, relacja pierwotna jest relacja ,by¢ czescia”,
ktéra mozna rozumieé jako relacjg zawierania oznaczana symbolem C. Taka
interpretacja wystarcza przynajmniej do teoriomnogo$ciowego wyjasnienia
wyniku A. Tarskiego. Jego prezentacji po§wigcona jest pierwsza czes¢ niniejszego
artykutu. Poniewa jezyk mereologii nie jest dzi$ zbyt popularny, za$ artykul
Tarskiego doé¢ szkicowy, wydalo mi si¢ to powtdrzenie korzystnym.

Odczytanie w teorii mnogoéci pracy A. Tarskiego bylo przedmiotem prac
seminarium Wandy Szmielew w latach siedemdziesigtych. Odczytanie byto
powiazane z licznymi uproszczeniami. Jest mi trudno, a by¢ moze byloby to
niemozliwe, ustalenie dzisiaj, kto jest odpowiedzialny za konkretne uproszczenie.
Kluczowa postacia byl w kazdym razie Zenon Piesyk, podéwczas adiunkt
Uniwersytetu w Lodzi.

Wynik Tarskiego mozna wyrazi¢ krétko: Geometrie euklidesows mozna
zbudowaé przyjmujac jako uniwersum zbiér kul otwartych (w przypadku
dwuwymiarowym — kot otwartych), a jako jedyny predykat pierwotny relacje
zawierania. W dyskusjach na Seminarium podkreslano, ze takie podejécie
jest znacznie bardziej naturalne: pojecie punktu powstaje z pojecia kuli
przez przyjecie zerowych wymiaréw. Mozna powiedzie¢, ze punkt jest granica
malejacego ciagu kul, ktérych promieri zbiega do zera. Trudno zaprzeczy¢, ze
jest to pojecie dos¢ zawansowane.

Na pierwszy rzut oka pojecie kuli jest pozbawione tych wszystkich
niedogodnoéci. Po krétkim zastanowieniu nie trudno zauwazy¢, ze pojecie kuli
tez ma pewne wady: patrzac na konkretna bryle trudno mieé¢ pewnoéé, czy jej
érednica jest we wszystkich kierunkach taka sama.

Okazuje sie, ze mozna zastapié¢ kule brylami. Przy brylach nie ma watpliwoéci,
czy rozpatrywany przedmiot jest bryla czy nie. Zawieranie sig bryl tez nie
sprawia wielu trudnosci intuicyjnych. Niestety, w przypadku bryl samo
zawieranie nie wystarcza do budowy geometrii euklidesowej, trzeba ja uzupeinic
relacja przystawania, ktéra jednak pewne watpliwodci moze wzbudzac.

1. Geometria kél i geometria kul

Jako punkt wyjscia do pokazania geometrii két lub kul oraz tego, ze mozna

w tej geometrii zbudowaé zwykla geometrie euklidesows, zostanie przyjeta
odpowiednio plaszczyzna lub przestrzen kartezjanska nad cialem liczb
rzeczywistych. W dalszym ciagu rozwazania zostang ograniczone do przypadku
ptaskiego. Ulatwi to sporzadzanie rysunkéw, a uogdlnienie na przypadek
tréjwymiarowy nie powinno sprawia¢ zadnych trudnosci.

Plaszczyzna kartezjaniska jest to zbiér par liczb rzeczywistych. Pary te, zwane
punktami kartezjariskimi, beda oznaczane matymi literami alfabetu lacinskiego.
Wskazniki u dolu beda oznaczaé odpowiednio pierwsza i druga wspétrzedna,
czyli pierwszy i drugi czlon punktu: @ = (1, a2). Odlegloéé miedzy punktami
oblicza sie wedlug znanego wzoru kartezjanskiego

|CL —bl = \/(al “b])?' 4 (&2 —b2)2.

22



Przez koto otwarte rozumie sie zbidér wyznaczony przez punkt a, zwany §rodkiem
kola, i liczbe rzeczywista dodatnia o, zwang promieniem tego kotla:

K(a,a) ={z:|a — z| < a}.
Kota otwarte beda oznaczane poczatkowymi duzymi literami lacinskimi:
A, ..., E. Srodek kola A bedzie oznaczany przez S4, jego promien zas przez Ry.
Zatem K(S4,R4) = A. Rodzine wszystkich két otwartych oznaczaé si¢ bedzie
przez K.

Inkluzja jest pojeciem teoriomnogo$ciowym. W oparciu o relacje inkluzji miedzy
kotami nalezy zdefiniowaé tradycyjne pojecia geometryczne. Beda to te same
pojecia, ktére przyjat Tarski w [3]: pojecie punktu, lezenia migdzy oraz réwney
odlegtosci. Standardowy model Tarskiego to plaszczyzna kartezjanska nad cialem
liczb rzeczywistych, punkty, oznaczane malymi literami alfabetu lacinskiego,
to pary liczb rzeczywistych, lezenie miedzy za$ i réwna odleglos¢ zdefiniowane
mogga by¢ nastepujaco:

Be(a,bc) 23, 0<a<1Ab=(1—-a)e+ab,

ab=¢ced = |a—bl=|c—d|.

Oznaczenia w tych formulach maja swe zwykle znaczenia z algebry liniowej.
Zmieniona zostala tylko notacja na wygodniejsza: relacja lezenia miedzy, zamiast
w(a,b,c), jak w [3], jest oznaczana przez Be(a,b, ), réwna odlegtosé za$ zamiast
é(a, b, c,d) zapisywana jest ab =¢ cd.

Obie relacje zostang zdefiniowane w terminach gemetrii kél. Definicje te sa
wyjaéniane towarzyszacymi im twierdzeniami, ktdre latwo udowodnié¢ metodami
geometrii analityczne;j.

Na poczatek zostanie rozwazone pojecie kot przecinajgeych sig
Def. 1. A@B~ 3 CC A,B.
Tw.l. A@B « |SASB' <Rsa+Rp.

Zapis C C A, B jest skrétem koniunkeji C C AA C C B. Konwencja ta bedzie
dalej szeroko stosowana.

Nastepnie definiuje si¢ kolejno kola rozlgczne:
Def. 2. ACOB < ~A@B.
Tw. 2. AOOB & ISASB] >Ra +Rg.

Méwienie w tym przypadku o kolach, ze sa rozlaczne, jest naduzyciem.

W istocie kola te maja wspdlny punkt. Poprawniej byloby powiedzieé, ze kola
te maja rozlaczne wnetrza. Ponizej bedzie jednak stosowana terminologia ,kola
roztaczne”, zamiast dlugiego ,kola o rozlgcznych wnetrzach”, tym bardziej, ze
praktyka taka jest zgodna z powszechnie stosowanymi zwyczajami.

Kota styczne zewnetrznie:

Def. 3. ACOB < Vop ACC,DAC,DOOB—-CCDvVDCC.
Tw. 3. AOOB « [S4Sg| =R4 + Rp.

Kola styczne wewnetrznie:

Def. 4. AGB > ACBA3Jc A,BOOC.

Tw. 4. AGB & |S4Sg| = Rp — Ry.

Kota przystajqce:

Def. 5. A=B = V¢ 3pg A, BOOD,EAD,EZ CADCOE.
Tw. 5. A=B o Ry =Rp.

Kota wspdtsrodkowe (relacja asymetryczna):

Def. 6. AGB <+ AC BAVep ACOC,D@B — C =D.

Tw. 6. AGB—~ ACBAS, =8pg.
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Kota wspdtsrodkowe (relacja symetryczna):
Def. 7. A®©B —« AGBV B€A.
Tw.7. A®B < S, = Sg.

Powyzsze pojecia i twierdzenia wystarczaja, by tatwo zdefiniowaé pojecie
punktu. Punktami beda rodziny két wspétsrodkowych. Z twierdzenia 7 fatwo
wywnioskowaé, ze relacja wspétérodkowosci (symetryczna) jest réwniez zwrotna
i przechodnia, a zatem jest relacja réwnowaznoéci. Jest zatem sens mowic o jej
klasach abstrakcji:

[4],, = {B: A® B},
nazywaé je punktami i oznacza¢ maltymi literami pogrubionymi. Na tak
zdefiniowanych punktach latwo zdefiniowaé relacje lezenia miedzy oraz relacje
réwnej odleglodci.

Lezenie miedzy dle két:

Def. 8. B(ABC) «+Vp A,CCD—-BCD.

Intuicyjnie oznacza to, ze B zawiera si¢ w uwypukleniu sumy két A i C.
Lezenie miedzy dla punktow:

Def. 9. Bg(abc) « VacaVcecIBes B(ABC).

Réuma odlegtoéé dla punktow:

Def. 10. GbE_ﬁCdHaA,B,C_DAGG/\BGb/\CEC/\DGd/\
ANA=B=C=DAACOBACQOOD.

Tak otrzymana struktura
R = (Ko Ba,=g)
jest izomorficzna z kartezjanska plaszczyzna euklidesowa
' ¢ = (R? B¢, =¢).

Eatwo zauwazyé, Ze izomorfimem tym jest funkcja przyporzadkowujaca
punktowi kartezjafiskiemu a rodzine wszystkich két o srodku w tym punkcie:

®(a) = {K(a,a) : a > 0}.

Ostatecznie okazuje sie, ze mozna geometrie euklidesows plasks, na przykiad
taka jak opisana w (3], wyrazi¢ jako teori¢ k6t z jedna relacja pierwotna,

relacja inkluzji. Powyzsze rozumowanie bez istotnych zmian przebiega réwniez
w przypadku tréjwymiarowym. Zatem geometri¢ euklidesowa przestrzenna
mozna wyrazi¢ jako teorie kul z jedna relacja pierwotna, relacja inkluzji. Réwnie
tatwe jest przeniesienie wyniku na wyzsze wymiary.

2. Geometria figur i geometria bryl

Pojecie kola lub kuli jest niestety nie dosé intuicyjne. Majac do czynienia

z konkretna figura lub bryla nie sposéb stwierdzi¢ z cala pewnoscia, ze jest

to odpowiednio koto lub kula. Problem polega na tym, ze obserwacje zawsze
prowadzone s3 z pewng dokladnoscig. Moze okaza¢ sie, ze znieksztalcenia sg
ponizej dokladnoéci pomiaru, a nawet ponizej poziomu percepcji. Podniesienie
doktadnosci pomiaréw moze doprowadzi¢ do dyskwalifikacji kandydata na koto
lub kule.

Nie maja tej wady figury i bryly. Czym jest jednak figura? Nieprecyzyjnie
mowige figura jest to, co mozna narysowal ,w jednym kawalku” na kartce
papieru. Czy mozna te intuicje uscislic?

Figura jest na pewno zbiorem punktéw. Poniewaz ma sie zmieécié¢ na kartce
papieru zatem

o figura jest zbiorem ograniczonym.
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Ponadto
o figura jest zbiorem domknigtym.

Istotnie: rozréznienie, ze punkt brzegu nalezy lub nie nalezy do figury
wymagaloby specjalnych konwencji, a to bytby juz opis, a nie rysunek.
W przestrzeniach kartezjanskich, ktére sa zupelne, zbiory ograniczone
i domkniete to dokladnie zbiory zwarte. Zatem

e figura jest zbiorem zwartym.

Narysowanie na plaszczyznie jednowymiarowego fragmentu figury, na przyklad
odcinka, jest niemozliwe. W praktyce, kazda kreska, nawet najciensza ma
pewna szeroko$¢. Mozna zatem zatozy¢, ze kazda figura jest domknigciem swego
wnetrza, a zatem

o figura jest dziedzing zwartq.

Figura powinna by¢ zbiorem spéjnym, a nawet sztywnym. Mozna to osiaggnal
zakladajac, ze

e unetrze figury jest zbiorem spdjnym.
Ostatecznie rozwazania te mozna podsumowaé nastepujaca definicja:

Def. 11. Figura jest to dziedzina zwarta o spdjnym wnetrzu w duuwymiarowej
przestrzeni kartezjariskiej.

Analogiczne rozumowanie prowadzi do okreslenia

Def. 12. Bryla jest to dziedzina 2warta o spojnym wnetrzu w tréjwymiarowe)
przestrzeni kartezjariskiej.

Czy jest mozliwe zbudowanie geometrii dwuwymiarowej w oparciu o pojecie
figury zamiast pojecia kola? (Odpowiednio w przypadku geometrii przestrzennej
- w oparciu o pojecie bryly zamiast pojecia kuli?) Okazuje sie, ze przyjmujac
jako jedyne pojecie pozalogiczne pojecie inkluzji — jest to niemozliwe. Istotnie,
dowolne przeksztalcenie afiniczne, ktére nie jest podobienstwem, zachowuje
zaréwno pojecie figury, jak i inkluzji, nie zachowuje natomiast pojecia kola.
Jezeli jednak dopuéci¢ druga relacje zwang relacja przystawania, zadanie staje
sie wykonalne.

Figury beda oznaczane duzymi literami alfabetu lacifiskiego. Nie ma tu konfliktu
z oznaczaniem két poczatkowymi duzymi literami alfabetu lacinskiego, gdyz
kazde kolo jest figura. Dwie figury X 1 Y sa przystajgce (symbolicznie X = Y)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje izometria przeprowadzajaca X na Y.

Naduzywajac terminologii, podobnie jak w przypadku két, méwi sie, ze dwie
figury przecinajg sie:

Def. 13. X@Y -3z ZC XY,

Tw. 13. X@Y « Int(X)NInt(Y) # 0.

oraz, ze figury sa rozigczne, gdy nie przecinaja sie:
Def. 14. XO0OY « ~X @Y.

Tw. 14. X00Y « Int(X) NInt(¥) = 0.

Za pomoca inkluzji mozna zdefiniowad, co to znaczy, ze figura zawiera sie
w sumie dwu innych figur:

Tw. 15, X CYUZ oV TCX - (T@QYVT®Z).
a takze, ze figura zawiera sume dwu figur:
Tw. 16 YUZCX oY CXNZCX.

W konsekwencji mozna w terminach inkluzji zdefiniowaé sume mnogosciowa dwu
figur

Tw. 17 X=YUZ o XCYUZAYUZCX.

Nalezy zauwazy¢, ze suma mnogoéciowa dwu figur nie zawsze jest figura.
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W przypadku, gdy sumowane figury przecinaja sie, suma tych figur jest figura.
Jezeli natomiast sg rozlaczne i ich suma jest figurs, to te figury praylegajg:

Def. 18. XQY 3z X UY = Z.
Nietrudno pokazac, ze
Tw.19. X € K & Vy zox rox T=YATOZA(XUY)=(XUT).

Oznacza. to, ze pojecie kola daje sie zdefiniowaé w terminach figur, inkluzji

i przystawnia. Poniewaz jak udowodnit Tarski [2] (por. tez pierwsza

czesé niniejszego artykutu) kota i inkluzja moga stuzyé jako uklad pojet
pierwotnych geometrii euklidesowej, zatem i w oparciu o pojecia figury,

inkluzji i przystawania mozna zbudowaé geometrie euklidesows. Podobnie jak

w przypadku geometrii kél, tu tez rozumowanie przenosi sie bez istotnych zmian
na przypadek tréjwymiarowy. Otrzymuje sie wéwczas wynik, ze uklad pojeé:
bryly, inkluzja i przystawanie wystarcza do zbudowania zwyklej euklidesowej
geometrii przestrzennej.
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