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Podstawy sa dziedzing matematyki zajmujaca si¢ poprawnoscig rozumowan
matematycznych, podstawowymi strukturami matematyki (takimi, ktére
pozwalaja zdefiniowa¢ wszelkie inne struktury) oraz efektywnoscia obliczen
matematycznych. Te trzy obszary skrystalizowaly si¢ w XX wieku w postaci
trzech duzych rozdzialéw matematyki: logiki matematycznej, teorn mnogosci
i teorii obliczalnosci. Postaramy sie opisaé¢ rozwéj kazdego z tych trzech
rozdziatéw podstaw. Oczywiscie, opis nasz bedzie, z koniecznoéci, raczej
pobieznym szkicem.

W wieku dwudziestym podstawami matematyki zajmowali si¢ bardzo znani
matematycy i filozofowie n.p. Cantor, Frege, Hilbert, Russell, Godel, Tarski,
Kleene, Martin, Skolem, Solovay, Shelah i Turing. Oczywiscie, spotkamy ponizej
wiele innych nazwisk — lista ta jest bardzo niekompletna. W Polsce, oprécz
Tarskiego, badali podstawy: Chwistek, Ehrenfeucht, Grzegorczyk, Jaskowski,
Leéniewski, Lindenbaum, Lo§, Mostowski, Rasiowa, Sikorski, autorzy tego
artykulu i wielu innych. Podreczniki logiki i podstaw (czgsto ksiazki bardzo
obszerne) zawieraja gléwnie wyniki badan matematykéw dwudziestowiecznych.
Obiektywne streszczenie dwudziestowiecznego rozwoju podstaw nie jest zatem
zadaniem prostym, szczegdlnie ze musimy to wszystko zmiesci¢ na kilkunastu
stronach maszynopisu. Ograniczymy sie zatem do oméwienia najistotniejszych
rezultatéw, m.in. twierdzen Gddla o zupelnosci logiki pierwszego rzgdu

i o niezupelnosci bogatszych teorii matematycznych, niektérych twierdzen

o niezaleznosci, informacji o roli aksjomatéw istnienia bardzo duzych liczb
kardynalnych itd.

Popatrzmy najpierw na stosunek podstaw matematyki do reszty matematyki.
Nasuwa sie nam nastgpujaca analogia. Dobry mechanik samochodowy nie

musi znaé termodynamiki (na ktérej opiera sie funkcjonowanie samochodéw).
Podobnie dobry matematyk, ktéry nie ma pretensji do glebszego wyksztalcenia
poza swoja specjalnoscia, nie musi zna¢ podstaw matematyki. Co wigcej,
popularyzacja termodynamiki wéréd mechanikéw samochodowych nie jest
zadaniem latwym - i podobne trudnoéci napotyka popularyzacja podstaw
matematyki wéréd matematykéw. Niektérych matematykéw irytuje sam fakt,
e ktoé o zainteresowaniach filozoficznych usiluje opisaé, chotby w czesci,
funkcjonowanie ich umystéw i wyjasnia¢ w abstrakcyjny sposdb, czym jest
matematyka. Podkreélaja oni, Zze matematyka, jaka znamy, uprawiana jest od
tysiacleci i osiagneta wielkie sukcesy na polu opisywania rzeczywistosci bez tego,
by kto$ wyjaénial jej nature.

Ale podstawy daja matematyczng teorie tego, czym jest matematyka, tak jak
fizyka daje matematyczng teorie réznych innych zjawisk i proceséw fizycznych.
Jest naturalne, Ze — jak kazdy opis rzeczywistosci fizycznej — podstawy sa
niekompletne i stale sa rozwijane i ulepszane.

Poniewas podstawy traktuja matematyke jako zjawisko fizyczne (proces
konstrukeji pewnych tekstéw), nalezy dodaé, iz istnieja filozofowie i matematycy,
ktérzy mysla, ze ten punkt widzenia jest nierozsadny, ze co$ zaciemnia. Wierza
oni, iz matematyka jest nauka, ktéra bada $wiat idei platoniskich (ktére

sa transcendentalne, czyli istnieja poza $wiatem fizycznym, niezaleznie od
ludzkoéci). A zatem, ze matematyka nie jest zjawiskiem czysto fizycznym, bo ma
na nig bezposéredni wplyw $wiat pozafizycznych idei. Jednakie matematyczne
podstawy matematyki obywaja sig bez takich zalozen i prowadza do czysto
fizykalnego i nader kompletnego opisu zjawiska, jakim jest matematyka.

Dlatego liczni filozofowie i matematycy (w tym autorzy tego artykutu)
odrzucaja platonizm, jako zalozenie sprzeczne z ,brzytwa Ockhama” (tj. tym, ze
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najprostsze teorie zgodne z faktami, czyli ,nie mnozace bytéw ponad potrzebe”,
sg najbardziej przekonywajace).

Jak wspomnielismy wyzej, latwo wykazaé niekompletnosé wspélczesnych
podstaw. Na przyklad nie tlumacza one, czym jest dobra matematyka. Wiemy,
ze matematyka ma strukture postaci: aksjomaty-definicje-twierdzenia-dowody,
ale nie wiemy, dlaczego niektére prace matematykéw wprawiaja nas w zachwyt,
a inne wydaja si¢ pozbawione pomystéw lub wrecz nudne. Podstawy nie
tlumacza tez jak matematycy buduja dowody swych przypuszczeni. Poniewaz
nie mamy dobrego modelu procesu budowy dowodéw, jest wiec jeszcze daleko
do prawdziwie efektywnego automatycznego dowodzenia twierdzen (choé i w tej
dziedzinie osiagnieto spektakularne sukcesy).

Jak Zada tego nasza definicja, na wykladach podstaw matematyki studenci
poznaja zazwyczaj logike matematyczna, teori¢ mnogosci oraz wprowadzenie do
teorii obliczalnosci (rekursji). Wszystkie te czeéci podstaw sa ze soba powigzane
i w historii, ktéra ponizej przedstawimy, beda przenikaé si¢ wzajemnie. Ale
zapytajmy najpierw, jaki byt ich stan w roku 1900.

Logika miala zawsze co najmniej dwa aspekty — matematyczny i filozoficzny.
Aspekt filozoficzny pochodzi od starozytnych Grekéw. Filozofia wymagata
pewnej precyzji rozumowania. W tym celu filozofowie greccy, przede wszystkim
Arystoteles, chcieli zrozumieé, czym sa poprawne dowody. Sformulowali wiec
sylogistyke, kodyfikujacg niektére poprawne rozumowania. Z punktu widzenia
dzisiejszej logiki byly to reguly dotyczace relacji jednoargumentowych, czyli
unarnych. Tak wigc, jesli Sokrates jest Grekiem, a wszyscy Grecy sa $miertelni,
to i Sokrates jest Smiertelny. Dzi$ zapisalibySmy ten sylogizm jako
[grek(Sokrates) AVxz(grek(z) = $miertelny(z))] = Smiertelny(Sokrates).
grek(-) i smiertelny(-) sa w tej formule symbolami do opisu relacji unarnych.
UzyliSmy tu kwantyfikatora ogélnego Vz (dla kazdego ). Podobnie wprowadza
si¢ kwantyfikator egzystencjalny 3z (istnieje z). Grecy nie formalizowali
sylogizméw za pomoca formul. Niemniej jednak analizowali sylogizmy i przez
ponad dwa tysigce lat teoria sylogizméw stanowila centrum logiki.

Matematycy starozytni rozumowali podobnie jak my, intuicyjnie rozumieli,

co jest poprawnym dowodem matematycznym, a co nim nie Jjest. Dowody,

ktére wymyslili, sa po dzi$ dziefi wyktadane w szkolach i spelniaja dzisiejsze
standardy Scistosci. W wieku XVII Leibniz mial nadzieje stworzenia lingua
universalis, jezyka, ktéry pozwalalby wyrazi¢ zdania matematyki, i calculus
ratiocinator, ktéry by sprowadzal rozumowania do rachunkéw. W polowie

XIX wieku Boole wprowadzil, poprzez analogie z algebra liczb, algebre zdan.
Dalszy rozw6j logiki zawdzigczamy DeMorganowi, Peirce’owi, Fregemu i innym
matematykom i filozofom. Bylo rzecza jasna, ze logika, jaka postuguje sie
matematyka, wykracza poza sylogistyke, juz choéby dlatego, iz zajmuje si¢ nie
tylko relacjami unarnymi, lecz takze takimi, ktére wigza wiecej niz jeden obiekt.
Na przyklad, podstawowa w matematyce relacja mniejszosci wérdd liczb nie jest
unarna, lecz binarna, bo wiaze pary elementéw.

Rozwdj analizy matematycznej w wieku XVIII i brak dostatecznie jasnych
definicji cigglosci, granicy funkeji i innych podstawowych pojeé analizy,
spowodowal, ze trzeba bylo sprecyzowaé takie pojecia, jak liczba rzeczywista,
ciag, funkcja, itd. Pytanie, czym sa liczby rzeczywiste, przewijalo sie w pracach
wielu matematykéw i filozoféw dziewietnastowiecznych. Trzeba byto zdefiniowaé
(by uzy¢ terminologii informatycznej), jakie s3 podstawowe ,struktury danych”
matematyki. Epokowa ksigzka Dedekinda z r. 1883, Was sind und was sollen
die Zahlen zawierala nastepujace stwierdzenie: »W nauce, co dowdd posiada,
nie powinno by¢ bez dowodu przyjete”. Dedekind udowodnit podstawowe
wlasnodci liczb rzeczywistych, wlasnosci, ktére poprzednio przyjmowano jako
oczywiste. Stad tez pod koniec wieku XIX nadszedt czas budowy podstaw
matematyki.

Spoéréd wielu matematykéw, ktérzy przyczynili sie do rozpoznania
podstawowych matematycznych struktur, najwazniejszym byl G. Cantor,
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ktéry udowodnil, ze wszystkie przedmioty, jakie rozwazaja matematycy, mozna
rozumieé jako zbiory. Co wiecej, okazalo sig, ze taka interpretacja usuwa
wszystkie niejasnosci, ktére dawniej pojawialy si¢ w matematyce. Na przyklad,
za pomoca pojecia zbioru latwo zdefiniowaé pojecie liczby naturalnej, stad za$
liczby calkowitej i wymiernej. Jak pokazal Dedekind (i niezaleznie Cantor), przy
uzyciu pojecia zbioru (nieco trudniej) definiuje sie tez liczby rzeczywiste.

Pojecie zbioru par pozwala zdefiniowaé z kolei pojecie funkcji. Podejécie takie
zrywalo z poprzednio uzywanym pojeciem funkcji jako przepisu, algorytmu,
ktéry z elementami dziedziny pozwalal taczy¢ wartosci. W latach 80. i 90.

XIX wieku Cantor udowodnit wiele twierdzen teorii mnogosci (zbioréw). Cantor
zanalizowal tez pojecia takie, jak porzadek liniowy, wprowadzil pojecie dobrego
porzadku (a w konsekwencji i liczby porzadkowej). Stad juz byt tylko krok do
dowodéw uzywajacych indukcji pozaskonczonej. Byto to calkowicie nowe i silne
narzedzie w rekach matematykéw. Wyszlo ono istotnie poza indukcje wzgledem
liczb naturalnych oraz repertuar dowodowy odziedziczony po Grekach.

Teoria obliczalnodci w konicu XIX wieku jeszcze nie istniata. Istnialty tylko
liczne przyklady algorytméw. Na przyktad algorytm Euklidesa dla znajdowania
najwiekszego wspélnego podzielnika lub algorytm Cardano rozwigzywania
réwnan trzeciego stopnia. Sprawy efektywnosci zajmowaly matematykéw

i filozoféw greckich, a takze matematykéw pdzniejszych. Newton i inni

wielcy analitycy az do polowy XIX wieku nie akceptowali prawdziwosci

zdan egzystencjalnych nie popartych algorytmem konstrukeji odpowiedniego
przykladu. Jesli wiec twierdzili oni, np., Ze réwnanie rézniczkowe 3’ = —y

z warunkiem poczatkowym y(1,3) = 17 ma rozwiazanie, to trzeba bylo wiedzie¢,
jak owo rozwiazanie skonstruowad, innymi slowy, podaé przepis na obliczanie
wartoéci takiej funkeji y(-).

Urzadzenia ulatwiajace liczenie znane s od starozytnodci. Liczydla réznych
systeméw potrzebne byly do obliczen. Wielu wynalazcéw, inzynieréw

i matematykéw, budowalo maszyny, ktére ulatwialy liczenie. Artyleria

i finanse wymagaty szczegdlnie wielu obliczen (i czesto dosé¢ doktadnych).
Stad tez, ze sztabdéw wojskowych, urzedéw podatkowych i bankéw pochodzilto
zapotrzebowanie na urzadzenia liczace. Zostaly wynalezione maszyny

do dodawania i mnozenia, potrzebne w spisach ludnoéci, i inne maszyny
mechaniczne ulatwiajace obliczenia. Ale pytania o istote pojecia obliczenia
byly rzadkie. W pierwszej polowie XIX wieku Babbage zaprojektowal nawet
rodzaj mechanicznego komputera uzywajacego programéw, ale pytanie, czym
jest funkcja obliczalna, nie zostalo jeszcze postawione.

Sprébujemy dalej przedstawi¢ rozwdj trzech gléwnych nurtéw podstaw
matematyki: teorii mnogosci, logiki i teorii modeli, oraz teorii funkeji
obliczalnych w wieku XX.

W roku 1900 odby! sie¢ w Paryzu Miedzynarodowy Kongres Matematyczny, na
ktorym Hilbert wygtlosit referat pt. ,Problemy Matematyczne”. Nadzwyczaj
jasno Hilbert opisuje tam role matematyki i proces twdrczosci matematyka.
Po owym interesujacym wstepie, autor przedstawia 23 otwarte problemy. Trzy
z nich (nr. 1, 2 i 10) dotycza podstaw matematyki.

Problem nr. 1 nalezal do teorii mnogoéci i pochodzil od Cantora. Byla to tak
zwana hipoteza continuum (czy istniejg nieskoriczone zbiory liczb rzeczywistych,
ktdre nie s3 réwnoliczne ani ze zbiorem liczb naturalnych, ani z calym zbiorem
liczb rzeczywistych). Problem nr. 2 nalezal do logiki (czy uktad aksjomatéw
arytmetyki lub analizy jest niesprzeczny), problem za$ nr. 10 dotyczy! teorii
obliczalnodci (czy istnieje algorytm rozstrzygajacy istnienie catkowitych
rozwigzan réwnan algebraicznych o wspétczynnikach catkowitych). Tak wiec
trzy wspomniane wyzej gldwne tematy podstaw pojawily sie juz w wykladzie
Hilberta.

Kwestia rozumienia pojecia zbioru zajmowala (i zajmuje nadal) matematykéw
badajacych podstawy przez caly wiek XX. Naiwne podejscie do tego pojecia,
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Ten sprzeczny schemat ma postad
Jzvyly € = o o(y)], gdzie ¢ jest dowolna
formula jezyka teorii mnogosdci.

zaproponowane przez Fregego i Russella (kazda klasa, ktéra wymyséle, jest
zbiorem), doprowadzilo do sprzecznosci, bowiem nieco péZniej Russell zauwazyt,
co nastepuje: rozpatrzmy klase zbioréw R, ktdra we wspélczesnej notacji
definiujemy: {z : z € z}. Zapytajmy, czy R jest zbiorem. Jesli tak jest, to,
zgodnie z formuta definiujaca R, mamy natychmiast réwnowaznoéé

ReER&RER.

Zatem R nie moze by¢ zbiorem. Stalo sie jasne, ze pojecie zbioru musi zostaé
sprecyzowane tak, aby nie doprowadzalo do sprzecznosci. Nie oznacza to, ze
spolecznoéé matematyczna (w szczegdlnosci Cantor) kiedykolwiek przyjmowala
za prawdziwy schemat istnienia zbioréw proponowany przez Fregego (ze kazda
klasa jest zbiorem).

Niemniej jednak bylo jasne, ze pojecie zbioru wymaga dobrego opisu. Trzeba
bylo co$ zrobié, by pojecie zbioru moglo stuzyé matematykom, i z odpowiednia
propozycja wyszedl Zermelo. W roku 1908 zbudowal on uklad aksjomatéw
opisujacy zbiory 1 metody budowania zbioréw, przy czym aksjomaty nie
pociagaly za sobg wniosku, Ze klasa R jest zbiorem. Po pewnych ulepszeniach
Skolema i Fraenkla wylonila sie teoria mnogosci Zermelo—Fraenkla, powszechnie
dzi$ przyjeta aksjomatyzacja teorii mnogosci i calej matematyki, zwana

teorig ZFC.

Sposréd aksjomatéw tej teorii jeden budzil zaniepokojenie niektérych
matematykéw, mianowicie aksjomat wyboru. Aksjomat ten mdéwi, ze dla
dowolnej niepustej rodziny zbioréw niepustych i parami rozlacznych istnieje
zbidr (zwany selektorem) majacy z kazdym elementem owej rodziny dokladnie
jeden element wspdlny. Jest to uogélnienie oczywistej wlasnosci rodzin
skoniczonych, ale jest ono nader niekonstruktywne. Jesli bowiem my$limy

o zbiorach jako tworach, ktére mozna konstruowac z innych zbioréw za pomoca
rozmaitych operacji, to zupelnie nie wida¢, jakie operacje konstruowalyby

6w selektor, ktéry — zgodnie z aksjomatem wyboru — ma istnieé. Dzi$
pogodzilismy si¢ z aksjomatem wyboru, ktéry w rozmaitych formach (np. lematu
Kuratowskiego—Zorna albo zasady dobrego uporzadkowania) jest powszechnie
uzywany. Niemniej jednak przyjecie aksjomatu wyboru powoduje, ze musimy tez
zaakceptowaé jego konsekwencje, na przyklad paradoksalny rozktad kuli (patrz
ponizej), sprzeczny z intuicjami fizycznymi. Na ogét konsekwencje aksjomatu
wyboru sg dalsze od zastosowan matematyki, niz twierdzenia, ktére obywaja sie
bez tego aksjomatu.

Hipoteza continuum méwi, ze kazdy nieskoriczony zbiér liczb rzeczywistych
jest przeliczalny badz jest réwnoliczny z catym zbiorem liczb rzeczywistych.
Teoria mnogosci z aksjomatem wyboru dowodzi, iz jest to réwnowazne temu,
ze rodzina wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych ma licanosé ¥,
(tj. najkrétszego zbioru dobrze uporzadkowanego i nieprzeliczalnego). Préby
rozwiazania tego problemu doprowadzily do wielu interesujgcych wynikéw

1 wskazaly na niezupelnosé¢ dotychczasowego zrozumienia pojecia zbioru
liczb rzeczywistych. K. Godel w drugiej polowie lat 30. wykazal, ze hipoteza
continuum jest niesprzeczna z aksjomatyks teorii mnogosci. Krok ten byt
podobny do innego, wczesniejszego rewolucyjnego wyniku Godla — mianowicie
dowodu niezupenosci arytmetyki (ktéry bedziemy omawiaé ponizej).

Technika uzyta przez Godla wigze si¢ z odwréceniem niejako obiekeji co do
aksjomatu wyboru. Zamiast pyta¢, jak definiowaé zbiory, Gédel ogranicza zbiory
do tych, ktére dadza si¢ skonstruowaé w trakcie (pozaskoriczonego) procesu,
ktory pokrétce opiszemy ponizej. Postepujemy tak: definiujmy indukcyjnie
»poziomy konstruowalne”, tak ze zbiory nalezace do kolejnego poziomu s
definiowalne w strukturze zlozonej z obiektéw poprzedniego poziomu. Definicje
sg formutami, a formutom mozna przypisaé kody bedace liczbami naturalnymi.
Teraz mozemy juz definiowaé dobry porzadek zbioréw konstruowalnych.
Postepujemy indukcyjnie. Wystarczy wskazaé porzadek kolejnego poziomu.
Najpierw porzadkujemy k-tki obiektéw z pozioméw poprzednich. Nastepnie
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za$ dany poziom porzadkujemy wedtug par: kod formuly, ciag parametréw

(z uprzednich pozioméw). Wszystko to, wraz z dodatkowym faktem (wielce
nietrywialnym), mianowicie tym, ze elementarne podstruktury pozioméw

sa same izomorficzne z poziomami, wystarcza do wykazania, iz wszystkie
konstruowalne zbiory liczb naturalnych sa skonstruowane w krokach o indeksach
przeliczalnych. To juz latwo implikuje hipotezg¢ continuum wewnatrz uniwersum
ztozonego ze zbioréw konstruowalnych. Jeszcze tylko musimy wykazaé, ze
wszystkie aksjomaty ZFC sg spelnione w uniwersum zbioréw konstruowalnych,
ale to juz jest latwe. W szczegdlnoéci aksjomatyka ZFC pozostaje niesprzeczna
po dolaczeniu hipotezy continuum. Co wigcej, wszystkie zbiory konstruowalne
(i tylko one) sa konstruowalne wewnatrz uniwersum konstruowalnego. Tak wiec
wszelkie konsekwencje teorii ZFC i zdania méwiacego, ze wszystkie zbiory sa
konstruowalne, sa prawdziwe wewnatrz uniwersum zbioréw konstruowalnych.
Wewnatrz uniwersum zlozonego ze zbioréw konstruowalnych prawdziwa jest
nawet uogdlniona hipoteza continuum: dla kazdej liczby porzadkowej o, jest
Qe = Ry

Klasa L zbioréw konstruowalnych moze byé wzbogacona przez dodatkowe
obiekty, ktére moga by¢ uzywane w powyzszej definicji indukeyjnej. Na
przyklad, jesli dodamy wszystkie liczby rzeczywiste, otrzymujemy interesujace
uniwersum zwane L[R].

Teoria mnogoéci ZFC pozwala na przypisanie kazdemu zbiorowi z jego rangi,
ktéra oznaczamy rank(z). Zbiorowi pustemu przypisujemy range 0. Dla zbioréw
niepustych, rank(z) = sup{rank(y) +1:y € z}. Stad juz krok do zdefiniowania
poziomdw von Neumanna, Vo, mianowicie Vo = {z : rank(z) < a}. Kazde

V. jest zbiorem. Zbiory V, pozwalaja z kolei zdefiniowac zbiory porzgdkowo
definiowalne. Zbior z jest porzadkowo definiowalny, jesli dla jakiego$ poziomu
von Neumanna V,, i jakiej$ formuly ¢(-), z jest zbiorem tych elementéw y

z V,, ktére spelniaja w (Vy, €) formule ¢(y). Klase zbioréw definiowalnych

z liczb porzadkowych oznaczamy OD. Jak wykazal Gddel, uniwersum zlozone
ze zbioréw dziedzicznie definiowalnych z liczb porzgdkowych (tj. takich, ze

one same, wszystkie ich elementy, elementy elementéw etc. sg definiowalne

z liczb porzadkowych) spelnia wszystkie aksjomaty ZFC. Podobnie jak L[R]
definiujemy klasg OD[R]. Jeden z probleméw, jakie sformutujemy na koncu tego
artykutu, odnosi sie wlasnie do tego uniwersum.

Dlugo nie umiano wykazaé ze hipoteza continuum jest niezalezna, tzn. nie
moze byé udowodniona na gruncie teorii mnogoéci ZFC (o ile ta ostatnia

jest niesprzeczna). Zostalo to wykazane w roku 1963 przez P.J. Cohena.
Rozumowanie Cohena jest bardziej skomplikowane niz argument Gddla i opiera
si¢ na konstrukcji modelu boole'owskiego - klasy zlozonej z pewnych funkcji

o wartodciach w algebrze Boole’a podzbioréw otwarto-domknietych przestrzeni
topologicznej. Przy odpowiedniej definicji relacji nalezenia i relacji réwnosci dla
takich funkcji, klasa tych funkcji nadaje wszystkim aksjomatom ZFC wartosé
boole’owska 1. Ale dla odpowiednio dobranej przestrzeni topologicznej wartosé
formuly opisujacej hipoteze continuum w tym uniwersum jest réwna 0. Teraz
juz tylko trzeba dowiesc, ze cokolwiek da sie wykazaé z formul przyjmujacych
w owym modelu wartos¢ 1, tez ma wartos$¢ 1. Tak wiec hipoteza continuum
jest zdaniem niezaleznym na gruncie teorii mnogosci. Ani nie jest dowodliwa
(Cohen), ani jej negacja nie jest dowodliwa (Gddel). Przy okazji dowodu
niezaleznoéci hipotezy continuum Cohen wprowadzil metode tzw. forcingu.
Metoda ta byla nastepnie uzyta do bardzo wielu dowoddéw niezaleznosci, w tym
do dowodu niezaleznoéci aksjomatu wyboru od pozostalych aksjomatéw ZFC.
Do$¢ wspomnieé, ze w latach sze§édziesiatych (i péiniej) ciggle pojawialy sie
twierdzenia o niezaleznoéci réznych zdan od teorii mnogosci ZFC. Istnieje
jednak bardziej pozytywna strona badan w teorii mnogoéci: niemal wszystkie
te zdania niezalezne daja sie jednak udowodnié lub obali¢ w dwdch naturalnych
poduniwersach, mianowicie poduniwersum zbioréw konstruowalnych L oraz
(przy uzyciu hipotez o istnieniu duzych liczb kardynalnych) we wspomnianym
wyzej poduniwersum L[R].
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W zwiazku z tym motywem przewodnim badan teorii mnogoéci staly sie tzw.
duze liczby kardynalne. Réznych klas takich liczb jest wiele — skoncentrujemy
si¢ tutaj na oméwieniu jednego ich rodzaju, mianowicie liczb mierzalnych. Oto
mianowicie liczbe kardynalng & nazywamy mierzalna, jesli dla zbioru X mocy ,
w rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru X istnieje taka miara o wartosciach

0, 1, ze miara kazdego zbioru jednoelementowego jest rowna 0, miara calego
zbioru X jest 1, suma za$ mniej niz & zbioréw miary 0 ma miare 0. Na gruncie
teorii mnogoéci ZFC nie mozna udowodnié istnienia liczb mierzalnych, dlatego
ze w uniwersum L nie ma odpowiednich miar. Ale zalozenie istnienia liczb
mierzalnych, lub innych duzych liczb kardynalnych, ma liczne ciekawe i glebokie
konsekwencje w analizie rzeczywistej i kombinatoryce, szczegélnie jej czedci
dotyczacej zbioréw nieskonczonych.

Praktykujacy matematyk, algebraik albo analityk, nieczesto styka sig

z problemami niezaleznymi od teorii mnogoséci ZFC. Fakt ten jest zadziwiajacy,
bowiem teoria mnogosci zostala odkryta przez Cantora ponad 100 lat temu.
Mimo ze matematyka jest stale inspirowana przez nauki przyrodnicze (opisy
rzeczywistosci fizycznej), prawie nigdy nie prowadzi nas do zdan niezaleznych od
ZFC lub do nowych aksjomatéw. Co wigcej, w ostatnich latach wiele stynnych
probleméw (np. hipotezy Fermata oraz Bieberbacha) zostato rozwigzanych przy
uzyciu bardzo stabych podteorii teorii ZFC. Zwazmy, ze sama niezaleznoé¢
jakiego$ zdania od teorii mnogodci nie méwi nam nic o prawdziwosci tego
zdania. Méwi ona tylko, ze takie zdanie jest falszywe w jakims uniwersum
bedacym modelem teorii ZFC. Tak wiec wyniki o niezaleznodci réznych zdan
zazwyczaj méwia tylko o tym, co sie dzieje w pewnych poduniwersach. Jeli
ograniczymy si¢ do uniwersum zbioréw konstruowalnych, to otrzymamy zupelnie
inny obraz struktury zbioréw liczb rzeczywistych, niz w uniwersum ztozonym

ze zbioréw konstruowalnych z miary o wartosciach 0, 1 na liczbie mierzalne;.
Natomiast budowanie uniwersum wszystkich zbioréw jest procesem, ktéry nie
zakonczyl si¢ (i prawdopodobnie nigdy si¢ nie zakonczy).

Szczegélnie jasno widac rolg réznych uniwerséw, gdy spojrzeé na konsekwencje
aksjomatu determinacji. W latach 60. Mycielski i Steinhaus rozwazali zdanie

o istnieniu strategii zwycigskich dla klasy gier pozycyjnych nalezacych do
L[R], zwane aksjomatem determinacji. Istnienie takich strategii okazato sie
bardzo silnym zalozeniem (przeczacym aksjomatowi konstruowalnoéci). Co
wigcej, aksjomat determinacji daje wiele konsekwencji zgodnych z intuicja
fizyczng i pozwala rozwiaza¢ wiele probleméw dotyczacych struktury zbioru
liczb rzeczywistych i jego podzbioréw. Determinacja dostarczyta nowego
impetu badaniom deskryptywnej teorii mnogosci (tj. teorii definiowalnych
podzbioréw tzw. przestrzeni polskich, czyli przestrzeni metrycznych oérodkowych
i zupelnych). W ostatnich latach Martin, Woodin i Steele wykazali, ze istnienie
owych strategii dla gier w L[R] wynika z aksjomatéw istnienia ,duzych” liczb
kardynalnych.

Teoria mnogoéci odgrywa dzis role analogiczna do tej, jaka geometria Euklidesa
grala przez ponad péltora tysigca lat — do odkryé Newtona i Leibniza,
mianowicie jest teoria uniwersalng dla wspélczesnej matematyki. Ale jej
aksjomatyka nie jest zupetna. Niekiedy w trakcie rozwoju matematyki
napotykamy nowe zasady dotyczace zbioréw, na przyktad aksjomat determinacji
dla klasy L[R]. Rozw6j matematyki zadecyduje, ktére z tych i innych nowych
aksjomatéw, jakie niechybnie si¢ pojawia, beda powszechnie akceptowane

w koncu XXI wieku.

Na zakoriczenie oméwienia teorii mnogosci podkreslmy raz jeszcze, e teoria
mnogosci ZFC wystarcza do wyprowadzenia calej niemal wspolczesnej
matematyki. Nie wiemy dlaczego tak si¢ dzieje, aksjomatyka pochodzi

z poczatku wieku (z roku 1908), a mimo to po dzi§ dzien 99% wynikéw
matematycznych nie wymaga srodkéw spoza ZFC. Wzmocnienia ZFC
aksjomatami istnienia duzych liczb kardynalnych nie sa inspirowane przez
zastosowania, lecz raczej przez pojecia tworzone w wyobrazni ludzkiej i nie
majace interpretacji fizycznych. Tylko aksjomat determinacji dla L[R]
inspirowany jest przez intuicje fizyczne.
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Przejdzmy teraz do oméwienia logiki i teorii modeli. Rozwéj logiki
matematycznej wymagal sprecyzowania przedmiotu logiki. Na poczatku XX
wieku bylo ono nieco rézne od dzisiejszego. Co prawda Frege wprowadzil
formalizm, ktéry pdzniej zostal powszechnie przyjety, ale sporo czasu

zajelo znalezienie lepszej notacji! Whitehead i Russell, w ksiazce ,,Principia
Mathematica”, ktérej pierwszy tom ukazal sie w roku 1910, spopularyzowali
wspélczesny opis skladni logiki, ale wiaczyli do niej czedé wspéiczesnej teorii
mnogosci. Pierwszy naprawde nowoczesny podrecznik logiki matematycznej,
napisany przez Hilberta i Ackermanna, ukazal si¢ w roku 1928. Zasadniczy
problem, jakie to formuly sa zawsze prawdziwe, przy zalozeniu jakiego$
gbioru formul A, zostal rozstrzygniety przez Godla w jego pracy doktorskiej
opublikowanej w roku 1930. Wykazal tam Godel, ze reguly dowodzenia,
wskazane przez Fregego i spopularyzowane przez Whiteheada i Russella, sg
zupetne — to, co daje si¢ dowie$¢ za pomocy tych regul z aksjomatyki A, to
doktadnie zdania prawdziwe we wszystkich modelach aksjomatyki A. Wlasnoéé
te nazywamy twierdzeniem o zupeinosci dla logiki pierwszego rzedu.

Stresémy pokrétce dowdd twierdzenia o zupelnosci (pochodzacy od Henkina

i nieco inny niz eryginalny dowdd Gédla). Najpierw musimy wykazaé, ze
cokolwiek jest dowodliwe (w systemie ,Principia Matematica”) z aksjomatyki A,
jest prawdziwe we wszystkich modelach A. To wiedzieli juz Whitehead i Russell.
W druga strone rozumowanie jest trudniejsze — jesli A nie dowodzi jakiej$
formuly ¢, to musimy skonstruowac¢ model, w ktérym A jest prawdziwa, ale
 nie jest. Model taki konstruujemy, dodajac odpowiednie stale i budujac

na nich interpretacje spelniajaca aksjomaty A oraz —y. Na nowych stalych
musimy definiowaé relacje tak, by aksjomaty A byly spelnione, ale formula ¢
nie. Korzystajac z tego, ze ,nowe” stale nie s3 wspomniane w A, rozszerzamy
niesprzeczng teorie A U {-¢} do teorii zupelnej T, majacej te wlasnos¢, iz
ilekroé zdanie egzystencjalne 3z (z) nalezy do T, to dla jakiejs stalej c, ¥(c)
nalezy do T'. Taka konstrukcje musimy powtdérzy¢ nieskonczenie wiele razy,
coraz to dodajac nowe stale. Ale kazda formula jest skoficzona i wobec tego, po
owej iteracji wykonanej nieskoniczenie wiele razy, wlasnoéé zupelnoséci wzgledem
zbioru dodanych staltych bedzie spelniona. Z tak skonstruowanego zbioru formul
juz tatwo odczytaé model, w ktérym A jest prawdziwe, ale ¢ nie. Na dodatek,
jesli jezyk, z ktérego zaczynaliSmy konstrukcje, jest przeliczalny, to i model, jaki
zostal skonstruowany, jest przeliczalny. Wynika stad co$ dziwnego, mianowicie
ze zbidr zdan prawdziwych arytmetyki liczb rzeczywistych (a nawet teorii
mnogosci!) ma modele przeliczalne. Pokazuje to, ze logika ,pierwszego rzedu”
(dla ktérej mamy wlasnoéé zupelnosci) nie opisuje struktur nieskoriczonych

w sposéb jednoznaczny. Latwo tez zobaczyé, ze arytmetyka Peano (w jezyku
pierwszego rzedu) ma wiele nieizomorficznych modeli. Jesli zezwolimy na,
pisanie zdan, w ktérych beda kwantyfikatory przebiegajace podzbiory zbioru
liczb naturalnych, to ,paradoks” nieizomorficznych struktur spelniajacych
arytmetyke Peano znika, ale tylko pozornie. W kazdym modelu teorii mnogosci
taka teoria ma jeden model, ma jednak inne, gdy zmieniamy model teorii
mnogosci.

Drugi problem Hilberta dotyczyl niesprzecznosci arytmetyki Peano. Jak mozna
by wykazal owa niesprzecznost? Intuicyjnie arytmetyka Peano jest niesprzeczna
- aksjomaty dotyczace sumy i iloczynu sprawdza sie ,,na palcach”, a nawet
schemat indukcji jest tez oczywisty — kazde dziecko wie, Ze jeéli ustawi¢ kamienie
domina pionowo jeden za drugim i popchnaé, to wszystkie sie przewréca, nawet
jesli jest ich bardzo wiele. Jak mozna formalnie udowodnié, ze zaden dowéd nie
wykaze réwnosci 0 = 17 Ale co to jest dowéd?

Nieco uogélniajac ,drugi problem Hilberta”, mozna pytaé o niesprzecznoéé
matematyki (nie tylko arytmetyki, ale teorii ZFC). W roku 1931 Godel wykazat,
ze nie da sig udowodni¢ niesprzecznosci arytmetyki (ani teorii ZFC) w niej
samej. Samo wyrazenie tej wlasnodci nie jest zupelnie proste. Zauwazmy,

ze wewnatrz arytmetyki mozemy efektywnie ponumerowaé formuly jezyka
arytmetyki. Mianowicie formuta jest ciagiem symboli alfabetu jezyka arytmetyki.
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Numerujemy wiec symbole jezyka. Potem patrzymy na ciagi skonczone symboli.
Niektére sa poprawnie zbudowanymi formulami, inne zaé nie. Przypiszmy teraz .
ciagowi liczb (a1, -..,ax), odpowiadajacych kolejnym symbolom, liczbe

201.392.  pr* (gdzie px jest k-ta liczba pierwszg), ktéra bedzie numerem
caltego ciggu. Latwo rozpoznad, kiedy liczba m jest kodem formutly
arytmetycznej. Nastepnie, wzglednie tatwo rozpoznad, czy liczba jest kodem

dla aksjomatu arytmetyki (2mudne to, ale oczywiécie mozliwe). Dalej,

mozemy kodowaé ciagi formul jako liczby, 1 znowu latwo (acz zmudnie) moina
rozpoznal, czy dana liczba koduje poprawny dowdd. Teraz mozemy napisac
zdanie arytmetyczne Con(PA), ktére méwi: ,z aksjomatyki Peano nie da sie
wywieéé formuly 0 = 17, Ot6z Godel wykazal, ze o ile arytmetyka Peano jest
niesprzeczna, to Con(PA) dowodu nie ma! Oczywiscie w teorii ZFC dowodzimy,
e i negacja (-Con(PA)) dowodu w PA nie ma, bowiem PA posiada model.

W szczegblnoéei, arytmetyka Peano nie jest teoria zupeina. T'wierdzenie to
zachodzi w silniejszej jeszcze formie. Mianowicie zadne niesprzeczne rozszerzenie
arytmetyki Peano o skoriczong liczbe aksjomatéw nie jest zupelne. W licznych
dzietach popularyzatorskich po dzi$§ dzien pisze si¢ o tym niezwyklym wyniku
Godla rzeczy wielce nieprawdziwe (na przyklad takie, ze Godel wykazal, iz teorie
zupelne nie istnieja).

Do czasu udowodnienia niezupelnosci arytmetyki (1931) wydawalo sie
matematykom, ze kazdy problem dotyczacy liczb naturalnych, a nawet kazdy
problem teorii mnogosci da si¢ rozwiazaé na podstawie znanych juz od jakiego$
czasu aksjomatéw. Natomiast Godel dowiddl, ze pewne zdania arytmetyczne
oraz ich negacje nie dadza sie udowodni¢ ani obali¢, nawet w najsilniejszej
znanej teorii, mianowicie teorii mnogosci.

Oprécz zdania Con(PA) znaleziono tez rézne wlasnosci teorioliczbowe albo
kombinatoryczne niezalezne od aksjomatyki Peano, w szczegdélnodci rozmaite
uogdlnienia twierdzenia Ramseya o kolorowaniu grafow. Dowody wielu z tych
uogdlnien wymagaja metod analizy, a czasem i teorii mnogosci. Co wiecej,
okazalo sie, ze zdania takie wigzg sie silnie z rozmaitymi aksjomatami ,wielkich
liczb kardynalnych”. Badania Parisa, Solovaya i Friedmana daly wiele takich
twierdzen.

Logika, ktéra prezentowaliémy powyzej, zajmuje sie opisem struktur badanych
przez matematykéw. Teoria takich struktur zostala rozwinieta przez Tarskiego
i jego uczniéw (w oparciu o badania Schrodera, Skolema i innych). Jest to
tzw. teoria modeli, ktéra jest duzym dzialem matematyki znajdujacym sie na
pograniczu logiki, algebry i analizy.

Wszyscy pamigtamy, ze Cauchy wprowadzil € — § definicjg ciggloéci po to,

by unikngé uzywania liczb nieskorniczenie maltych. Matematycy XVII i XVIII
wieku uzywali wielkosci nieskoficzenie maltych bez zadowalajacych definicji tych
pojeé. Korzystajac z technik teoriomodelowych, A. Robinson wykazal w latach
60., ze pojecie nieskoriczenie matych mozna w pelni uécisli¢. Dzi$ istnieja
podreczniki, w ktérych rozwija sie analize, uzywajac wielkosci nieskoniczenie
matych w calkowicie jasny sposéb.

W praktyce matematycznej niemal zawsze uzywamy logik ,wielosortowych” (jest
to tez istotne w informatyce). Logiki wielosortowe daja sie zredukowaé do logiki |
pierwszego rzedu, a ta z kolei do prostszej jeszcze logiki réwnoéciowej Birkhoffa. |

Przejdzmy teraz do zagadnien obliczalnosci. W trakcie dowodu twierdzenia

o niezupelnoéci arytmetyki, ktére opisaliémy powyzej, Godel rozwazal klase
funkeji, ktére dzi§ nazywamy obliczalnymi (rekurencyjnymi). Nazwijmy

zbidr liczb naturalnych obliczalnym, jesli jego funkcja charakterystyczna jest
obliczalna, a rekurencyjnie przeliczalnym, jedli jest pusty lub jest zbiorem
wartosci jakiej$ funkcji obliczalnej. Otéz Godel wykazal, ze zbiér (kodéw)
twierdzen arytmetyki Peano jest rekurencyjnie przeliczalny, ale nie jest
obliczalny. Dalszy krok w naszym zrozumieniu pojecia obliczalnosci zostal
postawiony przez Turinga, ktéry wprowadzil pojecie maszyny (dzi$ nazywanej
maszyng Turinga) i wykazal istnienie uniwersalnej takiej maszyny, tj. maszyny,
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ktéra za pomoca odpowiednich parametréw jest w stanie symulowaé kazda
maszyne. Wreszcie Kleene gleboko rozwinal teorie obliczalnych funkeji
czesciowych.

Maszyna Turinga operuje na tasmie podzielonej na komdrki (komérki te
ponumerowane s liczbami naturalnymi). Komérka taka moze by¢ pusta

lub moze byé w niej 0 lub 1. Dzialanie maszyny jest opisane przez akcje jej
glowicy piszgco-czytajgcej. Glowica ta znajduje sie zawsze w jakims$ stanie (ze
skoriczonego zbioru stanéw S). Poza tym glowica wskazuje na jakas komorke.
Akcje glowicy sa jednoznacznie wyznaczone przez funkcje przejscia. W zaleznosci
od stanu glowicy i od symbolu w komérce, na ktéra wskazuje glowica, glowica
zmienia zapis w komdrce, zmienia swdj stan i przesuwa sie¢ w prawo lub w lewo.
Jeden ze standéw jest wyrézniony — kiedy maszyna go osiaga — staje. Funkcja

f z liczb naturalnych w liczby naturalne moze by¢ reprezentowana przez
maszyne M w taki sposéb. Dana wejsciowa n zapisana jest przez kolejnych

n jedynek. Maszyna liczy i staje zapisujac kolejnych f(n) jedynek. Jesli tak
jest dla kazdej liczby n z dziedziny funkcji f, to méwimy, ze funkcja f jest
reprezentowana przez maszyn¢ M. Turing wykazal, Ze maszyny reprezentuja
dokladnie obliczalne funkcje czesciowe.

—"

Pojecie maszyny Turinga lub funkcji obliczalnej o argumentach i wartodciach
catkowitych pozwala tez zbudowa¢ adekwatng definicje funkcji obliczalnych

o argumentach i wartosciach rzeczywistych. Teorie taka rozwijali w latach
miedzywojennych Banach i Mazur. Okazuje sig, ze wszystkie funkcje obliczalne
sa ciagle na swojej dziedzinie, ale dziedzina moze by¢ np. zbiorem liczb
niewymiernych i funkcja moze nie mieé cigglego przedluzenia na Zadna liczbe
wymierna. Teoria Banacha i Mazura stanowi rozwigzanie dziewietnastowiecznego
problemu ,czym sa funkcje?”. Z jednej strony mamy $cisty teoriomnogosciowa
ogblng definicje funkcji. Z drugiej strony mamy $cisly definicje funkeji
obliczalnych oparta na jasnych przepisach obliczania ich wartoéci.

Teoria obliczalnodci i, w szczegdlnodei, maszyny Turinga pojawily sie jako i
og6lne teoretyczne modele dobrze zdefiniowanych procedur obliczeniowych (czyli
algorytméw). Niebawem elektronika poczynita odpowiednie postepy i mozna
byto budowaé fizyczne maszyny Turinga. Do postepu przyczynila sie II wojna
§wiatowa, a nastepnie ,zimna wojna”. Trzeba bylo ,lamaé¢” niemiecki szyfr
Enigma i maszyny to czyniace byly pierwszymi komputerami (acz kandydatéw
do tego tytulu jest wiecej). Nastepnie za$ potrzebne byly maszyny obliczeniowe
do budowania broni jadrowych i elektrowni atomowych. Po nadzwyczajnym
sukcesie ogdlnego pojecia obliczalnoéci zaczeto wprowadzaé bardziej konkretne
pojecia lepiej modelujace funkcje, ktére obliczane sg na komputerach.

W szczegdlnoécei badano funkcje opisywane przez maszyny Turinga, w ktérych
liczba krokéw jest ograniczona przez jaki$ wielomian wzgledem rozmiaru
danych wejéciowych (klasa PTIME), a takze klase funkcji, w ktérych rozmiar
aktualnie uzywanej czesci taSmy jest ograniczony przez podobny wielomian
(klasa PSPACE). Dzi§ PTIME stanowi najlepsza matematyczna definicje
funkeji praktycznie obliczalnych. Klasy PTIME, PSPACE i pokrewne wiaza

sie¢ z rozmaitymi aspektami definiowalnosci réznych zbioréw liczb naturalnych
za pomocy efektywnych Srodkéw, a pytanie, czy dwie takie klasy (PTIME

i NPTIME) sa réwne, jest jednym z podstawowych nierozwiazanych problemdéw
podstaw matematyki. Pytanie, czy PTIME = NPTIME, ma bardzo wiele
reprezentacji, w tym kombinatorycznych, teorioliczbowych i grafowych. W logice
reprezentowane jest ono za pomoca ,,problemu spelnialnosci” - czy istnieje
algorytm odpowiadajacy na pytanie, czy dana formuta ¢ rachunku zdan

jest spetnialna — algorytm dajacy odpowiedZ w czasie proporcjonalnym do
wielomianu wzgledem dhugosci formuty .

W drugiej potowie XX wieku zastosowania w informatyce i, w szczegdlnosci,
konieczno$¢ zbudowania solidnych podstaw informatyki byly jednym z motywdw
rozwoju podstaw. Tak si¢ bowiem sklada, ze badania informatyczne korzystaja

z wielu dziedzin matematyki i to nawet dziedzin doé¢ abstrakcyjnych. Wystarczy
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Hipoteza ta méwi, ze kazda liczba
parzysta wicksza od 2 jest suma dwéch
liczb pierwszych.

Oczywiscie, czedci takie nie moga byé
mierzalne (no bo wtedy juz latwo
wykazaé, ze 1 = 2). Istnienie takiego
rozkladu wymaga zalozenia aksjomatu
wyboru i powojenne badania determinacji
{Steinhaus i Mycielski) daly bogata teorie
zbioréw bez tego paradoksu. W teorii tej
wszystkie zbiory sa mierzalne.

choéby spojrzeé na zwiazki teorii kategorii z programowaniem za pomocg
obiektéw (OOP).

Wréémy teraz do 10. problemu Hilberta. Okazalo sig, Ze nie istnieje algorytm,
ktéry pozwala stwierdzi¢, ktére réwnania diofantyczne maja rozwigzania. Po
wielu latach badan Davis, Putnam, Julia Robinson i Matijasevicz wykazali, ze
algorytmu takiego nie ma. Ich twierdzenie méwi nam, ze juz elementarna teoria
liczb calkowitych jest bardzo gleboka i nie ma jednolitej metody rozwiazywania
jej probleméw.

Powréémy na chwile do ogdlnych probleméw podstaw matematyki. Praktyka
matematyczna pokazuje, ze matematyka jest nie tyle nauka co sztuka, sztuka
budowania teorii dedukcyjnych. Na przyktad hipoteza Goldbacha jest dobrze
potwierdzonym faktem empirycznym, ale matematycy nie przyjmuja je]

do arsenalu swoich aksjomatéw, bo nie jest ona podstawa zadnej ciekawej

teorii (a takze dlatego, ze jest nadzieja, iz da si¢ ja udowodni¢ na gruncie
dotychczasowych aksjomatéw). Zatem w matematyce czystej chodzi przede
wszystkim o sztuke dedukcji raczej niz o fakty. Hipoteza continuum jest jeszcze
bardziej abstrakcyjna, bo nie ma zadnego znaczenia fizycznego; mimo to stanowi
ona problem nadzwyczaj piekny.

Nie znaczy to, ze matematyka czysta bierze si¢ tylko z wyobrazni ludzkiej.
Przeciwnie, prawie cala matematyka inspirowana jest przez opisy $wiata
fizycznego. Na przyklad pojecie zbioru nieskoficzonego inspirowane jest przez na
pozdr niekofczace sig procesy oraz przez kontinuum fizycznej czasoprzestrzeni.

Wspomnimy jeszcze, ze podstawy matematyki wylonily w XX wieku

wiele jeszcze innych dziedzin, w tym logiki nieklasyczne i modalne, logike
konstruktywna (intuicjonizm), rekurencyjng matematyke i inne specjalnoédci. Nie
mamy niestety miejsca by oméwié w tym artykule, choéby pobieznie, osiggnigcia
tych dziedzin.

Spéjrzmy teraz na role Polski w rozwoju dwudziestowiecznych podstaw
matematyki. Odzyskanie niepodleglosci Polski w roku 1918 zbieglo

sie ze znacznym ozywieniem badan naukowych. Wydawane w Polsce
,Fundamenta Mathematicae” (ktérych pierwszy tom ukazal sie¢ w roku 1920)
skoncentrowaly sie na tematyce szeroko pojetych podstaw matematyki. Profil
,Fundamentéw” byl i jest szerszy niz tylko logika i teoria mnogosci — bardzo
silnie reprezentowana jest tam topologia, o ktdrej tu nic nie piszemy. Niemniej
jednak, od samego poczatku, ,Fundamenta” publikowaly wiele zasadniczych
prac w dziedzinie podstaw matematyki.

Do ,wielkich nazwisk” podstaw matematyki w Polsce miedzy wojnami nalezg
Kuratowski, Sierpinski, a zwlaszcza Tarski. Wyniki tych badaczy znajduja

sie dzié w podrecznikach logiki i teorii mnogosci. Lista wazniejszych wynikéw
zardéwno ich, jak i ich wspélpracownikéw, jest dluga i trudno byloby adekwatnie
przedstawié wszystkie. Z koniecznoéci wspomnimy tylko najwazniejsze kierunki.
Podstawy w Polsce miedzy wojnami uprawiane byly gidwnie w Warszawie 1 we
Lwowie. Badania w dziedzinie ,czystej” teorii mnogosci prowadzili Sierpinski

i Tarski, w dziedzinie ,duzych” liczb kardynalnych Sierpinski, Tarski i Ulam
(stad wlasénie wziely sie liczby mierzalne wspomniane wyzej).

Ulepszajac wczeéniejsze twierdzenie Hausdorffa w 1924 r., Banach i Tarski
pokazali, jak mozna rozlozyé¢ kule na skoriczong liczbe odpowiednich czgéci

i z tych samych czesci zlozyé dwie kule, obie tej samej wielkosci, co wyjéciowa
kula.

Tarski wprowadzil definicje spelniania i wykazal jego podstawowe wlasnosci.

Byt to prawdziwy poczatek teorii modeli. Tarski udowodnil tez twierdzenie

o niedefiniowalnosci pojecia prawdy, udowodnil wiele twierdzen o liczbach
kardynalnych oraz twierdzenie o rozstrzygalnosci geometrii elementarnej. Badano
tez problemy zwigzane z aksjomatem wyboru (Tarski, Lindenbaum i Mostowski),
deskryptywng teorie¢ mnogoséci (Kuratowski, Sierpifski, Tarski i inni) i teorie
wczedcl i calosci” (Ledniewski, Tarski). We wszystkich tych dziedzinach
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znaczace byly wyniki Alfreda Tarskiego. Jego wszechstronne zainteresowania
i mnogoéé twierdzeri doprowadzily do rozkwitu podstaw w Polsce w latach
miedzywojennych.

W czasie drugiej wojny $wiatowe]j zginelo wielu polskich matematykdw,

w szczegblnosei logicy Lindenbaum i Wajsberg, a inni rozproszyli si¢ po $wiecie.
Tarski znalazt prace w Uniwersytecie Stanu Kalifornia w Berkeley. Szczesciem
w Polsce pojawila sie nowa generacja badaczy podstaw, a jako uboczny wynik
rzadéw komunistycznych ulegla tez zmianie organizacja nauki, stwarzajac wiele
nowych miejsc, gdzie matematyka (w tym podstawy) mogta by¢ uprawiana. Na
okres powojenny przypad! rozkwit twdrczosci Andrzeja Mostowskiego. Do swojej
émierci w r. 1975, odgrywal on wielks role w badaniach podstaw matematyki

w Warszawie. Grupa jego uczniéw (Ehrenfeucht, Grzegorczyk, Marek, Rasiowa
i Sikorski), a takze matematycy wroctawscy (w tym Eo$, Mycielski, Pacholski,
Ryll-Nardzewski i Weglorz) wznowili i rozwineli badania podstaw. W Warszawie
uzyskano znaczace wyniki w teorii rekursji, niezupelmoéci arytmetyki, teorii
mnogosci, logikach nieklasycznych i innych dziedzinach. Kiedy w r. 1950 Tarski
zaproponowal program badan teorii modeli, Mostowski i jego wspélpracownicy
(szczegélnie Ehrenfeucht) odegrali w nim duza role, np. znalezli tzw. metode
elementéw nieodréznialnych. F.oé (ktéry pracowal we Wroclawiu, a péénie;

w Toruniu i w Warszawie) wprowadzil fundamentalna konstukcje ultraproduktu,
a takze pojecie ,kategorycznoéci w mocy”, jedno z podstawowych narzedzi
teorii modeli. Prace Cohena spowodowaly, ze wielu uczniéw Mostowskiego
zajeto sie modelami teorii mnogodci i jej fragmentéw. To z kolei doprowadzilo
do uogdlnierr pojecia kwantyfikatora, a takze do badan fragmentéw arytmetyki
(istotnych w podstawach informatyki). Istotne tez byly wyniki Szmielew, w tym
dowdd rozstrzygalnosci teorii grup abelowych i wiele rezultatéw w podstawach
geometrii. Rasiowa i Sikorski rozwijali algebraiczne podejécie do logiki. Dalsze
badania Rasiowej ewoluowaly w kierunku podstaw informatyki, prowadzac do
nowych zastosowan podstaw.

We Wroctawiu dzialali: Lo§, Ryll-Nardzewski i Stupecki, ktérzy uzyskali wazne
wyniki w teorii modeli (wspomniane wyzej) oraz w aksjomatyzacji arytmetyki.
Tam tez, w roku 1961 Mycielski i Steinhaus sformulowali aksjomat determinacji.
Teoria determinacji nalezy nadal do bardzo zywych tematéw teorii mnogoéci.

I dzisiaj badania podstaw kontynuowane sg w Polsce, przede wszystkim

w Uniwersytecie Warszawskim, Uniwersytecie Wroctawskim i Instytucie
Matematycznym PAN, a takie w innych osrodkach. Mozna oczekiwaé, ze i dalej
beda prowadzone.

Czas na podsumowanie. Spytajmy wigc jakie sa najwicksze osiagniecia podstaw
matematyki w dwudziestym wieku? Wskazemy tu trzy, naszym zdaniem
najwazniejsze.

o Zostal zbudowany $cisly jezyk dla matematyki. Mozemy wigc dzi§ powiedzieé,
czym s zdania matematyczne oraz co to jest dowdd, czyli wyprowadzenie
zdania z jakiego$ zbioru aksjomatéw. Twierdzenie Gddla o zupelnoici dla

logiki pierwszego rzedu pokazuje adekwatno$é tego pojecia dowodu wzgledem
sprecyzowanej przez Tarskiego semantyki opartej na pojeciu struktury relacyjnej
(modelu). Matematycy dawniejszych wiekéw odwotywali sie do intuicji logicznej,
ktéra dopiero w XX wieku zostala w petni opisana i wyjasniona.

¢ Zostata zbudowana aksjomatyczna teoria mnogoéci oparta na jednym
pojeciu pierwotnym: nalezeniu elementu do zbioru. Dzisiejsza matematyka jest
ugruntowana na tej teorii. Jej aksjomaty sa tak proste, Ze mozna je zmiescié
na jednej stronie. Niemniej teoria ZFC nie rozstrzyga wielu pytan z zakresu
arytmetyki liczb naturalnych lub podstaw analizy matematycznej. Nadal trwa
rozbudowa teorii ZFC za pomoca nowych mocnych aksjomatéw.

e Zostala zbudowana teoria funkcji obliczalnych i algorytméw. Mamy jasne
rozréznienie miedzy ogélnym pojeciem funkcji, a jego podklasa funkeji
obliczalnych (o argumentach i wartosciach naturalnych lub rzeczywistych).
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Zniklo dawne pomieszanie miedzy ogdlnym pojeciem funkcji i bardziej
specjalnym pojeciem funkcji obliczalnych. Badane sg tez bardziej konkretne
pojecia (na przyklad klasy PTIME i NPTIME).

Zatem podstawy matematyki ulegly wielkiemu rozwojowi w XX wieku, pomimo
tego, ze naturalna hipoteza, iz podstawowe teorie matematyczne (PA, ZFC)

sa zupelne, zostala obalona przez Gédla. Stwierdzenie Hilberta, ze , Musimy
wiedzieé¢, bedziemy wiedzie¢” okazalo sie zbyt $miale — matematyka jest
bogatsza i mniej uchwytna niz sadzono. A jednak uzyskano odpowiedzi na
podstawowe pytania XIX wieku i odpowiedzi te okazaly sie zaskakujace i pigkne.
Nasuwa. sie¢ pytanie, czy podstawy matematyki (i informatyki) za sto lat beda
nadal oparte na pojeciach, na ktérych byly oparte w wieku dwudziestym.
Zaryzykujmy twierdzenie, Ze uniwersum zbioréw z relacja nalezenia pozostanie
fundamentalna struktura, na ktérej opierac si¢ bedzie cala matematyka.

Na zakoficzenie sformulujemy trzy otwarte problemy podstaw matematyki, ktore
wydaja nam sie szczegdlnie wazne.

— Rozwingc efektywne metody automatycznego budowania dowodéw hipotez
matematycznych, a przynajmniej takich, ktére maja proste dowody! Istnieja
juz interesujace metody tego rodzaju (zajmuje sie¢ tym dziedzina nazywana
»automatyczne dowodzenie twierdzeni”), ale te metody ani nie umiejg budowaé
wigkszosdci dowoddéw, ktére matematykom wydaja sie tatwe, ani dowody, ktére
te metody buduja matematykom nie wydaja sie latwe. Poza tym dotychczasowe
metody nie sg dynamiczne w tym sensie, Ze nie umieja postugiwaé sie wiedza
matematyczng, ktéra mozna by im dostarcza¢. Mamy nadzieje, iz postepy
sztucznej inteligencji w XXI wieku doprowadza do znalezienia efektywnych,
dynamicznych metod dowodzenia hipotez matematycznych.

— Czy wszystkie zbiory liczb rzeczywistych nalezace do klasy OD lub

nawet do klasy OD[R)] (patrz powyzej) sa zdeterminowane w sensie
Mycielskiego-Steinhausa? Jest to hipoteza podobna do hipotezy continuum

w tym sensie, ze jest ona niezalezna od aksjomatéw ZFC plus wszystkie znane
aksjomaty istnienia duzych liczb kardynalnych i jest takze niesprzeczna z teoria
ZFC przy zalozeniu istnienia duzych liczb kardynalnych.

— Czy PTIME # NPTIME lub choéby PTIME # PSPACE?

Pytania te i podobne dominuja wspoélczesna informatyke teoretyczna i pierwsze
z nich mozna rozumie¢ jako problem trudnosci pytan typu: ,czy istnieje dowéd
danej hipotezy nie przekraczajacy danej dlugoéci”. Na razie problem ten opiera
si¢ wysilkom wielu informatykdéw, logikéw i matematykéw.
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