Pod prad
Tomasz NOWICKI

1. Dlaczego nikt w szkole nie slucha nauczyciela
matematyki?

Kazdemu nauczycielowi, a nauczycielowi matematyki szczegdlnie czgsto, zdarza
sie wyklada¢ temat zupelnie niezainteresowanemu gronu stuchaczy. Najczesciej
reakcja sali jest martwa cisza, w wyjatkowo aktywnych i zyczliwych grupach
komentarze i pytania — po co nam rachunek zdan, przemiana pokolen, czy
klasyfikacja ubezdzwigcznieni. Nigdy nie bedziemy uzywac schematu Bernoullego,
cewki Malpighiego czy éredniéwki. Martwa cisza, albo szmer rozméw, chichoty

i szurgot przegladanych teczek jest réwnie czgstym gosciem sal seminaryjnych,
gdzie nie ma tak wyraZnie zaznaczonej hierarchii nauczyciel — uczen.

Kiedy mamy na sali jedng czy dwie obojetne lub wrogie osoby, albo jesli zajecia
maja charakter incydentalny, to nie ma czym si¢ przejmowac. Jezeli jednak
zajecia maja trwaé semestr, caly rok, albo nawet kilka dni z rzedu, a w calej
klasie nie mozemy znalezé choéby jednej przyjaznej duszy, to urzeczywistnienie
przygotowanego planu moze okazac sig niewyobrazalna meczarnia i to zaréwno
dla stuchaczy jak i dla prowadzacego.

Tego rodzaju doéwiadczenia sa znane tez tym, ktérzy udzielali w czasach
studenckich korepetycji na zlecenie rodzicéw dzieci odmawiajacych aktywnosci
umystowej czy to z domniemanego lenistwa, czy to z powodu krzywdy jaka
im wyrzadzili stabi pedagodzy, nauczyciele odbebniajacy zajgcia, albo nazbyt
wymagajacy wielbiciele swoich dziedzin, dzielacy uczniéw na wybitnych
przysztych uczonych i nic nie znaczaca reszte.

Bardzo cigzko jest uczestniczy¢ w takich zajeciach, a jeszcze trudniej jest je
prowadzié. Po studiach matematycznych w Uniwersytecie Warszawskim uczylem
przez dziesigé lat matematyki 1 statystyki w SGGW - studentami byli przyszli
weterynarze, lesnicy, rolnicy, melioranci i mechanizatorzy. Nie po to szli na
uczelnie rolnicza, zeby poznawaé calki, ekstrema zwigzane, macierze, zmienne
losowe, przedzialy ufnoéci, testy istotnosci oraz inne réwnie egzotyczne i zupelnie
niepotrzebne pojecia. Réwniez przez kilkanascie lat nauczania w UW czesto
wykladatem matematyke przysztym biologom, psychologom, ekonomistom,

czy socjologom. Ich nastawienie nie byto inne. Podobnie tez bylo na zajeciach
sobotnio—niedzielnych dla studentéw pracujacych, a réwniez w liceach, czy to
panstwowych, czy prywatnych.

Jakie sa przyczyny odmowy wspéipracy intelektualnej ze strony studentéw?
Pominmy tu problem zabijania przez system szkolny naturalnej ciekawosci
dzieci. Pomifimy bledy pedagogiczne i dydaktyczne ich poprzednich nauczycieli.
Jest jak jest i co mozna z tym zrobi¢? Zacznijmy od banalu: matematyka jest
nudna, bo jest niezrozumiala. Jest niezrozumiala, bo jest trudna. Jest trudna,
bo trzeba sie jej caly czas uczy¢. Uczy¢ si¢ nie sposéb, bo jest nudna. Bledne
kolo zawstydzonego pijaka.

Wyposazenie nauczyciela matematyki — program, podrecznik, doswiadczenie
— nie podpowiada jak motywowaé uczniéw. Najczesciej decyduje o tym
nastawienie do studentéw, a to jest przekazywane w Srodowisku przez osmozg.
Nauczyciel jest rozliczany z realizacji programu, a nie z tego jaki porzadek
zostawi w glowach. Obawiam sie, ze réwniez w przypadkach programow
autorskich i zindywidualizowanych sukcesem nie jest podniesienie $redniego
poziomu, ale osiagnigcia szczytowe — hodowla wyczynowcow.

Kiedy prowadzimy zajecia bezposrednio zwiazane z gléwnym kierunkiem
ksztalcenia mozemy oczekiwaé przynajmniej Sredniej, wewnetrznej motywacji
stuchaczy. Matematyka na matematyce, fizyce, w klasach matfiz, w kotkach
zainteresowan jest inaczej odbierana niz na psychologii, zootechnice czy grafice.
Jednak, nawet w tak komfortowych warunkach jak grupy gwiazdkowe, nie mozna
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spodziewaé si¢ nieustannej wytezonej pracy, a co dopiero na tych kierunkach,
gdzie czesto uczestnicy zajeé znalezli sig przez wybd6r negatywny — tam nie miato
by¢ matematyki.

Doéwiadczenia kraficowe — z jedne] strony $cisle zaprogramowane zaj¢cia

z gwiazdkowymi grupami studentéw matematyki, albo ze studentami
informatyki (najlepiej wéréd wszystkich kandydatéw zdajacymi
ogdlnouniwersytecki egzamin wstepny z matematyki), a z drugiej strony
swobodne w wyborze tresci konwersatoria ze studentami I roku Wydzialu
Grafiki ASP — sa oczywiscie bardzo rézne, a jednak mozna prébowaé odszukac
wspdlny mianownik.

Niemal od poczatku mojej pracy nauczycielskiej prébowalem wmawiaé
studentom, ze nie warto tracié czasu. Skoro maja spedzi¢ co najmniej 60 godzin
w semestrze na przeczekiwaniu matematyki réwnie dobrze (po odrobieniu
ukradkiem w ostatniej lawce ¢wiczen z niemieckiego i opisie doswiadczen
chemicznych) moga prébowaé cos z zajeé skorzystac. Oczywidcie jest to z punktu
widzenia realizacji zaplanowanego materialu program defetystyczny. Z drugiej
strony abstrakcyjne polecenie: siedz, shuchaj i korzystaj, jesli potrafisz, spotka
si¢ z obywatelskim niepostuszeristwem, chyba ze péjdzie za tym konkretna
propozycja. Belfer musi by¢ showmanem, ale show powinien mieé solidng
osnowe. Nie mozna opowiadaé przez cale zajecia anegdotek. Czyli wracamy do
programu, calek, macierzy i duchowej nieobecnosci stuchaczy.

Nauczyciel poza oczywistym (a nie zawsze faktycznym) opanowaniem materii na
co najmniej dwa stopnie ponad uczniem powinien mieé¢ ogélng wizje roli swego
przedmiotu w otaczajacym $wiecie. Taka spéjna wizja nie moze zmieniac sig od
klasy do klasy, ani zalezeé¢ od poziomu stuchaczy - zmieniaé sie moze tylko jej
przedstawianie, opakowanie w stowa.

2. Dlaczego to, co robimy w szkole to nauka, a nie
badania lub poznawanie?

W tej czesci naszej kultury, ktorej zalezy na tradycji greckich filozoféw,
renesansowych badaczy, uczonych z przelomu wieku XVII i XVIII,
o$wieceniowych encyklopedystéw, dziewietnastowiecznych specjalistéw

i kongreséw nauki ostatniego stulecia, zakorzeniony jest paradygmat naukowy.
Uczeni moéwia, ze Swiat jest poznawalny przez do$wiadczenie i rozum.
Dos$wiadczenia zwiekszajace poznanie musza by¢ sprawdzalne, powtarzalne
przez niezalezne zespoly badaczy w innym miejscu i czasie. Teorie musza
dawaé wiecej niz do nich wlozono - nie tylko doktadniej i doglebniej opisywaé
dotychczas znany $wiat , ale i przewidywaé nowe, sprawdzalne zjawiska.
Rozumowania i argumenty powinny dawacé sie przesledzi¢ do najdrobniejszych
detali niezaleznie od obecnoéci ich autora. Ten rodzaj spolecznej akceptacji
nazywamy obiektywnoscig nauki.

Kazda dziedzina nauki ma swdj wlasny jezyk, ktérym $wiat opisuje.
Hermetyczno$é nauk, poza rzadkim wyrafinowaniem intelektualnym,

wynika gléwnie z rozwoju tych jezykéw. Slownictwo i kontekst w biologii sa
odmienne niz w filologii, fizyce czy archeologii. Jesli po odrzuceniu pewnych
obcobrzmiacych terminéw mozemy rozumieé (choéby powierzchownie) o czym
mowig uczeni, to dlatego, ze jezyki tych dziedzin jeszcze w swej ewolucji nie
odbiegly zanadto od jezyka potocznego i sa jeszcze dosyc ze soba spokrewnione.
Odwoluja sie te jezyki do obiektéw powszechnie znanych, albo przynajmniej
takich, o ktérych mozna méwic prostymi analogiami. Jednak nawet wtedy
kontekst réznych galezi wiedzy niesie odmienne znaczenia, bowiem w obrebie
poszczegdlnych dyscyplin na co innego kladzie sie akcent i od innych cech sie
abstrahuje. Slowo ewolucja — cho¢ budzi podobne skojarzenia — inaczej jest
rozumiane w biologii, fizyce czy filologii.

Ta umiejetnos¢ abstrahowania stanowi o sile nauki, ale w pierwszym
przyblizeniu prowadzi do jej rozdrobnienia. Rzadkie sa przypadki, kiedy jeszcze
silniejsze abstrahowanie prowadzi do syntezy nauk, tej syntezy, ktéra z wady
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specjalizacji czyni zalete réznorodnoéci punktéw widzenia. Abstrahowanie
jest sztuka trudng, wybdr tego co istotne i odrzucenie tego co nieistotne nie
jest oczywisty. Klopoty z fizyka w szkole czesto spowodowane sa tym, ze nie
wiadomo, w ktérym miejscu nalezy uzy¢ dodatkowej wiedzy, a w ktérym
pominaé efekty uboczne.

Nauczanie encyklopedyczne polega na przekazywaniu efektéw wielowiekowego
abstrahowania bez pokazywania samego procesu. Przekazujemy uczniom
schematy i klasyfikacje, narzucajac im wybdr istotne/nieistotne dokonany przez
pokolenia badaczy. W istocie przekazujemy nastepujace poslanie — $wiat jest
poznawalny i juz zostal {w zasadzie) poznany. Nie przedstawiamy tajemnic

i hipotetycznodci naszej wiedzy z obawy, ze uczniowie zlekcewazg nauczyciela,
ktéry nie wie wszystkiego i sam zadaje pytania, na ktdre nie zna odpowiedzi,

a takze dlatego, ze w odkryte, oslabione ignorancja miejsca §wiatlej wiedzy
moze wcisngé sig¢ zabobon, ciemnota i magia. Tak szczytny cel powoduje, ze
zabija si¢ w uczniach ciekawod¢, instynkt badawczy, a buduje sie zniechecenie

i odrzucenie postulatu poznawalnosci $wiata i mozliwoéci jego racjonalnego
objasnienia. A przeciez z wielu swiadectw widzimy, ze wystarczy wéréd
pedagogéw-encyklopedystéw jeden nauczyciel, ktéryby pokazywal, ze tajemnice
sa 1 jak sobie z nimi radzié, aby w ten sposéb rozbudzié zainteresowanie
niekoniecznie jego wlasng dziedzing.

Matematyka jest nauka budowana na $wiadomosci abstrahowania. Poczatkowe
pojecia w matematyce — liczba, przestrzen, figura, zwiazki, operacje

i przeksztalcenia — s3 juz abstrakcjami. Nauczanie w matematyce zaczyna

si¢ od abstrakcji, a nie jak w szeregu innych dziedzin na abstrakeji koniczy.
Bardzo szybko od zabawy patyczkami i liczydtami przechodzi sie do operacji
na symbolach i to nie symbolach tych przedmiotéw, ale symbolach ich
pewnych (niejasnych poczatkowo) wlasnosci. Przedmioty matematyki nie

sa przedmiotami fizycznymi, obiektami poznawalnymi zmystami. Préby
oddzialywania na wyobraznie shuchaczy, przedstawianie dobitnych przykladéw
wymaga niezlej gimnastyki ze strony nauczyciela. Malo tego, wiekszosé
matematyki po trzeciej klasie szkoly podstawowej, to wiedza i umiejetnodci
potrzebne na potem, bez dostgpnych modeli. Przeciez wielokrotnie nauczyciele
fizyki/chemii/geografii méwia matematykowi — dlaczego jeszcze nie przerobiles
wektordw /proporcji/skali, zaraz mi to bedzie potrzebne.

Jak wiec sensownie uczy¢ i nie marnowaé czasu swojego i uczniéw? Staram

si¢ dotrze¢ do istoty omawianych probleméw i zrozumieé potrzeby - nie tylko
praktyczne, ale i poznawcze shuchaczy. A jesli program nie zostanie zrealizowany,
to trudno, lepiej bowiem jest zainteresowaé niz uczyé i nie nauczy¢.

3. O czym ma opowiadaé¢ nauczyciel matematyki, zeby
shuchali go artysci (i ksiegowi)?

Studenci I roku Wydzialu Grafiki ASP w Warszawie zostali przez ich dziekana
postawieni w nieprzyjemnej sytuacji. Oprécz wielu wymagajacych projektéw,
ktére powinni wykonaé starannie, sensownie i w terminie, a takie rzemiosto
jest dla nich zazwyczaj nowoscia, musza tez uczestniczyé w obowigzkowym
konwersatorium z matematyki w wymiarze 2 godziny tygodniowo w semestrze
letnim. A przeciez wydawalo im sie, ze bedg artystami! Jeszcze przetkng
koniecznosé zmudnego $leczenia nad technika, precyzja i estetyka, bo te
¢wiczenia warsztatowe by¢ moze przydadza sie w przysztym zawodzie. Ale byli
pewni, ze koszmar matematyki maja po maturze za soba. A jeszcze przedmiot
trzeba zaliczy¢, a wigc na koniec zaje¢ przedstawié projekt, ktérego wartoéé
artystyczna, lub warsztatowa nie jest tak istotna jak wklad intelektualny, musza
bowiem w swym dziele wykazaé, ze pojeli dobrze idee matematyczne, ktére sig
przewijaly przez dziesie¢ spotkad konwersatorium.

Wprowadzanie tych zaje¢ mialo dluzsza historig ~ poczatkowo co kilka lat
odbywaly si¢ pojedyncze, nieformalne spotkania, na ktérych pokazywalem
rézne, pobudzajace wyobraznie zjawiska wystepujace w matematyce.
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Jej skrét przedstawiamy na str. 6-9.

Méwilem o czwartym wymiarze, posadzkowaniu przestrzeni i powierzchniach
jednostronnych, ilustrujac to niezdarnymi szkicami i machaniem rekami.
Pézniej shuchaczom z nowych pokoleri studenckich opowiadalem o tych
elementach geometrii, ktére moga si¢ praydaé przy uzywaniu programéw
grafiki komputerowej, byly to wiadomoéci o ukladach wspélrzednych,
geometrii rzutowe], czy odwzorowaniach afinicznych. Spotkania mialy forme
nieobowigzkowej serii dziesieciu wyktadéw, na ktérych z poczatku widywalem
caly grupe, a od potowy do konica juz tylko jedna osobg (zreszty dziecko
obciazone dziedzicznie matematyka). Wreszcie od dwéch lat zajecia staly sie
obowiazkowe, a rezultatem ich jest ksiazeczka, rodzaj katalogu zawierajacego
wszystkie prace zaliczeniowe, okraszone tekstem luzno nawigzujacym do
przerabianego materiatu.

Jak trafi¢ do tego grona stuchaczy — czujnych, ale chetnych do skupienia sig
na czyms$ zupelnie innym, od czego zaczac i do czego dazyé? Postawilem

na wspélnictwo. Najpierw w rozmowie opisywali§my wspdlne obiekty
zainteresowania — a wiec przestrzen i jej odwzorowanie na plaszczyzng. Co to
jest przestrzen, jakie ma atrybuty, jakim jezykiem ja opisac, jakie pojecia sa
nam potrzebne? W naturalny sposéb pojawily si¢ proste, plaszczyzny i punkty,
wnetrze, zewnetrze, odleglosci, symetrie, wymiary i liczby. O kazdym takim
pojeciu rozmawialiémy najpierw w jezyku potocznym, a potem precyzowaliSmy
poprzez przyklady i paradoksy, co jeszcze jest takim obiektem, a co juz sig

w naszym rozumieniu nie mieéci. Przy okazji przedstawialem jak definiuje sig
te pojecia w matematyce i dlaczego tak si¢ to robi. I pilnowalem, zeby kolejne
abstrakcje byty opisywane tylko przez poprzednie (a nie nastgpne) oraz przez
liczne przyklady majace wspdlne cechy odpowiadajace omawianemu pojeciu,

a poza tym bardzo réznorodne.

Moim oczywistym celem bylo naklonienie studentéw do namystu nad potocznie
i czesto przez nich uzywanymi pojeciami, a to poprzez zderzenie ze spojrzeniem
z innego, zupelnie im obcego punktu widzenia. Poza odrobing przymusu
(sprawdzanie listy, no i psychika I roku) motywacja bylo przyszle wydawnictwo,
a wiec uczestnictwo w tworzeniu czego$ bardzo konkretnego. Ta motywacja

nie byla az tak silna, poniewaz byt to pierwszy raz i nie bardzo studenci
wierzyli, Ze coé sie zrobi i nie wyobrazali sobie (nikt inny tez nie) jaki bedzie
koncowy rezultat. Celem nieco ukrytym, choé nie ukrywanym, bylo podsunigcie
mysli, e oprécz techniki i emocji w ich pracy moze przydac si¢ przekonanie o
zasadniczej, choé niespelnialnej poznawalnosci swiata, o tym, ze racjonalno$c
moze funkcjonowaé nie tylko w kontekscie aktywnosci zawodowej, przy liczeniu

honorariéw i zabieganiu o prestiz, ale tez jako narzedzie pomocne w ich przyszlej

tworczosci.

Niech jednak nikt sie nie tudzi, ze studenci matematyki sa niepodatni na tego
typu zmartwienia. Oczywiscie rzecz si¢ odbywa na innym poziomie, ale w kazdej
grupie, z ktéra miatem do czynienia bylo kilku bystrzakéw, ktérzy w mig
odgaduja, co za chwile bedzie, nie peszylo ich to, ze czgsto si¢ mylili. Bylo tez
zawsze kilka osdb, ktérym sie wydawalo, Ze nic nie rozumieja, bo rozumowali
wolniej (czasem za to solidniej) i zawsze byli o trzy sekundy wolniejsi niz reszta.

W znacznie trudniejszej sytuacji jest naiiczyciel przedmiotéw matematycznych
na studiach dla pracujacych w wyszszych szkolach wdzieku i biznesu. Studenci -
z wyjatkiem mlodzieficéw przeczekujacych wojsko — pracuja czesto od wielu lat,
w pelnym wymiarze, maja na gtowie dom i prace, niejednokrotnie dojezdzaja

z daleka, po dwie, trzy godziny w jedna strone, i z pewnoécia nie maja glowy
do abstrakcji i epistemologii. Jestem pelen podziwu dla ich determinacji, z jaka
chcg zdobyé kwit za§wiadczajacy o wyzszym wyksztalceniu, zwany dyplomem
licencjata. Znajomoéé matematyki jest znikoma ~ arytmetyka idzie sprawnie

na liczbach dwu-, trzycyfrowych, moina tez liczyé na rozwigzanie réwnania
liniowego z jedna zmienna (bez parametru i innych komplikacji). Zwracam
uwage, ze sa wéréd nich osoby zajmujace sie¢ w przedsigbiorstwach rachunkami

i bilansami. Jakze tu méwié o kryteriach zbieznoéci szeregéw, o pochodnej
funkcji zlozonej, o ekstremach lokalnych i zwigzanych funkcji wielu zmiennych,
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o macierzach i interpretacji geometrycznej rozwigzan uktadu réwnan, nawet
o wykresach kilku podstawowych funkcji elementarnych.

W programach studiéw bgdacych jedna z podstaw do uzyskania przez szkole
uprawnief do wydawania dyploméw, zawarty jest prawdziwy koncert zyczen,

a praktycznym progiem nie jest umiejetno$é¢ calkowania, lecz sprawnego
operowania na ulamkach. Czy mozna pogodzi¢ wymagania z mozliwosciami?
Przez dziesig¢ spotkann w semestrze staram si¢ na przykladach uzasadnié, ze
wprowadzane nowe (dla studentéw) metody miewaja sens. Zaliczanie i egzaminy,
to gldwnie sprawdzian umiejetnodci rozpoznawania jakiego typu problem laczy
si¢ z jakim typowym sposobem rozwiazania - same rozwiazania sa zredukowane
do minimum schematu. Jednak juz to stanowi olbrzymia trudnoéé.

Krag: problem rzeczywisty, jego model schematyczny, redukcja do problemu
matematycznego w postaci réwnania lub funkcji, odszukanie rozwiazania
matematycznego, interpretacja w schemacie i druga w rzeczywistosci z lista
zastrzezen i poczynionych uproszczeri — ten krag jest za diugi i nie do ogarnigcia
dla typowego studenta. W szkole bowiem nie méwimy tego, ze $wiat poznajemy
poprzez modele, metoda przyblizen i kolejnych krokéw, zmudnego docierania

do sedna. Standardem jest poglad o tym, ze podawana wiedza jest pelna

1 kompletna, a co si¢ w niej nie miesci jest zle, anaukowe i moralnie podejrzane.
A nienaukowe i podejrzane nie moga by¢ tresci stwierdzet: i gloszonych tez
przez niezgodnos$¢ z powszechnie prayjeta wykladnia nauk, sa one bowiem
prawdziwe lub falszywe lub stanowig hipotezy w trakcie weryfikacja. Nienaukowe
i podejrzane moga by¢ jedynie niekonsekwentne metody uzasadniania, stabe
argumentacje lub czgsto ich brak skrywany pod pigknymi, nadetymi stowami.

W kazdym trybie ksztalcenia idzie o zachowanie delikatnej réwnowagi miedzy
egalitarnym — dostepnym dla wszystkich, a wiec na nizszym poziomie i elitarnym
— ksztalcagcym najlepszych i srubujacym wymagania - podejiciem do uczniéw.
Mozna opowiada¢ bajki i schematy, a mozna wprowadzaé coraz to bardziej
wyrafinowane konstrukcje intelektualne. W mojej dziatalnosci naucsycielskiej
zamiast wybieraé¢ miedzy pytaniami: co robié? jak robié? i po co? staram

si¢ podpowiadaé shuchaczom dlaczego to wazne, jak to moze dzialaé i jakie
skojarzenia to w nas budzi.

Zadaniem matematyki nie jest bowiem dowodzenie twierdzesi, ani poznawanie
swiata, cho¢ shuzg temu w innych naukach narzedzia matematyczne. Zadaniem
matematyki jest lepiej $wiat zrozumieé.

Warszawa, 10. listopada 1999 r.




Oto przykladu stylu méwienia o matematyce 2 grafikami.

Wzorce

Swiat postrzegamy poprzez Wzorce. Rozpoznajemy
to, co juz znamy. Do nieznanego dobieramy

klucze. Niepelne zarysy przykrawamy do naszej
wiedzy i wrazliwosci. Zupelnie nowe doéwiadczenia
przedstawiamy przez negacje, jako niewyobrazalne
szczedcie, niewypowiedziany bél, niesamowity
widok, tragedie nie do opisania. Nastgpne zdarzenia
podobnego rodzaju znajduja juz poréwnanie.

Stowa

Opisujemy to, co mozemy nazwat. Wspominamy
spacer po tace. Zauwazamy i pamigtamy to, co
mozemy nazwaé. Laka byla zielona, pelna zidl

i owadéw. Im wiecej znamy stéw, tym wiecej

i dokladniej potrafimy opisywac. Rosty trawy, gtdwnie
kostrzewa i rajgras, brzeczalty pszczoly, bzykaly
muchy, brzmial trzmiel. Jezyk pozwala na wspdlnote,
umozliwia dzielenie sie do§wiadczeniem. Przygotowuje
do poréwnania nowego ze znanym, cho¢ nie przezytym
osobiscie. Nazwy, pasujace do réznych sytuacji,
odbieraja opisowi wiele indywidualnoéci. Zdarzenie
uproszczone w opisie moze by¢ wzorcem do wielu
réznych do§wiadczen.

Struktura i znaczenie

Wspominamy obrazy, zapachy i wrazenia przez
skojarzenia i opisy. Znaczenie slowa rozpoznajemy
poprzez kojarzenie z sytuacjami, w ktérych bylty uzyte.
Slowa wigzemy w zdania, nadajac im dokladniejsze
znaczenie poprzez zestawienie z innymi. Zdania wiaza
sie w opisy. Uczymy sie tych innymi. Zdania wiazg si¢

:\ | _\
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Zostaly one wziete z wydanego przez Wydzial
Grafiki warszawskiej Akademii Sztuk Pigknych tréjjezycznego albumu Klasa abstrakcji (przedruk za zgoda
Dziekana Wydzialu Grafiki Akademii Sztuk Pigknych w Warszawie).

w opisy. Uczymy sig tych zestawien, rozpoznajemy
ich wzorce. Poznajemy nowe nazwy, gdy pojawiaja
sie w miejscach zazwyczaj uzywanych przez znane juz
stowa. Znane slowa nabieraja nowego znaczenia, jesli
odnajdziemy je w znanych zestawieniach, w ktdrych
dotychczas ich nie bylo. Uczymy si¢ nowych struktur
widzac znane slowa powiazane w nowy sposob.

Analogie i abstrakcje

Mozemy korzystaé z jezyka, bo potrafimy poréwnywaé
i rozrézniaé. Mlodsi maja malo doéwiadczenia i duzo
jest dla nich nowego. Ucza, si¢ wzorcéw, ich nazw,
znaczen i kontekstéw. Starsi poréwnuja z tym,

przez co juz przeszli lub z tym, czego si¢ nauczyli.
Nadaja nazwy cechom rézniacym, laczg i zmieniaja
konteksty. Laczymy zjawiska, ktére poréwnujemy,
nadajac im wspélng nazwe. Rozréiniamy dzigki
wrazliwosci. Baczymy podobne dzigki przenikliwosci.
Postrzegamy przedmioty o tej same]j barwie, ktdrej
nazwe znamy. Abstrahujemy barwe jako ceche wspdlng
tych przedmiotéw. Obserwujac wiele przedmiotow

o wspélnej, nieznanej barwie szukamy jej nazwy.

Symbole 5
Podobne do nazw sa symbole, umowne znaki l
przenoszace tresci i uczucia. Niektére symbole wydaja

sie uniwersalnie czytelne, inne znowu maja znaczenie

tylko dla niewielu. Ten, kto biegle opanowal jezyk “
symboli, zdaje si¢ widzie¢ w nich rzeczywistos¢, ktéra

maja przedstawiac. Inni rozpoznaja powtarzajacy

sie znak, nie lacza z nim ukrytych znaczen. Brak

zrozumienia nie zasmuca ich, choé moze irytowac.
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Artysci

Sa osoby szczegdlnie wrazliwe i przenikliwe, potrafigce
wydobyé subtelne réznice i nieoczywiste zwiazki. Ich
rzemiosto umozliwia przekazanie nowego znaczenia,
polaczenie znanych symboli, tworzenie nowych.

Przestrzen

Méwimy o przestrzeni, o miejscu gdzie sie znjdujemy,
o scenie, na ktdrej dziatamy przeksztalcajac

stare, gdzie staje si¢ nowe. Méwimy tez o innych
przestrzeniach, duchowych, emocjonalnych. Opisujemy
blisko$é¢ punktéw i bliskos¢é mysli, i bliskosé ludzi,

i blisko$¢ uczué. Méwimy o punktach przestrzeni,

o przedmiotach, o ich wzajemnym polozeniu,

o porzadku. W koncu opisujemy sposoby, ktérymi
chcemy te przestrzenie przedstawié¢, zredukowaé lub
nada¢ im nowy sens. Przestrzen, gladka i rozciagla,
rozcinang i dzielong powierzchniami, ktére nie
pozostawiaja w niej trwalych $laddw, ztozong z ziaren
punktéw, ale niepodzielng na te ziarna, te przestrzen
opisujemy przez jej wlasnosci, wprowadzajac pojecia,
ktérych nie potrafimy juz bardziej redukowad.
Najpierw odnosimy si¢ do dosSwiadczenia, na ktére
nalozyt sie jezyk, ten znany od dziecinstwa. Widzimy
powierzchni¢ ziemi i lustra wody, lini¢ wzroku
wzmocniong wyciagnietg reka i linie horyzontu,
obecna cho¢ nieosiagalna. Odnajdujemy rytm

i symetrie. Postrzegamy plaszczyzne symetrii
rozcinajaca przestrzen na dwie bliZniacze polowy. Na
tej plaszczyinie mozemy wprowadzi¢ oé symetrii, jak
$lad zgiecia na kartce. Inna linia na tej samej kartce
tworzaca nowa symetrie plaszczyzny z osia wyznacza

cztery katy proste.
Odleglosé

Céz to jest prosta, ktéra wyluskaliSmy symetriami
z przestrzeni, céz to sa symetrie 1 blizniaczoéé $wiata,
ktora je podpowiada ? Méwimy — wszystko z tej

Zofia Bartoszewska

Anna Pai

strony jest tak samo polozone jak z tamtej, w tych
samych odlegloiciach. Nasze do$wiadczenie prostej jest
takie. Robimy kilka krokéw po prostej, zatrzymujemy
sig, a potem jeszcze kilka nastepnych. I jesli to bylo
wzdluz prostej, to nie mozemy tego spaceru skrécic.

A jesdli chodzilismy wzdhuz réznych prostych, to
mozemy. Rozpoznajemy prosta przez dhugoéé spaceru,
przez pomiar odleglodci wiazacej jego poczatek

i koniec. Jezeli wracamy po prostej, to robimy tyle
samo krokéw wstecz, co do przodu.

I nie da sig ruszy¢ z miejsca nie robiac kroku. Odleglosé
wiazemy z przestrzenia, a nie z czasem. Bo mozna
skréci¢ czas dotarcia do celu odchodzac na bok,
opuszczajac prosta, aby wynajaé wierzchowca. Bo

idac z powrotem mozna i$¢ wolniej ze zmeczenia, albo
szybciej zbiegajac z gérki. Kiedy mamy w przestrzeni
odleglos¢ mozemy méwié o prostych, o odcinkach,

o kotach i kulach, o tréjkatach, katach i calej geometrii.
Odleglosé jest liczba wiazaca dwa punkty w przestrzeni.
I cho¢ wiele mozna powiedzieé nie odwolujac sie jawnie
do wartosci tej liczby, a tylko méwiac, ze jest réwna
lub wigksza od innych odleglosci, to musimy mieé
swiadomo$¢, ze te liczby opisujace odlegloéé dobrze
znamy i rozumiemy. I musimy wiedzie¢, co to sg liczby
dodatnie i jak je dodawad, i co to jest zero, i dlaczego
jest takie specjalne. Mozna méwié o odleglosci, jako
nieujemnej liczbie uzywajac tylko tych trzech cech

- réwnoéci tam i z powrotem, niemozliwosci skrétu
przez urozmaicenie drogi i unieruchomieniu, albo
réwnoéci poczatku i korica spaceru, gdy odlegltoéé nie
jest dodatnia. A jesli sie z tym zgodzimy, to zobaczymy
przestrzenie, w ktérych zupelnie inaczej wygladaja
proste i kota, niepodobne do prostych $wierkéw i kél
na wodzie. Gdy jednak pomyslimy, ze prosta sktada sie
z tych miejsc, ktére mozna odwiedzi¢ w jednej podrézy
nie nakladajac drogi, a okrag to miejsca, z ktérych
mamy do $rodka tak samo daleko, to rézne ksztalty
prostych i okregéw beda odzwierciedlaty réine sposoby
podrézowania.



Wymiar

Obraz jest redukcja przestrzeni do plaszczyzny.
Méwimy: przestrzen jest tréjwymiarowa, plaszczyzna
dwuwymiarowa, a prosta ma jeden wymiar.

Méwimy tez, Ze sprawy nalezy rozpatrywal w wielu
wymiarach, albo, ze kto§ ma jednowymiarowe
poglady. Potrafimy wymiary okresla¢ w innych
sytuacjach. Sznurek zwiniety w spiralg pozostaje
jednowymiarowy, kartka zwinigta w rurke ciagle

jest dwuwymiarowa. Nawet okrag, cho¢ zakresla
dwuwymiarowe kolo, ktérego jest brzegiem, sam
pozostaje jednowymiarowy. Waza peina spaghetti
jest petna tworéw jednowymiarowych. Powtloka
balonu, albo detka wycinaja kawalek przestrzeni
tréjwymiarowej, ale pozostaja dwuwymiarowe.
Mozna powiedzie¢ tak — dwuwymiarowe moze

by¢ brzegiem tréjwymiarowego, jednowymiarowe

- dwuwymiarowego. Ale to nie chwyta istoty.

W przestrzeni niepozwijanej, gdzie mozna prowadzi¢
proste taczace dowolne punkty mozna wymiar okresli¢
przez liczbe niezaleznych kierunkéw. Kierunek jest
wspélna cecha prostych wzajemnie réwnoleglych.
Kierunki beda zalezne, jesli idac na spacer kolejno
wzdhuz prostych o tych kierunkach mozemy wrdcic
do punktu wyjscia. Na plaszczyinie znajdziemy dwa
kierunki niezaleine, wiemy wigcej, do dowolnego
kierunku dobierzemy na wiele sposobéw drugi
niezalezny. Na tej samej plaszczyinie kazde trzy
kierunki beda zalezne. Albo mozemy pokrecic sig

po tréjkacie, jesli kierunki sa rézne, albo tez pojs¢

w jedna strong, potupa¢ w miejscu i wréci¢ po
§ladach, jesli pierwszy i trzeci kierunek si¢ pokrywaja.
Na prostej jest jeden kierunek niezalezny — wlasnie
kierunek tej prostej. W przestrzeni znajdziemy

trzy, a nie znajdziemy czterech. Jesli przestrzen jest
troche pozwijana, to mozna przyblizy¢ oko, tak, zeby
wydawala si¢ prawie plaska i szuka¢ wtedy kierunkow
niezaleznych, Jest tez inny sposéb. Bierzemy worek

Anna Niemierko

Fukasz Kamieniak

z kulistymi, albo szeéciennymi koralikami i ukladamy
je na figurze, ktérej wymiar chcemy zmierzy¢. Liczymy
ile potrzebujemy koralikéw. Potem bierzemy worek

z mniejszymi koralikami, powiedzmy o dwukrotnie
krétszej $rednicy. Pokrywamy figure. Liczymy koraliki.
Dla odcinka potrzeba dwa razy tyle, co poprzednio.
Dla kwadratu cztery razy tyle, dla szescianu osiem.
Zmniejszamy dalej. Liczymy dalej. Patrzymy, ktéra
potega zmniejszenia $rednicy jest odpowiedzialna za
zwickszenie liczby koralikéw. Dla odcinka pierwsza, dla
kwadratu druga, dla szescianu trzecia. Sa takie figury,
ktérych wymiar nie jest liczba catkowita. Tak dzieje
sie czasem, gdy do figury systematycznie doklejamy,
albo z niej usuwamy coraz mniejsze podobne kawalki.

Liczby

Liczby sa pochodng pamieci. Mam tyle samo, co
przedtem. Czy to juz wszystko co mialem ? U podstaw
liczb jest poréwnanie liczebnosci przez gromadzenie
liczydet albo karbowanie. Liczymy ktadac re¢ke na
przedmiotach, a réwnoczesnie na liczmanach. Mozna
tez recytowaé wyliczanki. To wszystko jest dobre
dla potwierdzenia stanu posiadania, moze nawet do
stwierdzenia stanu niedoboru lub nadwyzki. Dopiero
wprowadzenie operacji laczenia liczmandw, czyli
dodawania i innych dzialan na liczmanach lub ich
symbolach wprowadza liczby jako wspdlna ceche
zbioréw o takiej samej liczebnoéci, stwierdzanej przez
wyliczanie. To sg liczby kardynalne, opisywane przez
liczebniki gléwne. Liczby porzadkowe pochodza

od wyliczanek, od recytacji, gdzie jeden dzwiek
poprzedza w ustalonym porzadku inny. Kiedy mamy
dodawanie i uproszczenie wielokrotnego dodawania,
czyli mnozenie, mozna si¢ pokusi¢ o odejmowanie

i dzielenie, jako odgadywanie, co nalezaloby dodac,
albo przez co pomnozy¢, aby dosta¢ podang sume,
czy iloczyn. Mozna tez wprowadzaé nowe liczby,
zeby odejmowanie i dzielenie dawalo sie wykonad,
mozna wprowadzi¢ dzialania symboliczne, czyli
arytmetyke i algebre. Wtedy mozna powrdci¢ do
dziatan i wydoby¢ z nich te cechy, ktore dadza sie



Magdalena Sykulska

wypowiedzie¢ bez odwolywania do poszczegdlnych
wlasnosci liczb powstalych z odliczania przedmiotdéw,
bez trudnosci z jednostkami i z nieporéwnywalnoscia
wielko$ci rdznego rodzaju. I okazuje sig, ze mozna
sensownie dodawaé katy na plaszczyZnie, albo godziny
na zegarze tak, ze dodawanie czego$ stalego nie
wyprowadza nas poza ograniczona od poczatku
dziedzine. Mozna tez, korzystajac z umiejetnosci
dzielenia, skojarzy¢ liczby z odlegloéciami na prostej,
dodajac znak zwrotu, czyli poczatkowego ustawienia
przed spacerem. Mozna tez prébowaé rozszerzy¢
cztery dzialania na plaszczyzne, co daje sie zrobié,
albo na przestrzen, co udaje sie tylko z dodawaniem

i odejmowaniem, bo dwdch punktéw przestrzeni
niesposéb dzieli¢ zgodnie z dzialaniami na prostej tak,
aby otrzymac punkt przestrzeni bedacy ich ilorazem.

Twierdzenia

Matematycy méwia tak: okre$lamy pewne pojecia,

co do ktérych mamy intuicje z innych dziedzin.
Odzieramy je ze wszystkiego, co niepotrzebne, ale
zachowujemy to, co istotne. Méwimy: te pojecia
definiuja si¢ przez nastepujace wlasnosci. Moéwia:
mamy tu powszechnie uznane reguly wnioskowania.
Teraz wyprowadzamy coraz nowsze wlasnoéci pojet.
Chetnie przy tym bedziemy korzystaé z poréwnywania
tych pojeé z juz nam znanymi i badanymi od

dawna pojeciami matematycznymi. Jezeli sig nie
zapomnimy w naszej pracy, to moze na koniec
sprobujemy zrozumieé, jak te nowe wlasnoéci maja
si¢ do poczatkowych intuicji. Jezeli nie, to trudno,
mamy nadzieje, ze dotarliémy jednak do sedna sprawy
1 w przyszloéci okaze si¢ w innej sytuacji, ze juz

sporo mozna o niej powiedzieé. A tym razem moze
intuicja byta zta, albo pojecia nie doéé dobrane, albo
ta metoda nie da sig problemu opisaé, albo rozwigzaé.

Matematyka

Matematyka jest sztuka szukania, tworzenia

1 opisywania wzorcéw. Wzorce te wystepuja na wielu
poziomach. Sa odniesienia do zaleznosci codziennych,
sa i takie, ktére wymagaja pamietania o poprzednio
wprowadzonych znaczeniach. Poczatkowo zajmowano
si¢ liczeniem i mierzeniem. Potem liczbami i figurami.
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Nast¢pnie operacjami na tych obiektach, a zaraz potem
operacjami jako obiektami. W koficu zaczeto szukaé
ograniczen stosowanych metod i opisywaé te metody
tak jak przedtem liczby i figury. Tworzenie nowych
konstrukcji nie zwalnia od powrotu do podstaw, do
pytan o sens uzywanych pojeé. QOto niektére z nich.
Tozsamo$¢: to samo — co innego, takie samo — inne,

a takze: réwne — nieréwne. Poréwnania: wieksze —
mniejsze, a takze dokladniej: jaka réinica. Polozenie:

w tym samym miejscu - obok - gdzie indziej, ale
dodatkowo tez: blizej — dalej. Zadajemy pytania: co to
znaczy poréwnad, jak to badaéd, jakim jezykiem wyrazié
réwnosc. Jakie cechy pomagaja w poréwnywaniu,

a jakie przeszkadzaja. Co innego wolno nam z sensem
zrobié, a co bedzie prowadzilo do niedorzecznoéci.

Taki jest warsztat matematyka, to sa jego narzedzia

i rzemiosto. Tak jak warsztatem grafika jest diuto,
kwas i farba, technika rycia, odwzorowania, $wiatlo,
faktura i kolor. Matematyka, grafika jak i inne
dziedziny zajmujg si¢ Swiatem. Niekiedy sa uzyteczne,
pomagaja wypelnia¢ inne zupelnie zadania. Czasem
zachwycaja. Matematyk rozwija warsztat, szykuje
narzedzia, bada $wiat. Czasem tworzy, czasem
odkrywa. Czesto bladzi.

Magdalena Swiercz




