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Imperium niepewnoSsci
Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw
I. Intuicyjne klopoty

Cheé wzbogacenia sie mozliwie malym kosztem to od niepamietnych czaséw sila
sprawcza wielu ludzkich poczynari. Pomijajac mroczne strony tej dzialalnosci
zatrzymamy si¢ nad pozornie niewinnymi igraszkami - grami.

Mimo, ze gry sa nieodlacznym elementem kazdej cywilizacji (wzbudzajac
ogromne namietnosci), to dopiero w siedemnastowiecznej Francji spojrzano na
nie przez pryzmat matematyki.

Wczedniejsze rezultaty dotycza raczej obliczeri mozliwych wynikéw Przy
wywodzacej si¢ ze Starozytnosci grze w kosci. Ktéz nie zna stynnego zawolania
Juliusza Cezara - Iacta alea est! (kosci zostaly rzucone), ktére jest dobitnym
potwierdzeniem popularnoéci tego rodzaju gier. Réwniez w $redniowiecznej
Europie modna byla gra w trzy kosci: gracz wygrywal, jesli przy rzucie trzema
kostkami suma wyrzuconych oczek przekraczala 10. Jakie sg szanse zawodnikéw
w tej grze? Po chwili zastanowienia zapewne potrafisz Czytelniku wykazaé, ze

. 53 one réwne!

Juz w 1477 roku wenecki wydawca Boskiej Komedii Dantego (napisanej w latach
1310-1314) w komentarzu do czgéci Czysciec usituje prowadzié analize tej

gry. W XVI wieku pojawiaja si¢ pierwsze systematyczne rachunki dotyczace
szans wygrania prowadzone przez G. Cardano (1501-1576), N. Fontane
(zwanego Tartaglia) (1500-1557), a Galileusz (1564-1642) napisat nawet traktat
Rozwazania nad grg w kodci (wydany dopiero w 1718 roku).

Znacznie trudniejszym zagadnieniem by! nastepujacy problem sprawiedliwego
podziatu znany juz w XIII wieku:

Dwaj gracze, stawiajac taka sama stawke, graja wedlug nastepujacych
zasad: zgromadzony kapital wezmie ten z graczy, ktéry pierwszy wygra
okreslong liczbe partii. Gre przerwano, gdy pierwszemu graczowi brakowalto
do wygrania m zwyciestw, a drugiemu n zwyciestw. Jak sprawiedliwie
podzieli¢ zgromadzony kapital pomiedzy graczy, jesli w kazdej rozgrywce
szanse obu graczy sa réwne?

Czy powinien decydowaé o tym tylko dotychczasowy przebieg gry? Czy nalezy
wzia¢ pod uwagg inne czynniki (jakie?)? Trzeba bylo kilkuset lat zanim
znaleziono zadowalajace rozwiazanie. Podejmij Czytelniku wyzwanie i zastanéw
sig, jak Ty podszedibys do tego problemu.

Pytania dotyczace gier hazardowych prowadzity do zadan, ktére nie miescily
si¢ w ramach istniejacych wéwezas modeli matematycznych. W XVII wieku
problemy te szczgdliwie zbiegly si¢ z rozwojem we Francji ubezpieczen (handlu,
podrdzy, pozyczek), prowadzeniem analizy stawek w celu trafnego okreslenia
wysokosci sktadek uibezpieczeniowych. Znacznie podniosto to ~walor uzytkowy”
stawianych probleméw.

Zagadnienia te mialy oczywiscie charakter utylitarny (1) — oczekiwano
wymiernych korzysci (najczesciej finansowych), jakie miato przyniesé poznanie
zasad rzadzacych ,przypadkiem” i $wiadome ich wykorzystywanie, czesto przy
réwnoczesnym stwarzaniu pozoréw réwnych szans dla obu stron. Dziatalnosé
ubezpieczeniowa to nie filantropia.

Problemy te pobudzily wyobraznie wielkich matematykéw XVII wieku, m.in.
B. Pascala (1623-1662), P. Fermata (1601-1665), Ch. Huygensa (1629-1695),
ktérzy z powodzeniem je rozstrzygali, tworzac w ten sposéb zreby nowego
fragmentu matematyki - rachunku prawdopodobienistwa. Praca Huygensa

De ratiociniis in ludo aleae (O rachubach w grze w kosci) z 1657 jest chyba
pierwszym dojrzalym dzielem ukazujacym specyficzne pojecia i metody nowej
galezi wiedzy.
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Jansenizm to ruch religijno-spoleczny
rozpowszechniony w Europie Zachodniej,
giéwnie we Francji, w XVII-XVIIT wieku.
Jego podstawa byla praca flamandzkiego
tealoga, biskupa Ypres, Corneliusa
Ottona Jansena (1585-1638) nawigzujaca
do teorii éw. Augustyna. Koncepcja zycia
religijnego gloszona przez jansenistéw

(by spoleczenstwo chrzescijanskie @yle
wedliug zaleced §w. Augustyna) zostala
potepiona bullami papieskimi Innocentego
X (1653 r.} i Klemensa XI (1713 r.).
Spory jansenistow (majacych zwolennikdw
wérdd wyzszych sfer) 2 jezuitami,

a w konsekwencji przesladowania
jansenistéw, mialy spory wplyw na
atmosfere intelektualng dwczesnej Francji.
Gléwnym oérodkiem jansenistow byt
Port-Royal koto Paryza.

Blaise Pascal (1623-1662) byt wybitnie
uzdolniony. Pracowal twérczo w zakresie
matematyki, hydrostatyki i filozofii. Mial
réwnies osiagnigcia literackie. To z jego
nazwiskiem zwiazane sa twierdzenia o
szescioboku wpisanym w stozkows, o
wspdlczynnikach rozwiniecia dwumianu,
podstawowe prawo hydrostatyki. Jest
wynalazca prostej maszyny liczacej
{arytmometru), taczki, straykawki,
prasy hydraulicznej. Byl pierwszym,
ktory poprawnie sformulowal i stosowal
zasade indukcji matematycznej. Wspdlnie
2 P.Fermatem stworzy! cze§é podstaw
rachunku prawdopodobienstwa. Od 1654
roku w jego zyciu dominujg aspekty
religijne. Zwiazany z jansenistami
wiedzie iycie ascety i mistyka.

Poglady religijno-filozoficzne Pascala
(wyrosle z kartezj anizmu) zostaly
potepione przez Kodciél, a jego dziela
Prowincjatki, Myéli (podobnie jak prace
Kartezjusza) umieszczone na indeksie
ksiag zakazanych.

Pascal i Fermat dyskutowali problem sprawiedliwego podzialu korespondencyjnie
w 1654 roku. Doszli do wniosku, ze wlasciwym rozwiazaniem jest podzial
kapitatu proporcjonalnie do prawdopodobienstw wygrania calej kwoty przez
pierwszego i drugiego gracza. 7 obliczeniem stosownych prawdopodobieristw byty
pewne klopoty.. . Dzisiaj nie przedstawia to wiekszych trudnosci: pierwszy gracz
wygra w nastepujacych n przypadkach:
1. spoéréd m partii nie przegra ani jednej,
2. spoéréd m partii przegra jedna, a (m + 1)-sza parti¢ wygra,
3. spoéréd (m + 1) partii przegra dwie, a (m + 2)-ga partie wygra,
n. spoéréd (m + n — 2) partii przegrywa (n—1), a (m +n — 1)-sza parti¢
Wygrywa.
Zatem prawdopodobiefistwo wygrania calego kapitatu przez plerwszego
i drugiego gracza wynosi, odpowiednio:

1 1/m 1 /m+1 1 m+n—2
pm:ﬁ(1+§(1)+§( 9 )+I“+-2?:'T( .- ));
e 2 () #3013 e 220
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Czy taka byta Twoja, Czytelniku, propozycja rozwigzania tego problemu?
Jedli na przyktad graczowi A do wygrania brakuje m = 2 zwycigstw, a
graczowi B brakuje n = 3 zwyciestw, to nagrode nalezy podzieli¢ miedzy
graczy A i B w stosunku 11:5 (bo p2 = U ps=F).

Ogélne rozwiazanie tego problemu jest nastgpujace: jesli gracze A i B prowadzili
gre, w ktorej ich szanse na wygranie w poszczegélnych rozgrywkach wynosza
odpowiednio p i ¢ =1 — p, gracz A potrzebuje jeszcze 7, za$§ B — s wygranych, to
nalezy rozwazyén=r+s—1 rozgrywek (jest to najwigksza liczba potrzebnych
gier, aby méc podjaé decyzje), i nagrode podzieli¢ w stosunku

n b r=1 i
Z pkqn—k ; Z ;quﬂ_k-
k k
k=r k=0

Szczegdlnie wymowna jest sytuacja, gdy graczowi A brakuje dokltadnie jednej

wygranej, wtedy stosunek w jakim nalezy podzieli¢ nagrod¢ wynosi 1 — il

Moze zabrzmi to paradoksalnie, ale tak wtedy jak 1 dzisiaj, jedna z przeszkod
jaka musimy pokonac poznajac ten niezwykly fragment wiedzy jest — nasza
intuicja! Zwodzi ona nas wielokrotnie, co sprébujemy pokazaé na kilku
przykladach.

W 1837 roku S.P. Poisson (1781-1840) pisal: Problem dotyczqcy gier
hazardowych postawiony surowemu janseniscie [byt nim B. Pascal] przez
crtowieka Swiatowego [byt nim Chevalier de Méré] zapoczgtkowat rachunek
prawdopodobieristwa.

Jakiz to problem intrygowal pana de Méré (wlasciwie nazywatl si¢ on Antoine
Gombauld)? Grywal on w gre sktadajaca si¢ z 24 rzutéw para uczciwych kostek,
w ktérej obstawiano wypadnigcie co najmniej raz ,pary széstek” albo brak
takiego zdarzenia. Pan de Méré, przekonany, ze pojawienie si¢ ,pary szostek”

w tej grze jest pewniejsze niz wystapienie zdarzenia przeciwnego, nie mogt
zrozumieé, dlaczego obstawiajac ,pare széstek” czescie] przegrywal.

Intuicyjnie akceptowal, ze skoro w jednym rzucie dwoma kostkami szansa
pojawienia si¢ ,pary szbstek” wynosi ~31—, wiec gdy wykona 24 takie rzuty, to
szanse te wzrosna i beda wynosi¢ 24 - 55 = .

7, takim rozumowaniem zgadza sig catkiem spora grupa Iudzi poznajacych
dopiero te zagadnienia. Intuicyjnie oczywiste jest, ze im czescie] bede wykonywal
rzut dwoma kostkami, tym szanse, ze pojawi si¢ ,para széstek” rosna! Gdzie
zatem tkwi istota problemu? Oczywiscie w sposobie obliczenia jak duze sg

te szanse. Sposob zaprezentowany powyzej szybko prowadzi do absurdalnych
wynikéw — gdybym rzucit 72 razy, to moje szanse na pojawienie si¢ ,pary
széstek” wynosza ...— nonsens! W rzeczywistoéci szanse na pojawienie si¢ ,pary
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sz6stek”, gdy n razy rzucamy para kostek wynosza

pnrl—'(%) y n=1,2,.-.

(p24 = 0,491). Odkrycie tego wzoru wymaga zrozumienia istoty problemu, a
nie uleganie naiwnej intuicji. (Gra bylaby korzystna dla pana de Méré, gdyby
obowigzywalo 25 rzutéw para kostek.)

Przypatrzmy sig innej prostej grze — w ,orla i reszke”, ktérej reguly sa
nastepujace:

Jeden z graczy rzuca symetryczng monetg co ustalong jednostke czasu.
Za wyrzucenie ,orfa” placi przeciwnikowi $1, za ,reszke” otrzymuje od
przeciwnika $1. Rozliczajg si¢ po wykonaniu parzystej, stosunkowo duzej
liczby rzutéw, powiedzmy 200. Czy podczas gry obaj gracze przez taki sam
czas beda zajmowali pozycje zwyciezcy?
Stan konta gracza rzucajacego moneta mozemy opisaé wzorem
Sp=¢€1+€ex+ ...+ g,
gdzie €, = 1 jedli wypadla ,reszka” oraz g, = —1 jeéli wypad! ,orzel”,
k=1,2,... Intuicja podpowiada nam, ze w tej grze kazdy z partneréw bedzie
wygrywal przez mniej wigcej potowe dlugosci calej gry, gdyz w kazdym
pojedynczym rzucie monetg szanse wyrzucenia ,orla” sa takie same jak

wyrzucenia ,reszki”. Ponadto raz wygrywajacym w grze bedzie jeden z graczy,
a po kilku nastepnych rzutach liderem bedzie przeciwnik, i tak na zmiane.

Jesli zgadzasz sig z tymi stwierdzeniami Czytelniku, to Twoja intuicja Cie
zwodzi!

Aby to zrozumie¢ poznaj prawo arcusa sinusa! (Delta 10/1984). Odkryt je

w 1939 roku Paul Lévy. Wynika z tego prawa, ze sytuacja si = 0 (,remis” w tej
grze) pojawia sie bardzo rzadko - liczba remiséw wzrasta mniej wiecej jak V.
Oznacza to, ze w stosunku do dtugoéci gry liczba ,remiséw” maleje (vVk/k — 0,
gdy k — +00), a wzrasta ,diugoé¢ fali”, czyli okreséw, w ktérych jeden z graczy
Jest wygrywajacym w grze. Ignorant obserwujacy te gr¢ méglby nawet pomysleé,
ze jeden z graczy oszukuje postugujac sie falszywa moneta.

Poznajmy jeszcze jedna, moze trudniejsza gre.

Gracze A i B uwielbiaja zaktady. Losowo wybieraja sale, np. kawiarnie,
szkolna klase, kino. Jezeli w sali znajduje si¢ para 0séb o wspélnym dniu
urodzin (dzien i miesiac), to wygrywa A, w przeciwnym wypadku zwyciezca
Jest B. Czy w kazdej sytuacji szanse obu graczy sa takie same? Jesli nie,

to jakie powinny by¢ stawki ich zakladéw, aby zaklady te byly mozliwie
uczciwe? (Zaklad uznajemy za uczciwy, jesli wartosé oczekiwanej wygranej
dla kazdego gracza jest taka sama.)

Jesli w sali jest 367 oséb, to korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta
stwierdzamy istnienie pary oséb o wspSlnym dniu urodzin. Sytuacja gracza B
Jest beznadziejna. Jesli w sali sa tylko dwie osoby, to szansa, ze maja wspélny
dzien urodzin jest bardzo mala (wynosi okolo 0,0027) ~ w niekorzystnej sytuacji
Jest gracz A. Widzimy wiec, Ze szanse obu graczy 2mieniaja sie w zaleznosci od
liczby oséb na sali. Sprébujmy okresli¢ ile oséb powinno by¢ na sali, aby szanse
graczy byly niemal identyczne (wtedy nie musimy interesowaé sie stawkami
zakladéw). Ktéry z szacunkéw wydaje sie najodpowiedniejszy (zakre$l wybrany
kwadracik):

a. wystarczy by w sali byto mniej niz 50 oséb (),

b. w sali powinno by¢ wigcej niz 50 ale mniej niz 100 oséb (0O),

¢. w sali powinno by¢ wiecej niz 100 ale mniej niz 200 oséb (0,

d. w sali powinno by¢ wigcej niz 200 ale mniej niz 250 oséb (O).

Trafnodé dokonanego wyboru mozemy sprawdzié »prostymi” rachunkami.
Przyjmijmy, ze rok ma 365 dni, w sali za$ znajduje sig n 0s6b (1 < n < 365).
Jesli przez g, oznaczymy prawdopodobiefistwo, ze kazda z n 0séb urodzita sie
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Pomijajac we wzorze na gn iloczyny
zawierajace po kilka czynnikéw
ulamkowych otrzymamy przyblizenie

bns 1424...4+(n=1) _

e 365
n(n—1)

=T Taa0
ktdre jeszcze mozZemy poprawié
korzystajac z logarytméw (dla 0<a <],
In(l = z) = —z)

N n(n —1)
ngn, = _T,
a w konsekwencji
_n n—1
pn=l—e

innego dnia, to
365 364

365 — (n — 1)
' 365
Wéwezas prawdopodobieristwo zdarzenia przeciwnego (w grupie n osdb istnieje
para o wspélnym dniu urodzin) wynosi

365!
n! - 365"
Dla wielu ludzi numeryczne konsekwencje tego wzoru sa zaskakujace. Wynika
bowiem z niego, ze szanse obu graczy sa niemal identyczne, gdy na sali sg 23
osoby (pe3 = 0,507).

pnzl_(}'n_—"l_

Dysponujac juz wartosciami pn mozemy okreéli¢ warunki uczciwego zaktadu
w zaleznoéci od liczby oséb znajdujacych sig na sali korzystajac z proporcji {;——
— patrz tabela.

Liczba oséb w sali (n) Prawdopodobiefistwo istnienia Przyblizone warunki uczciwego
pary urodzonej tego samego dnia zaktadu
(pn)
10 0,117 13:100
20 0,411 70:100
23 0,507 103:100
30 0,538 116:100
40 0,912 10:1
50 0,970 33:1
60 0,994 166:1

Przykladowo, jesli w sali jest 50 oséb, to zaklad jest uczciwy, gdy gracz A stawia
$1 przeciwko $33 gracza B. W tym przypadku, jesli znajduje si¢ tam para o
wspélnym dniu urodzin (prawdopodobiefistwo tego jest duze), to gracz A placi
$1 graczowi B, gdy za$ takiej pary nie ma (prawdopodobienistwo tego jest male),
to gracz B ptlaci $33 graczowi A.

Moze powyzsze przyktady przekonaly Cig Czytelniku, ze nawet w ,niewinnych”
grach kryja si¢ niebanalne, inspirujace pytania. Odpowiadajac na nie warto
pamietaé, by wiedzg wspomagaé intuicja, a intuicjg popieraé wiedza!
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II. Kreatywne bladzenie

Takich stéw jak chaos, bfadzenie uzywamy do opisu zjawisk skomplikowanych,
nieprzewidywalnych, gwaltownie zmieniajacych sie w czasie, ktérych czesto ad
hoc nie potrafimy wyjaénié. Daja one wyraz nasze] irytacji, niepewnosci, gdy
mamy do czynienia ze zjawiskami, ktérych nie potrafimy okietznaé, nad ktSrymi
nie potrafimy zapanowaé (podobny wydzwigk ma stowo Zywiot). Fascynuje

nas jednak dostrzegalna  prawidlowo$¢” — czesto z chaotycznych, beztadnych,
zywiotowych dzialah wylania sig jaka$ regularnosc. To wystarczajacy argument,
by blizej przyjrzeé sie pewnym zjawiskom, w ktérych duza role odgrywa
przypadek. Naturalnym sprzymierzeficem w opisie takich sytuacji jest rachunek
prawdopodobieristwa.

Wszyscy spotykamy sie z bigdzeniem i to od najmtodszych lat (cho¢ nie zdajemy
sobie z tego sprawy). Nie chodzi tu jednak o analogi¢ do przypadku Jasia

i Malgosi z bajki braci Grimméw, czy tez lacinskiej sentencji errare humanum
est (bladzi¢ jest rzecza ludzka). O jakim wiec btadzeniu chcemy méwic?
Wyjaénimy to wskazujac kilka przyktadéw.
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Ruch pionka podczas gry planszowe]j, w ktérej pionek przesuwamy zgodnie

z regutami gry w zaleznosci od liczby oczek wyrzuconych na kostce, jest prostym
przykladem blgdzenia przypadkowego. Wedréwka pionka zalezy od przypadku, a
nie od umiejgtnodci gracza! Wiasnie takim zjawiskom sprébujemy si¢ przyjrzeé.

Zatrzymajmy si¢ przez chwilg nad przykladem dla ,starszych dzieci”. Uméwmy
sig, ze bladzenie nazwiemy symetrycznym, jesli obserwowany obiekt w dowolnym
momencie bedzie mial réwne szanse poruszania si¢ w kazdym z wyréznionych
kierunkéw przestrzeni. Obserwujemy na przyktad spacer chlopaka z dziewczyna
po parku, w ktérym plan alejek przypomina pokratkowana kartke papieru. Gdy
dochodzg do skrzyzowania kazde z nich (chcac mieé wplyw na kierunek dalszego
spaceru) rzuca symetryczna moneta. W zaleznosci od caterech mozliwych
wynikéw: OO, OR, RO, RR, idg odpowiednio: «—, T, —, |. Gdy dojda na
kraniec parku zawracaja. Mozemy réwniez przyjaé, Ze spacer odbywa sie

w nieograniczonym parku. Czy w takim spacerze (symetrycznym btadzeniu

przypadkowym) mozna zobaczy¢ jaka$ regularno$é? O co w ogdle sensownie

mozna sig pytac? To trudne, ale... mozliwe. Zacznijmy od pytan. Jesli
przyjmiemy, ze spacer trwa nieskoriczenie dtugo (w praktyce dostatecznie dtugo),
to nasze pytania moga byé nastepujace:

1. Jakie sa szanse, Ze nasi znajomi kiedykolwiek dojda do punktu, z ktérego
wyszli?

2. Jakie sg szanse, ze nasi znajomi kiedykolwiek dojda do wskazanego wczesniej
skrzyzowania?

3. Jakie s szanse, ze po wykonaniu okreslonej liczby krokéw (po uplywie
okreslonego czasu) nasi znajomi znajda si¢ w uprzednio wyznaczonym
miejscu?

4. Ile krokéw (jakiego czasu) podczas takiego spaceru beda potrzebowali, aby
znalezé si¢ w okres§lonym punkcie?

5. Gdzie moga si¢ znajdowaé po wykonaniu okreslonej liczby krokéw (po
okreslonym czasie)?

Nie trudno wyobrazi¢ sobie, ze umiejetno$é wskazania metod pozwalajacych na

udzielanie odpowiedzi na powyzsze pytania moze mieé (i ma) duze zastosowania

w naukach przyrodniczych i technicznych.

Nieoczekiwang wiasnoé¢ takiego btadzenia (przypadkowego i symetrycznego),
bedaca jednoczesnie odpowiedzia na pierwsze dwa pytania daje twierdzenie
odkryte przez Georga Polye (1887-1985) w 1921 roku.

W przypadku bladzenia symetrycznego w przestrzeni jedno-

1 dwuwymiarowej prawdopodobienstwo tego, ze bladzacy obiekt

wréci do polozenia poczatkowego (znajdzie sie w jakimkolwiek
dopuszczalnym punkcie) réwna si¢ jednosci. W przestrzenia tréjwymiarowej
prawdopodobienstwo to wynosi okoto 0,35.

Zatem naprawde zabladzi¢ mozemy dopiero w trzech i wigcej wymiarach! (Delta
4/1987). Te zaskakujaca anomali¢ wymiarows mozna tez wyrazi¢ w nastepujacy
sposéb:

® w przestrzeni jedno- i dwuwymiarowej prawdopodobieristwo, ze bladzacy
obiekt przejdzie nieskonczenie wiele razy przez dowolne, z géry dane polozenie,
réwna si¢ jednodci, a w trzech wymiarach nie jest to prawda;

® w przestrzeni jedno- i dwuwymiarowej dwa bladzace obiekty
z prawdopodobieristwem réwnym jeden spotkaja si¢ nieskoficzenie wiele razy,
podczas gdy w trzech wymiarach jest dodatnie prawdopodobienstwo, ze nie
spotkaja sie nigdy.

Problemy lokalizacyjne, ktérych dotycza pytania 3, 4, 5 s3 znacznie bardziej
kiopotliwe. Dla przyktadu zaprezentujemy jeden z rezultatéw w tym kierunku
dla dostatecznie duzych n:

Jezeli w trakcie jednego kroku obiekt moze przemiescié sieod=1, to

z prawdopodobiefistwem omytki mniejszym niz ¢ (€ > 0) mozemy twierdzié,
ze odchylenie obserwowanego obiektu od polozenia poczatkowego po
wykonaniu n krokéw bedzie mniejsze niz r = 3=V
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Rys. 1. Blgdzenie czastki gumiguty
w odstepach co 30 sekund.

Wiynika stad, ze w procesie btadzenia symetrycznego, z prawdopodobienstwem
0,95 mozemy twierdzié, ze po wykonaniu 1000 krokéw (gdzie d = 1) bladzacy
obiekt bedzie znajdowal si¢ w odlegtosci r < 172 od polozenia poczatkowego.

Zjawisko btadzenia przypadkowego nie jest tylko akademickim wymysiem

— spotykamy je w naszym otoczeniu. Pierwszy zaobserwowal je holenderski
przyrodnik i konstruktor mikroskopéw Antony van Leeuwenhoek (1632-1723)
okoto 1677 roku, lecz nie podjat nad nimi badan.

Dzisiaj sztandarowym przyktadem sa tzw. ruchy Browna czasteczki 0
mikroskopijnych rozmiarach zanurzonej w cieczy lub gazie. Szkocki botanik
Robert Brown (1773-1858) w 1827 roku zapoczatkowal badania nad dziwnymi,
nieregularnymi ruchami drobnych pylkéw kwiatowych rosliny clarkia pulchella
w stojacej wodzie, ktérych w zaden sposéb nie potrafit wyeliminowaé (rys. 1).
Niedlugo potem odkryto, ze ruch ten jest charakterystycznym zachowaniem sig
dowolnych dostatecznie malych czasteczek. Intensywnosc tego ruchu zalezy m.in.
od temperatury, lepkosci oérodka i rozmiaréw czasteczek.

Ruchy Browna (oczywicie nie pojedynczej czasteczki, ale duzej ich liczby)
mozemy zaobserwowac W warunkach domowych, gdy krople atramentu
,polozymy” na powierzchni spokojnie stojacej wody w szklance. Po jakims$
czasie (bez naszej ingerencji) atrament réwnomiernie ,rozejdzie si¢” w wodzie.

Zjawisko ruchu Browna w zadowalajacy sposéb wyjaéniono dopiero dzieki
pracom Alberta Einsteina (1879-1955) i Mariana Smoluchowskiego (1872-1917)
2 lat 19051906 (zobacz Delta 4/1983, 5/1983, 12/1997). Dalsze badania

nad ruchami Browna prowadzone przez francuskiego fizyka J.B. Perrina
(1870-1942) (otrzymat za nie Nagrode Nobla w 1926 roku) doprowadzity

m.in. do zakoniczenia sporéw i uznania istnienia atoméw i czasteczek jako
rzeczywistych jednostek fizycznych!

Badanie zjawiska przebiegajacego przypadkowo legto u podstaw wyjasnienia
wielu zagadniei o podstawowym znaczeniu. Obecnie wiemy, ze zjawisko
ruchéw Browna jest niemal wszechobecne, od rozchodzenia si¢ zapachéw

w powietrzu (dyfuzja) po szumy fluktuacyjne bedace zmora elektronikéw.
Bardzo spektakularna jest informacja o bladzeniu przypadkowym fotonéw

— az dwa miliony lat (!) zajmuje energii generowanej w jadrze Stofica zanim
wydostanie si¢ na powierzchnie, skad jest emitowana w postaci $wiatla i ciepla,
docierajac do Ziemi zaledwie po 8 minutach.

Pokazemy teraz, jak dzieki analizie prostego bladzenia przypadkowego pionka po
skoficzonym przedziale mozna uzyskaé cenne informacje o oczekiwanym sukcesie
bad# porazce w pewnych grach hazardowych. Rozwazymy nastepujacy problem:

W pomieszczeniu stoja dwie jednakowe urny. Lewa ma a kul, prawa b

kul. Kolejni ludzie wchodzacy do pokoju z wybranej na chybit trafil urny
wyjmuja kule i przekladaja ja do urny sasiedniej. Procedurg przerywamy, gdy
jedna urna jest pusta.

1. Jakie jest prawdopodobiefistwo opréznienia kazdej urny?

2. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze doéwiadczenie nigdy sie nie skonczy?

Aby rozwigzad to zagadnienie zbudujemy jego model matematyczny (to
standardowy sposéb, w jaki matematyk podchodzi do problemu). Na osi
liczbowej zaznaczamy punkt 0 i liczby naturalne 1,2,...,a+ b. W punkcie

o umieszczamy pionek, ktéry co jednostke czasu z prawdopodobienstwem -%
przesuwamy o jedna jednostke dtugoéci w prawo (gdy przetozono kulg z urny
prawej do lewej) lub o jednostke dtugoéci w lewo (gdy kule przetozono z urny
lewej do prawej) — rys. 2. Aktualna pozycja pionka okresla liczbg kul w lewej
urnie. Doéwiadczenie przerywamy, gdy pionek znajdzie si¢ w punkcie 0 albo
a-+b.

B3
Bl

0 1 2 a a+b-1 a+b

Rys. 2
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Oznaczmy przez py prawdopodobieristwo przejicia pionka z punktu &

(0 < k < a+b) do punktu 0. Oczywicie po = 1, pays = 0. Rozwazmy dwa
zdarzenia:
zdarzenie A — ,pionek w jednym ruchu przeszed! z punktu & do punktu & + 17,
zdarzenie B — ,pionek w jednym ruchu przeszedt z punktu k do punktu k — 1”.
Zgodnie z przyjetymi zalozeniami P(A) = P(B) = % Ponadto zrozumiale jest,
ze

1 1
Pk=§'1’k—1+‘2—'pk+1 dla0<k<a+b

(korzystamy ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite). Jezeli wzér ten
zapiszemy w postaci
Pk = Pk-1 = Prk+1 — Dk
i te stalg réznice oznaczymy przez d, to mamy réwnosci:
Pk — Pk—1 = d,
Pk-1— Pr—2 = d,

P1—po = d.
Sumujac je stronami, otrzymujemy
p=1+k-d
Z réwnosci patb = 0 obliczamy d = — a+~.':’ zatem
k
=1 = i
Pk ath
Stad mamy
_ b _a
=3y P o

1 53 to prawdopodobienistwa opréznienia urny lewej oraz prawej. Ponadto
Pa + pb = 1, wigc prawdopodobiefistwo, ze doéwiadczenie prowadzone bedzie
nieskoriczenie dlugo wynosi 0.

Uderzajace w tym rozwiazaniu jest to, ze do udzielenia odpowiedzi na
postawione pytania nie byla potrzebna zawansowana matematyka, wystarczyly
»Szkolne $rodki”. Dodatkowo, znajac odpowieds na drugie pytanie mozemy
latwiej zrozumie¢ dwa wazne sformulowania (czesto blednie rozumiane):

9dy prawdopodobieristwo jakiegos zdarzenia jest réwne 0, to nie oznacza to, ze
zdarzenie to jest niemozliwe;

gdy prawdopodobieristwo jakiego$ zdarzenia jest réwne 1, to nie oznacza to, ze
zdarzende to jest pewne!

Rozwiazanie wyzej postawionego problemu znajduje zastosowanie w wielu
sytuacjach. W rachunku prawdopodobienstwa znane jest zadanie, ktérego
klasyczne sformutowanie jest nastepujace:

Zadanie o ruinie gracza

Gracz A z kapitalem poczatkowym $a i gracz B z kapitalem $b (a,beN)
majg réwne same szanse wygrania kazdej partii. Wygrywajacy otrzymuje od
przeciwnika 81. Gra toczy si¢ do momentu, gdy jeden z graczy zostanie bez
pienigdzy. Jakie jest prawdopodobiesistwo ruiny dla kazdego gracza?

Odpowiedz juz znamy, prawdopodobiefistwo ruiny gracza A wynosi p, = aL+b’
natomiast dla gracza B wynosi p, = 215 Oznacza to, ze w tej grze wieksza
szansg ruiny ma ten gracz, ktérego kapital poczatkowy jest mniejszy.

Zadanie to prowokuje szereg pytafi, m.in.:

1. Jakie jest prawdopodobieristwo ruiny dla kazdego gracza, gdy ich szanse
wygrania w kazdej partii nie sg réwne?

2. Jakie jest prawdopodobieristwo wygrania zamierzonego kapitatu, a nie ruiny
przeciwnika?

3. Czy mozna okresli¢ dtugoéé gry (liczbe partii, jakie trzeba rozegrat), aby
osiagnaé zamierzony cel?
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Tablica i zetony do sumeryjskiej gry.
Wyglada na to, ze podobnymi grami
zabawiano sie réwniez w krajach
polozonych dalej na wschéd - nawet na
Sri Lance (Cejlonie) — a takze bardziej
na zachéd, tam gdzie dzisiaj znajduje sie
Syria. Pokazany tu eksponat pochodzi

z British Museum.

Sprébujemy co$ na ten temat powiedzie¢ w nastepnej czesci, a tymczasem
proponujemy aby Czytelnik sam zastanowit sie nad tymi zagadnieniami.
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W jaskini hazardu

,Ryzyko” pobudza wyobraZnig (i nie tylko) ogromnej rzeszy ludzi. Szczegolne
emocje budza gry, w ktérych stawka sa pieniadze lub inne dobra. Ludzie »0d
zawsze” wymy$lali gry i nawet w tym wzgledzie ulegali modom. Najstarsze
rekwizyty” w postaci rzezbionych kamykéw (tzw. astragale) wykorzystywane
do gier oraz do wrézb, proroctw, a nawet podejmowania decyzji (opisy

tych ostatnich znajdujemy w Biblii) pojawiaja si¢ juz kilka tysiecy lat

temu. W British Museum znajduje sig tablica i zetony do sumeryjskiej gry

(ok. 4000 r. p.n.e.), w starozytnym Egipcie znana byla gra psy ¢ szakal.

W starozytnej Grecji, szczegdlnie w okresie wojny trojanskiej rozpowszechnila
sie gra hazardowa w kosci. Starozytni Grecy i Rzymianie to twércy zakladéw.
Niejako na marginesie éwczesnych zawodéw sportowych (podczas olimpiad,
wyécigéw rydwanéw, walk gladiatoréw) obstawiano zaklady, typujac przysztego
zwyciezce. Podkresli¢ nalezy, ze uprawianie wszelkich gier, zakladéw, w ktérych
stawka byty jakied dobra, nie wszedzie bylo mile widziane, a nawet juz

przez éwczesne prawo bylo zabronione. Nie bylo ono jednak respektowane.
Namietnymi graczami byli m. in. rzymscy cesarze: August (63 p.n.e.~14 n.e.),
Kaligula (12-41), Klaudiusz (10 p.n.e.~54 n.e.). W $redniowieczne] Europie

gry hazardowe w koéci byly nie mniej powszechne niz w starozytnosci. Ze
wszystkimi przejawami hazardu walczylo chrzescijanstwo. W 813 roku Sobér

w Moguncji nalozyl ekskomunike na wszystkich katolikéw oddajacych sie temu
nalogowi. W XIII wieku za sprawg wyprawy Marco Polo (1254-1324), z Chin
docieraja do Europy karty do gry, ktore z biegiem czasu wypieraja gre w koéci.
Prawdopodobnie z Chin pochodzi tez idea gry w ruletke. Jednak w Europie

jej ,ojcem” jest Blaise Pascal (1623-1662), ktéry skonstruowal przyrzad

z wirnjacym cylindrem i numerkami stuzacy do gry. Za rzadéw Ludwika

XVI (1754-1793) ruletke umieszczono w paryskim klubie ,Palais Frascati”
(zona kréla — Maria Antonina (1755-1793) styneta z zamilowania do gier
hazardowych). Pét wieku pézniej pojawity si¢ zmodyfikowane, ogdblnodostepne
stoly z ruletka w ekskluzywnych lokalach Paryza. Ludwik Filip I (1773-1850)
zakazujac tej gry, mimowolnie przyczynil si¢ do tego, ze ruletka stala sie
symbolem hazardu, a jego europejska stolica zostalo Monte Carlo (od 1863
roku). Za oceanem stolicg hazardu jest Las Vegas (stan Nevada), ktére od 1940
roku przejelo §wiatowa palme pierwszefistwa. Obecno$¢ na naszych terenach
astragali i kosci do gry w dawnych czasach potwierdzaja wykopaliska. Statuty
Wislickie z 1347 roku (zbiér praw dla Malopolski) prébuja walczy¢ z gra na
pienigdze. W czasach saskich gry hazardowe zyskuja tak duza popularnosé,

ze w roku 1768 Sejm Rzeczypospolitej zezwolit Kompanii Genueriskiej na
prowadzenie pierwszej loterii pienieznej. Pierwsze wzmianki o kasynach na
ziemiach polskich pochodza z 1889 roku, kiedy to w Tarnowie zalozono
Stowarzyszenie Kasynowe. W okresie miedzywojennym najbardziej znane byto
kasyno w sopockim ,Grand Hotelu”. Od 1989 roku w wybranych miastach
Polski legalnie dzialaja kasyna z takimi grami hazardowymi, jak ruletka, poker,
black jack (garsé ciekawych informacji dotyczacych dwéch ostatnich gier zawiera
artykul Rényi'ego). Hazard ma wiele innych twarzy, od automatéw w rodzaju
»jednorekich bandytéw”, przez bakarata, bingo, lotto, zaktady bookmachreskie,
po zaklady na wyscigach konnych.

Gry w kasynach istotnie réznia si¢ od gier dotychczas prezentowanych w czesci
Ii II. Réznica polega migdzy innymi na tym, ze w takich grach naszym
przeciwnikiem jest kasyno — partner zawsze ch¢tny do gry o nieograniczonym
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kapitale. Ponadto zadne kasyno nie oferuje gry, w ktérej gracz mialtby takie same
szanse wygrania jak i porazki, choé jak juz wiemy (z czeéci I) te dysproporcje
moga by¢ niwelowane wysokoécig zakladéw.

Zacznijmy od rozwazenia nastepujacej modyfikacji zadania o ruinie gracza:

Gracz A z kapitalem poczatkowym $a, z prawdopodobienistwem 0 < p # %
wygrywa w kazdej partii z graczem B posiadajacym kapitat $b (a,b € N).
Wygrywajacy otrzymuje od przeciwnika $1. Gra toczy sie do momentu, gdy
jeden z graczy zostanie bez pieniedzy. Jakie jest prawdopodobieristwo ruiny
dla kazdego gracza?

Przypatrzmy si¢ grze z punktu widzenia gracza A. Niech ) = g, gdzie

g =1 —p. Oznaczmy przez p; prawdopodobiefistwo, Ze pionek z punktu
k przejdzie do punktu 0 (analogia do modelu bladzenia z czesci II). Jedli
pionek z prawdopodobiefistwem p przechodzi z punktu k do punktu & + 1
i z prawdopodobierfistwem g przechodzi z punktu k do punktu k& — 1, to

Pk =P Dry1+q - Pr-1.
Pamigtajac, ze p + q = 1, ostatnia réwnos¢ mozemy zapisaé w postaci:

¢ (Px — Pr-1) =P (Pr+1 — Pr),

skad
P+l — Pk = A+ (Pk — Pr—1) = AR (p1 — po).
Zatem
a—1 a-1
A-(1 =)ot
Pa—P1 = Z(Pkﬂ —pr) = (p1—po) - Z)‘k = (p1 — po) - _(1_—T_)
k=1 k=1

Korzystajac z zaleznosci: py = 1, pat» = 0 wyliczamy najpierw p; = %, a

nastepnie prawdopodobienistwo ruiny gracza A:

Xe — An+b
Pa= T35
W tej sytuacji prawdopodobiefistwo ruiny gracza B wynosi:
1-—)e
Dy = Tt

Oznacza to, ze w przypadku, gdy gracz B dysponuje nieograniczonym kapitalem
i p < g, to los gracza A jest przesadzony, prawdopodobienstwo jego ruiny wynosi:
An-l—b — )@ Aa—}-b — )e

—b b—oo
p““‘/\a+b_1~ Nats =1-2"""—=1,

Zastanéwmy sie teraz nad nastepujacym problemem:
Jakie jest prawdopodobieristwo nie ruiny gracza A, lecz tego, ze jego
kapital wzrosnie do wysokosci 8N > 8a, gdy jego przeciwnik B dysponuje
nieograniczonym kapitatem?

W przypadku, gdy w pojedynczej grze prawdopodobiefistwo sukcesu i porazki
dla gracza A jest takie samo, to:

1 1
pr(N) = 2 “Pr-1(N) + > D1 (),

gdzie py(N) oznacza prawdopodobiefistwo, ze gracz A z kapitalem poczatkowym
$k zdola powigkszy¢ go do wielkosci $N. Powtarzajac obliczenia z czeéci II,
otrzymujemy

Pa(N) = 5.

W przypadku, gdy w pojedynczej grze prawdopodobiefstwo sukcesu gracza
A wynosi 0 < p # %, to nasladujac rozumowanie przeprowadzone dla
zmodyfikowanego zadania o ruinie gracza, otrzymamy

Ae -1
(*) Pa(N) = Wi
Istotne (dla wlascicieli kasyna) jest réwniez okreslenie éredniej liczby gier zanim
dojdzie do ruiny jednego z graczy. W przypadku, gdy prawdopodobiefistwo
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sukcesu i porazki sa takie same, to liczba ta jest réwna a - b. Gdy p # g, to liczba
ta wynosi
a a+b 1-X°%
g—p g-p L=t
Zatem im wieksza jest réznica miedzy p 1 g, tym liczba gier potrzebnych do
ruiny jednego z graczy staje sig coraz mniejsza. -

W przypadku, gdy gracz z kapitatem $a chce osiagnaé kapitat SN w grze
z0<p# %, to érednia liczba gier od osiagniecia tego celu ewentualnie ruiny
gracza A wynosi

N -pe(N)—a

2p—-1

Gdy0<p< —% oraz N > k, to dobrym przyblizeniem tej liczby jest =5
Oznacza to, ze przy grze w ruletke (za chwilg powiemy o niej wigcej) rednia
liczba gier potrzebna do osiagnigcia zamierzonego sukcesu lub ruiny gracza
z kapitalem poczatkowym $a, wynosi 37 - a.

Zobaczmy teraz jak to wyglada w pewnych przypadkach gry w klasyczna ruletke
(amerykanska).

280 145 Jak wiadomo do gry w ruletke potrzebna jest mala kulka i okragta tarcza
\\ \ I // 4 podzielona na 37 réwnych ponumerowanych pél (od 1 do 36, pola na przemian
/ 3 czerwone i czarne, oraz 0 na polu bialtym), ktérej mozna nadawaé szybkie
29 \\ Q ) (/ obroty. Liczby na kole nie sa umieszczone kolejno (rys. 1). W ogélnym zarysie
Ny 17  gra polega na trafnym typowaniu liczby, uktadu liczb lub koloru pola, na ktérym
' O — zatrzyma sie kulka puszczona w ruch przez krupiera na wirujacej tarczy (kulka
X — 6  powinna by¢ puszczona w ruch znad numeru, ktéry ostatnio wypadt). Na
81—~ % " przyklad, na planszy (rys. 2) mozna obstawiaé:
a // N . pojedyncz'y numer (od 0 do 36) ’ - wyptata 35 do 1,
o / l | \ \\ 1 e grupe dwéch SE%S.la.du:]Q(:yCh na planszy l}czb ~ wyptata 17 do 1,
8 e grupe trzech sasiadujacych na planszy liczb - wyplata 11 do 1,
’ e grupe czterech sasiadujacych na planszy liczb - wyplata 8 do 1,
Rys. 1 e grupe czterech pierwszych liczb - wyptlata 8 do 1,
e grupe szeéciu sasiadujacych na planszy liczb — wyptata 5 do 1,
e grupe dwunastu zaznaczonych na planszy liczb - wyplata 2 do 1,
e pole czerwone lub czarne,

A liczby parzyste (bez zera) lub nieparzyste,
o liczby 1-18 lub 19-36 - wyplata 1do 1.

9 Niech kapital poczatkowy gracza A wynosi $900, a jego celem bedzie osiagniccie
~ $1000. W przypadku, gdy gracz ten zdecyduje si¢ na gre w ruletke obstawiajac
8 jedynie kolory przy stalej stawce $1 (gdy wygrywa, to otrzymuje podwojona
stawke, gdy przegrywa traci stawke), to jego szansa na sukces zgodnie ze
wzorem (*) wynosi: pgoo(1000) =~ 0,004486 (w tym przypadku p = 31,’—?). Gdy
i1y kapital poczatkowy gracza jest mniejszy i wynosi tylko $100, to jego szansa na
15—

sioll

(18}

sukces w tej grze dramatycznie maleje do poziomu: P100(1000) = 7,3626 - 10722,

: Naturalne jest wigc rozwazenie nastepujacego problemu: czy mozna tak
17 okresli¢ strategie gry w ruletke, gdy obstawiamy tylko kolor (!), aby zwigkszyc
20 prawdopodobienstwo wygranej?

umng

7 obserwacji zachowai graczy wiadomo, ze cz¢$¢ z nich stara si¢ powigkszy¢
swoje szanse na wygrana grajac tylko wtedy, gdy uklad wygranych i przegranych
28 w poprzednich grach tworzy pomy$lne prognozy dla dalszych gier. Na przyktlad,
g przystepuja do n-tej gry tylko wtedy, gdy wezesniej czesciej wygrywali, albo

?.l ok | tylko wtedy, gdy wczesniej czesciej przegrywali sadzac, ze najwyzszy juz czas na
!l | to, by w k.oﬁcu pojawila sig t)m.rg‘rana. YA mat?nllatycznego punktu widzenia takie
systemy nie przynosza korzysci (sa bezwartoéciowe)!

i g

820161

| TInaczej rzecz si¢ ma, gdy nasza strategia w grze polega na manipulowaniu

2101/ 27101 znﬂ stawkami w pojedynczej rozgrywce. Gdy w pojedynczej rozgrywce nasza szansa
. na wygranie jest mniejsza niz szansa porazki, to najlepsza jest tzw. strategia

Rys. 2 odwaznej gry. W przypadku gry w ruletke, gdy obstawiamy kolory, strategia ta
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Jest nastgpujaca: gracz dysponujacy kapitatem $a, ktéry chce powiekszyé go do
wysokosci $N powinien w kazdym etapie stawia¢ caly swéj kapitat, gdy wygrana
jest mniejsza niz $N, badz tyle, by w wyniku wygranej osiagnaé¢ doktadnie cel
(calkowity kapital gracza po zainkasowaniu wygranej powinien wynosié¢ $N).

Jedli przyjmiemy, ze kapital poczatkowy gracza wymosi z i spelnia warunek
0 <z <1, a jego celem jest osiagniecie kapitalu w wysokosci 1 (normujemy
problem), to funkcja prawdopodobiefistwa sukcesu w odwaznej grze dana jest
nastepujaca zaleznoécig funkcyjna:
_ [ p-f(22), 0<z< 3,

fl=) = {p-i-q-f(?»'c =1y 4 S@s 1
Zastosowanie tej strategii do omawianych wczesniej przyktadéw gry w ruletke
(obstawiamy tylko kolor) daje nastepujace wyniki: dla gracza dysponujacego
kapitalem poczatkowym $900 szansa, ze osiagnie on kapital $1000, wzrasta
do poziomu f(0,9) = 0,9426, natomiast dla gracza z kapitalem poczatkowym
$100 szansa ta wynosi f(0,1) ~ 0,0904. Poréwnanie z wczesniejszymi wynikami
pokazuje znaczny wzrost szans na sukces. Kasyna dazac do ograniczenia
nieuniknionych wahan dochodéw i strat czesto zabezpieczaja sie przed takim
postgpowaniem graczy wprowadzajac minimalne i maksymalne stawki na
poszczegolnych stolach. Ograniczenia te s oczywiscie bardziej korzystne dla
wladciciela kasyna niz dla gracza.

Wéréd graczy pewna popularnosci cieszq sig systemy polegajace na stosowaniu
stawek progresywnych i okredlaniu zasad stosowania progresji. Oto dwie
wzajemnie przeciwne strategie:

e stawke podwajamy po kazdej przegranej, za$ po kazdej wygranej wracamy do
stawki minimalnej,

e stawke podwajamy po kazdej wygranej i powracamy do stawki minimalnej po
kazdej przegrane;.

Systemy te oparte sa na niczym nie uzasadnionej nadziei wdojrzewania szansy”.
Stosowanie ich stwarza jednak spora szanse malej wygranej i stosunkowo
niewielkie niebezpieczedistwo duzej straty.

Zdecydowanie niekorzystna dla gracza jest tzw. ostrozna gra (przeciwienstwo
gry odwaznej), ktérej strategia polega na stawianiu zawsze mozliwie najnizszej
stawki. Zgodnie z mocnym prawem wielkich liczb prowadzi ona do ruiny gracza.

Zapoczatkowane w XVII wiecznej Francji matematyczne rozwazanie wludzkich
stabosci” otworzylo nowe mozliwoéci postrzegania otaczajacego nas éwiata

w postaci racjonalnego przewidywania zachowania si¢ pewnych zjawisk
(zobaczmy co sig bedzie dzialo, to wyprawa w praysztosé!). Wypracowane

z biegiem lat teorie i metody znalazly rozliczne zastosowania ukazujac
jednoczeénie niebywaly skuteczno$é matematyki. Kasyna i loterie 53

stabilnymi (dochodowymi) przedsigbiorstwami zbudowanymi na przestrzeniach
probabilistycznych, moze wiec warto pozna¢ rachunek prawdopodobiefistwa jako
matematyczny model przypadku.
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