Jest to zapis odezytu, za ktéry jego Autor O brylaCh i parkietazaCh platOﬁSkiCh

otrzymal medal Filea na XXII Szkole
Matematyki Pogladowej.
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Rys. 1. Bryly platonskie i ich symbole
Schlifliego.
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Rys. 2. Parkietaz tréjkatny {3, 6}.

Rys. 3. Parkietaze {4,4} i {6,3}.

Jacek SWIATKOWSKI, Wroctaw

W artykule tym zapraszam Czytelnikéw do wedréwki przez rozmaite krajobrazy
geometryczne. Wycieczka ta bedzie rodzajem penetracji idei platofiskosci i jej
nieoczekiwanych realizacji. Szlak zaprowadzi nas z jednej strony do geometrii
nieeuklidesowych - sferycznej i hiperbolicznej, z drugiej zaé do przestrzeni o
liczbie wymiaréw wigkszej niz 3. Geometryczne Swiaty euklidesowy, sferyczny

i hiperboliczny odkryja przed nami liczne wiazace je wspélzaleznoéci. Nie
zawahamy sig tez przed pdjiciem $ciezkami wiodacymi od nizszych wymiaréw
do wyzszych, gdzie bliskie pokrewienistwo pojeé bryty i parkietazu bedzie nam
drogowskazem. A zatem, w droge.

Naszym punktem wyjécia sg klasyczne bryly platofiskie - powszechnie znane

i lubiane ze wzgledu na ich naturalne piekno wynikajace z posiadania wielu
symetrii. Rysunek 1 przedstawia komplet wszystkich pieciu takich bryl. Kazda
z tych bryt, oprécz nazwy wiadomego pochodzenia, posiada réwniez liczbowy
kod postaci {k1, k2}, zwany symbolem Schlifliego. Znaczenie liczb sktadajacych
sie na ten symbol jest nastepujace. Pierwsza oznacza, ze wszystkie Sciany

w bryle s k;-katami foremnymi, druga za$ informuje nas, ze liczba écian
spotykajacych si¢ wokél kazdego wierzchotka bryly wynosi k.

Postawmy sobie pytanie: czy sa mozliwe jakie§ odpowiedniki bryt platonskich
dla symboli Schlafliego innych niz te, ktére opisuja bryly z rysunku 1?7 Czym na
przyklad mégiby by¢ obiekt platoriski o symbolu {3, 6}? Zgodnie ze znaczeniem
liczb w symbolu, obiekt ten powinien mieé tréjkatne sciany réwnoboczne oraz
szes¢ takich Scian wokél kazdego wierzchotka. Taka sztuka nie moze sig jednak
udaé w bryle, czyli w wieloécianie wypuktym, gdyz suma katéw plaskich wokét
kazdego wierzchotka bryty musi by¢ mniejsza od kata pelnego.

Mamy jednak inng mozliwoéé. Zrezygnujmy z budowania bryly, a w zamian
zapelnijmy tréjkatami cala plaszczyzne tak, jak to przedstawia rysunek 2.
OtrzymaliSmy bardzo regularny parkietaz plaszczyzny, ktéry przy odrobinie
dobrej woli mozna by zaklasyfikowaé jako co-§cian platoriski. Zgubily sie gdzies,
co prawda, wypuklo$¢ i ograniczonoé¢, ale pozostaty liczne symetrie oraz
ilodciowe atrybuty pozwalajace nam nazwaé ten obiekt parkietazem platoriskim
o symbolu {3, 6}.

Na plaszczyznie da si¢ jeszcze zbudowaé dwa inne parkietaze podobnego
rodzaju. Sa to parkietaze {4,4} i {3,6} przedstawione na rysunku 3. Nietrudny
rachunek dotyczacy katéw w wielokatach foremnych pokazuje, ze inne takie
parkietaze na plaszczyznie nie sa juz mozliwe. Liste pieciu bryt platoniskich
uzupelniamy wiec o trzy platoniskie parkietaze.

Czy mozna osiagnaé coé wigcej? Zastanéwmy si¢ np. nad symbolem Schlifliego
{4,5}. Pig¢ kwadratéw moznaby zestawi¢ wokél pewnego wierzchotka

w przestrzeni, lecz stanowityby one widok doéé pokraczny i trudno byloby
sobie wyobrazi¢ zachowanie jakiejkolwiek regularnosci przy kontynuowaniu tej
procedury wokét kolejnych wierzchotkéw. A nam zalezy wszak na platoniskiej
estetyce.

Z pomoca w tej patowej sytuacji moze nam przyjs¢ geometria nieeuklidesowa,
poniewaz wystepujace w niej kwadraty maja katy rézne od kata prostego!
Jednoczesnie za$ estetyka platoriska ma pelne prawo wstepu na nieeuklidesowe
palace, o czym przekonamy si¢ juz za chwile. Najpierw jednak dokonam
skrétowe] prezentacji plaszczyzny, na ktérej ,ma miejsce” geometria
nieeuklidesowa, zwanej plaszczyzng hiperboliczng. Plaszczyzne te oznacza sie
zwykle symbolem H? by odrézniaé ja od euklidesowe] partnerki oznaczanej
przez FE2,
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Rys. 4. Proste = H? w modelu.
(a) @
(b) %

Rys. 5. (a) Proste asymptotyczne. (b) Pgk
prostych asymptotycznych.
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Rys. 6. Konstrukcja 5-kata foremnego.

Jednym ze sposobéw dowiedzenia sig czego$ o plaszczyznie H 2 jest zapoznanie
sie z jej modelem wykonanym z czeéci euklidesowych. Model taki nie jest

tylko jakim$ uproszczonym wizerunkiem tej plaszczyzny, lecz raczej bardzo
precyzyjnym opisem zawierajacym w matematycznie zakodowanej formie pelna
informacje o H2. Czesé z tej informacji jest tatwo dostepna juz na poziomie
wizualnym, i ta cze$é powinna nam w zupelnosci wystarczyc.

W modelu, ktéry przedstawiam, plaszczyzne H 2 reprezentuje wnetrze pewnego
kota, powiedzmy kota D?. Na plaszczyznie H? wystepuja proste, ktére w modelu
sa reprezentowane przez dwa rodzaje linii:
(1) przez $rednice kota D?, bez punktéw konicowych;
(2) przez czesci tukéw okregéw prostopadlych do brzegu kota D? zawarte

we wnetrzu tego kota.

Wyjaénijmy, ze przez kat pomiedzy przecinajacymi si¢ tukami okr¢géw rozumieé
bedziemy kat pomigdzy stycznymi do tych tukéw w punkcie ich przecigcia.

W tym sensie rozumiana jest prostopadtoé¢ tuku do brzegu kola D?. Przyklady
rozmaitych linii reprezentujacych w modelu proste z plaszczyzny H % pokazane
sa na rysunku 4.

W modelu, ktéry opisujg, bardzo dogodna jest interpretacja miary kata
pomiedzy prostymi. Jest to po prostu miara kata ,widocznego” w modelu,
rozumiana w sensie kata pomiedzy stycznymi. Znacznie trudniej natomiast
opisaé¢ w modelu odlegto$é miedzy punktami, gdyz nie jest ona zgodna z tym,
co widaé. Np. proste reprezentowane w modelu ograniczonymi tukami sa

w rzeczywistoéci na plaszczyznie H? w obie strony nieograniczone. W naszych
rozwazaniach sprébujemy poradzié sobie bez dokladniejszych informacji

o odleglosciach.

W geometrii hiperboliczne]j nie ma sensu méwi¢ o réwnoleglosci prostych.
Wystepuje tam natomiast ciekawe zjawisko prostych asymptotycznych, czyli
takich, ktére z pewnej strony coraz bardziej si¢ do siebie zblizaja, ale pozostaja
roztaczne. W modelu tuki reprezentujace takie proste maja wspdlny punkt na
brzegu kota D2, tak jak jest to pokazane na rysunku 5a. Co wiecej, mozna nawet
méwié o calym peku prostych asymptotycznych, podobnie jak na plaszczyznie
euklidesowej méwi sig¢ o peku prostych przechodzacych przez ustalony punkt.
Pek taki zilustrowany jest na rysunku 5b. Wspélny punkt prostych z tego peku
widoczny w modelu nie jest wszakze punktem plaszczyzny H?, gdyi lezy na
brzegu kotla, a nie w jego wnetrzu. O punkcie tym trzeba raczej mysle¢ jak

o abstrakcyjnym tworze lezacym juz poza plaszczyzna hiperboliczng, dajacym
sie jednak precyzyjnie zdefiniowac. Tego rodzaju punkty nazywane sa punkiamsi
idealnymi.

Majac juz nieco informacji o plaszczyznie hiperbolicznej postaramy si¢ teraz
zbudowaé na niej wielokaty foremne. Postuzymy sie przy tym nastepujacym
sposobem dobrze wyprébowanym na plaszczyinie euklidesowej. Z ustalonego
punktu O wystawmy k; odcinkéw jednakowej dlugosci d tak, by kazde kolejne
dwa tworzyly w punkcie O kat 27 /k;. Przez drugi koniec kazdego z odcinkéw
poprowadimy prosta don prostopadly. Obszar zawierajacy punkt O, wyciety
przez te proste, jest ki-katem foremnym, co ilustruje rysunek 6 dla k; = 5.
Konstrukeje te mozemy bez zadnych zmian przeprowadzié¢ na ptaszczyznie H>
- jej mozliwe rezultaty dla %, = 4 pokazuja rysunki 7a-d.

Zatrzymajmy si¢ na chwile przy tych rysunkach, gdyz dostarcza nam one calego
szeregu pozytecznych spostrzezen. Zacznijmy od uwagi, Ze na rysunkach tych

za reprezentanta punktu O przyjmujemy érodek kota D2, Odcinki wystawiane

z tego punktu sa zatem reprezentowane w modelu przez odcinki, za$ ich
jednakowa dlugo$é réwniez w modelu bedzie jednakowa ze wzgledu na radialng
symetri¢ modelu.

Rysunki 7a i 7b niewatpliwie przedstawiaja czworokaty foremne, czyli kwadraty.
Maja one wszystkie katy oraz wszystkie boki réwne. Kwadrat z rysunku 7a
jest nieco mniejszy, lecz nie jest to jedyna cecha rézniagca go od towarzysza
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Rys. 7. Kwadraty hiperboliczne.

Rys. 8. Parkietaz hiperboliczny {3, 7}.

z rysunku 7b. Przygladajac sie uwazinie mozemy spostrzec, ie katy w tych
dwéch kwadratach nie sg takie same. Jest to w miare sensacyjne odkrycie,
oznacza bowiem ze kwadraty na plaszczyznie hiperbolicznej majg rozmaite
ksztalty! Jeszcze uwazniejsza kontemplacja rysunkéw pokazuje, ze kat

w kwadracie hiperbolicznym jest tym wiekszy, im mniejszy jest parametr d,
uzyty przy konstrukcji. W granicy, gdy d — 0, miara tego kata zbliza si¢ do
miary kata w kwadracie euklidesowym.

Z innym zjawiskiem mamy do czynienia przy zwiekszaniu parametru d. Rysunek
7c pokazuje, ze przy pewnej krytycznej wartodci dy utworzony kwadrat nie

jest juz wiadciwie wielokatem, gdyz wogdle nie ma wierzchotkéw. Taka figure
nazywa si¢ kwadratem tdealnym, gdyz za jego wierzchotki mozna przyjaé
umownie odpowiednie punkty idealne. Zwiekszajac parametr d jeszcze bardziej,
ponad krytyczna warto$¢ do, otrzymujemy figury jeszcze mniej przypominajace
wielokaty, jak na to wskazuje rysunek 7d. Takimi figurami na razie nie bedziemy
sie zajmowac.

Kwadrat idealny jest dla nas przydatny o tyle, ze wyznacza on jakby granice
przyzwoitosci, ktérej nie powinien przekraczaé¢ zaden uczciwy hiperboliczny
kwadrat. Ulatwia on tez obserwacje, ze przy d — dy katy w kwadracie
hiperbolicznym maleja do zera. Po prostu w granicznym przypadku tuki
spotykajace si¢ w punkcie idealnym s styczne, a wigc przecinaja si¢ pod katem
zerowym. Kojarzac tg i poprzednie obserwacje dochodzimy do wniosku, ze miara
kata w kwadracie hiperbolicznym moze przyja¢ dowolna wartoéé z przedziatu
(0,7/2).

Spostrzezenia poczynione dla hiperbolicznych kwadratéw bez trudu

mozna rozciagnaé na pozostate wielokaty foremne. W ogélnym przypadku
hiperbolicznego ki-kata przedzialem mozliwych do zrealizowania katéw jest
(0, (k1 — 2)/k1). Gérna granica tego przedziatu to oczywiscie kat w k;-kacie
foremnym euklidesowym.

Przypomnijmy w tym momencie pytanie, ktére zawiodlo nas do rozwazania
katéw w hiperbolicznych wielokatach. Bylo to pytanie o platoriskie parkietaze
dla nieobsadzonych jeszcze symboli Schléfliego {k1, k2}. Ta sprawa wymaga
pewnego dopowiedzenia. Otéz sensownie jest zalozy¢, ze ki-kat jest
przynajmniej tréjkatem, zas wierzchotek jest otoczony przynajmniej trzema
wielokatami. Zaweza to zakres potencjalnie sensownych symboli do tych,

w ktorych ky > 31 ky > 3.

Mozemy juz udzieli¢ kompletnej odpowiedzi na powyzej sprecyzowane pytanie.
Aby to uczyni¢, rozwazmy hiperboliczny k;-kat foremny o katach 27 /k;.
Wielokat taki istnieje o ile kat 27/k; nalezy do przedziatu (0,7 (k) — 2)/k1). Tak
dzieje sig dla bardzo wielu par liczb k1, k2, a w istocie dla wszystkich sensownych
par z wyjatkiem tych o$miu, ktére wystepuja w symbolach Schlifliego uprzednio
opisanych obiektéw platoriskich. Po ustaleniu takiej pary i odpowiadajacego jej
wielokata, pokrywamy plaszczyzne H? takimi wlasnie wielokatami, przykladajac
je kolejno do siebie wzdtuz catych bokéw. Przy kazdym kolejnym wierzchotku
plaszczyzna pokrywa sig naokolo wielokatami, bez zachodzenia i bez szczelin.
Zawdzigczamy to dobrze dobranej mierze katéw w wielokatach. Procedura

daje si¢ kontynuowa¢, az do pokrycia calej ptaszczyzny H?2. Jej efektem

jest posiadajaca wielka regularnosé posadzka, ktéra mianujemy platoriskim
parkietazem o symbolu {k;, k2}. Tym samym kazdy sensowny symbol Schlafliego
uzyskuje odpowiadajaca mu badz bryle badz parkietas platofski.

Dla lepszego oswojenia sie z platoriskimi parkietazami plaszczyzny H? postuzmy
si¢ ilustracjami. Rysunek 8 przedstawia w modelu poczatkows faze budowy
parkietazu {3,7}. Réwnoboczne tréjkaty zastosowane przy tej budowie maja
jednakowe katy o mierze 27/7, czyli okolo 51°26/, Estetyczna regularnoéé
hiperbolicznych parkietazy dostrzeg} holenderski grafik M.C. Escher. Jego
drzeworyt oparty na tym motywie przedstawiony jest na rysunku 9. Drzeworyt
Eschera daje dobre pojecie o sposobie reprezentowania odleglosci w modelu
plaszczyzny H?. Wykorzystany jako kanwa parkietaz nie jest wprawdzie
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Rys. 9. M.C. Escher, OQkrgg greniczny.

Rys. 10. Parkietaz sfery odpowiadajacy
o$miodcianowi.

Rys. 11. Kwadraty sferyczne.

platoriski, lecz jest on blisko zwigzany z platonskimi
parkietazami {8,3} i {3,8}. Wytropienie tego zwiazku
pozostawiam Czytelnikom jako pouczajace ¢wiczenie.

Klasa zbadanych przez nas do tego momentu obiektow
platoriskich wykazuje pewna niejednorodnosé. W czesci
sklada sie ona z bryl, w czeSci zad z parkietazy.

Ten obraz mozna i warto ujednolicié, interpretujac
bryly platoniskie jako parkietaze sfery. Rysunek 10
pokazuje jak wyglada parkietaz sfery odpowiadajacy
oémioécianowi. Ogdlnie, aby otrzymaé parkietaz
odpowiadajacy dowolnej bryle platonskiej, zrzutujmy
wierzchotki i krawedzie tej bryty na powierzchnig

sfery w nia wpisanej. Chodzi tutaj o rzutowanie po
promieniach biegnacych w kierunku $rodka sfery.
Utworzona na powierzchni sfery siatka rozbija ja

na jednakowe sferyczne obszary i to one tworza
interesujacy nas parkietaz. Obszary te sa sferycznymi
odpowiednikami wielokatéw foremnych. Caly parkietaz
spelnia naktadane przez nas dotychczas warunki na
platonisko$é i, co wiecej, dziedziczy od bryly, z ktérej
powstal, jej symbol Schléfliego.

Na platoniskie parkietaze sfery warto spojrze¢ jeszcze z innej strony. Sfere
mozna z powodzeniem potraktowaé jako plaszczyzne w pewnej nowej geometrii
~ geometrii sferycznej. Role prostych pelnia w tej geometrii okregi wielkie,

czyli okregi wygladajace jak réwnik na powierzchni kuli ziemskiej. Okregi takie
powstaja w przekroju sfery dowolng plaszczyzna przechodzaca przez jej érodek.
Bez trudu mozna okresli¢ pojecie miary kata pomiedzy przecinajacymi sig
tukami okregéw wielkich. Jest to kat, jaki tworza w przestrzeni proste styczne
do tych tukéw w punkcie ich przecigcia. Z kolei odlegtos¢ punktéw na sferze
okregla si¢ jako diugoéé (krétszego) Iuku okregu wielkiego taczacego te punkty.
Okreslenia te czynia ze sfery przestrzef geometryczng konkurencyjna w stosunku
do plaszczyzn E? i H?. Przez analogie do tych ptaszezyzn zastosujemy do sfery
oznaczenie SZ.

Na S? mozna bez zmian powtérzyé stosowang przez nas konstrukcje wielokatéw
foremnych. Rysunek 1la przedstawia uzyskany ta droga kwadrat sferyczny.
Kwadrat ten, w przeciwienistwie do swoich nieco wychudzonych hiperbolicznych
kuzynéw, wydaje sig by¢ raczej pulchny. Precyzyjnym tego przejawem jest miara
kata w dowolnym jego wierzchotku. Jest ona wigksza od miary kata w kwadracie
euklidesowym, czyli od 7/2. Kat ten w istocie jest tym wiekszy, im wigksza
wartosé przyjmuje parametr d uzyty w konstrukcji. W skrajnym przypadku
przedstawionym na rysunku 11b kwadrat sferyczny degeneruje si¢ do potsfery,
gdyz jego katy osiagaja miarg .

Odrzucajac przyktad z rysunku 11b jako patologiczny, nie pogardzajmy jednak
plynaca z niego nauka. Przyklad ten pokazuje, ze gérnym ograniczeniem na
miare kata w sferycznym kwadracie jest 7. Z drugiej strony, poniewaz male
kwadraty sferyczne sa bardzo malo spuchnigte, ograniczeniem dolnym jest 7/2,
czyli miara kata w kwadracie euklidesowym. Podobne rozumowanie stosuje sig
zreszta do dowolnego wielokata sferycznego foremnego. Wszystkie katy pomigdzy
warto$ciami granicznymi moga by¢ faktycznie zrealizowane przez odpowiedni
wielokat.

Pozostarimy przy sferycznym kwadracie, dobierajac tak parametr d

w konstrukcji, by katy kwadratu miaty miarg 27 /3. Z jednakowych kwadratéw
tej wielkoéci i ksztaltu mozna zbudowaé parkietaz sfery, poczawszy od trzech
kwadratéw zestawionych bez zachodzenia i bez szczelin wokét dowolnego
punktu. Parkietaz zbudowany w ten sposéb jest taki sam jak parkietaz
otrzymany z szeécianu przez rzutowanie promieniste. Szedcian, jako bryle
tréjwymiarowa, mozemy odtworzy¢ z tego parkietazu prowadzac plaszczyzng
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styczng do sfery przez Srodek kazdego kwadratu. Komplet tych ptaszczyzn
wyznacza wieloScian opisany na sferze, a jest nim wtasnie sze$cian. Podobny
zwiazek zachodzi miedzy pozostalymi platofiskimi parkietazami sfery

a odpowiadajacymi im brylami. Z tego powodu platonskie bryty i parkietaze
sfery mozemy uwazac za obiekty calkowicie réwnowazne.

Dotychczasowy pierwszy etap wyprawy przez kraine obiektéw platoriskich
mozemy podsumowaé takim oto zwiezlym stwierdzeniem:

Niech k1 > 3 i k2 > 3 bedg liczbami naturalnymi. Wowczas {k1,k2} jest symbolem
Schliflieqo platoriskiego parkietazu:

(a) sfery S?, gdy 1/k1 + 1/ky > 1/2;

(b) plaszczyzny euklidesowej E?, gdy 1/ky + 1/ky = 1/2;

(c) ptaszczyzny hiperbolicznej H?, gdy 1/ky + 1/ky < 1/2.

Wsred tych parkietazy jest 5 sferycznych, 8 euklidesowe i nieskoriczenie wiele
hiperbolicznych.




