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Praktycznie o problemie niezdolnosci do studiowania

Marek KORDOS, Warszawa

Wielu sposréd ludzi, ktérych opinie szczegélnie cenie,
wyraza poglad, ze wspolczesni studenci nie sa zdolni do
studiowania, czego dowodem jest fakt, ze nijak sig ich
do tego sklonié nie da. Mozna ich sklonié aby sie uczyli
uczg si¢ tego, co jest im przekazywane na wyktadach,
¢wiczeniach, seminariach itd. Ale do studiowania
nakloni¢ sie nie daja. Przynajmniej w masie. Jako
przyczyna podawany bywa najczesciej brak wprawy,
a wiec strukturalny analfabetyzm, czyli brak nawyku
(a w konsekwencji i umiejetnosci) do posiedzenia nad
ksigzks. Uwazam te diagnoze za prawdziwa.

Skoro jednak tak, to powstaje pytanie, czy
przypadkiem nie ma jakiej§ praprzyczyny. I wydaje
si¢ ze jest. Dostepna matematyczna literatura

dla nastolatka to przewaznie teksty refleksyjne,
ktérych autorzy zapoznaja nas z my$lami, uczuciami
i doznaniami, jakie towarzysza ich kontaktom

z matematyka, opisuja dusze, badz tez poczucie
humoru matematykéw. A samej matematyki jakby
nie ma. To sg teksty, ktérych poznanie pozwoli
niematematykowi podczas spotkan towarzyskich na
subtelne sugestie, iz i matematyczna materia nie
jest mu obca. Z cala pewnoscia nie ma to jednak

nic wspdlnego z propedeutyka studiowania. Godnym
odnotowania wyjatkiem sa Okruchy matematyki
Gérnickiego - tekst jest jednak dostepny dla tych,
ktérzy studiowania sie nie boja, a nawet maja w jego
kierunku inklinacje.

Zapewne bedzie miata miejsce reforma edukacji, ktéra
- w najbardziej minimalistycznej wersji — spowoduje
reorganizacje szkoly, Podstawéwka bedzie o rok
dtuzsza i podzielona — nie jak dotad na dwie czeéci
(nauczanie poczatkowe i reszta) — lecz na trzy (j.w.

i gimnazjum). Da to w konsekwencji nieco starsza
mlodziez w (krétszych) liceach. Byé moze bedzie tez
ona intelektualnie sprawniejsza. Mozna by, jak sadze,
wykorzysta¢ ten moment do tego, aby w liceach uczono
nie z podrecznikéw, lecz z ksiazek o innej organizacji
tekstu.

Mozna by te¢ propozycje teoretycznie rozwijaé, ale lepiej
chyba zaproponowaé przyktad. To, co nizej, jest prébka
napisania takiego tekstu. Nie pisalem go na zadne
zamowienie, wiec doskonale nadaje sie do krytycznej
oceny. Stanowi fragment wiekszej o rzad wielkosci
calodci, ktdrej poszczegdlne czesci sa na zupelnie rézne
tematy. Bede bardzo wdzigczny za wszelkie uwag,

w zamian stuze wyjasnieniami.

Niezaleznie od przykladu chciatbym zachecié¢ wszystkich
do pisania tekstéw mogacych proponowaé propedeutyke
studiowania, tym bardziej, ze znane mi sa przyktady
autorskiego nauczania poprzez takie teksty (przewaznie
pisane przez nauczyciela). Pisanie takich tekstéw nie jest
kopalnig zlota (jak np. podrecznik do podstawéwki) i nie
wiem, czy kiedykolwiek bedzie. Ale nie samym zlotem
czlowiek zyje.

6. Do czego moze stuzy¢ dzielenie z reszta

Kazdy z nas, gdy po raz pierwszy w swojej edukacji stykat sie z dzieleniem,
mial do czynienia z dzieleniem z reszta. I wigkszo$é z nas po ukosiczeniu szkoly
podstawowej juz wiecej z takim dzieleniem do czynienia nie miata. Tymczasem,
takie dzielenie jest Zrédtem kilku waznych konstrukeji matematycznych. Wylicze

tu trzy z nich.

Odmienne liczby

Dzielenie z resztg liczb naturalnych a przez b polega na znalezieniu takiej

liczby naturalnej n, ze nb < a < (n + 1)b - i to jest wynik dzielenia, a takze
takiej liczby naturalnej r, ze @ = nb+r - i to jest reszta z dzielenia. Jak latwo
zauwazy¢, r jest jedng z liczb 0, 1,..., (b—1). Tak to wyglada w podstawdwee.

Nietrudno zauwazy¢, ze mozna dzielié¢ réwniez liczby catkowite ujemne. Dla
wszystkich liczb catkowitych uzywa sie pojecia kongruencji o module m. Méwi
sig, ze liczby a i b s¢ w kongruencji modulo m, lub ze przystajg modulo m -
symbolicznie ¢ = b (mod m) - gdy a — b dzieli si¢ przez m z reszta 0, lub (co
na jedno wychodzi) gdy a i b dziel sig przez m z ta samg (obojetnie juz jaka)

resztg.

Relacja kongruencji jest bardzo podobna do zwyczajnej réwnosci, np.
kongruencje mozna stronami mnozy¢, dzielié, potegowac, dodawaé, odejmowag,
uzyskujac za kazdym razem znowu liczby bedace w kongruencji. Nie jest to
trudno sprawdzi¢. Dla porzadku sprawdzmy, powiedzmy, dodawanie i mnozenie.

Jesli a = b(mod m) i ¢ = d (mod m), to istnieja takie liczby n,, T, M, Mg OTAZ
riirg,2ea=nm+r,b=mm+tr,c=nm+ryid= ngm + r3. Zatem
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a+c=nm+11+nm-+r2= m(ne + ne) + (r1 +72)
i b4d=mnym+r+ngm+re=m(n + ng) + (11 +72),
z czego wynika, ze zaréwno a + ¢, jak i b+ d przy dzieleniu przez m daja taka
sama reszte jak 71 + 72, czyli réwna, a zatem a +c¢c = b+ d (mod m).

Analogicznie dla mnozenia mamy
ac = nanbm2 4+ ngamra + nemry + T2 =
= m(nanem + nara + ner1) + 7172
i podobnie bd = m(npnam + npr2 + nari) + rir2,
a wiec ac i bd daja z dzielenia przez m taka sama reszte, jak riT2, czyli mamy
ac = bd (mod m). Podobnie sprawdza si¢ pozostale wymienione wlasnoéci
kongruencji.

Dla zwolennikéw konkretnych przyktadéw mam propozycje przedledzenia, jak
z pierwszej kongruencji wynikaja wszystkie wypisane dalej:

16=9(mod 7),bo 16 -9 =T,

13 = 6 (mod 7), bo odjeliémy 3 = 3 (mod 7);

—39 = 24 (mod 7), bo pomnozyliémy przez —3 = 4 (mod T);

1521 = 576 (mod 7), bo podniesliémy do kwadratu;

946 = 1 (mod 7), bo odjeliémy 575 = 575 (mod 7).

Oczywiscie, kazda z kongruencji mozna by sprawdzi¢ bezposrednio.

Kolejng — bardzo oczywista, ale ogromnie wazna whasno$é kongruencji poprzedzi

Dygresja o klasach abstrakgji

Réwnoéé ma trzy interesujace wtasnosci

a=a, gdya=b tob=a, gdya=bib=c toa=c,
zwane odpowiednio: zwrotnosé, symetria, przechodniosé. Kazda relacje o takich
wlasnoéciach nazywa sie relacjg réwnowaznodei lub po prostu réwnowazinoscig.
Wiasnoéci te pozwalaja na podzielenie zbioru, w ktérym jest okreélona relacja,
na czesci, zwane dumnie klasams réwnowaznosci, lub klasami abstrakcyi.

Ta ostatnia nazwa pokazuje istotna ceche myslenia matematycznego — kazde
pojecie, nawet tak zdawaloby sig nieokreslone, jak abstrakcja, matematyk musi
dokladnie opisaé, jednoznacznie zdefiniowaé. Tak wigc abstrakcja to tworzenie
klas jakich$ obiektow za pomoca majacej wymienione wtasnoéci relacji.

Klasa abstrakeji wyznaczona przez element a jakiego$ zbioru, w ktérym
okreslona jest pewna zwrotna, symetryczna i przechodnia relacja R, to

zbiér tych wszystkich elementéw, ktére sa z a w relacji R. Wiegkszosé¢ pojeé
matematyki (co nie zawsze wida¢) to klasy abstrakeji. Chocby najpospolitsze
nazwy figur: koto, prostokat, kwadrat to klasy abstrakeji relacji podobienstwa
w zbiorze figur. Faktycznie, gdy méwimy ,koto” czy okwadrat”, nie mamy na
myéli konkretnej figury, tylko dowolng z pewnego zbioru, ktéry zawiera istotnie
tylko obiekty wzajemnie podobne. Jesli sig zastanowié, to wladciwie prawie
wszystkie nazwy nie sa nazwami konkretnych obiektéw, lecz dowolnego obicktu
z pewnej zbiorowosci: ,0kno”, ,pies”, ,czlowiek”, ,milos¢” to abstrakty, nazwy
klas. Tyle ze jedynie w matematyce zrobiono z tej obserwacji porzadna teorig.
Na przyktad postugujac si¢ nawet taka gadana definicja klasy abstrakcji, jaka
rozpoczyna ten akapit, mozna udowodnié, ze klasy abstrakeji s roztaczne —
gdy o jakimé punkcie stwierdzimy, ze nalezy do dwéch klas abstrakeji tej samej
relacji, oznaczaé to bedzie, ze te klasy sa réwne, ze to jest jedna klasa. Prosze
udowodnic¢.

Czesto uzywa si¢ takze nazw klas abstrakeji, ktére sig réznia od nazw obiektéw
skladajacych sig na taka klase. Na przyklad kierunek: jest to nazwa klasy
abstrakeji prostych (odcinkéw, wektoréw) ze wzgledu na relacjg réwnoleglosci.
A ta relacja, oczywiécie, ma potrzebne wiasnosci:

kllk; gdy k|1, tolllk; gdykllil]lm, tok]m;
jest wiec zwrotna, symetryczna i przechodnia. Mdwiac, ze prosta ma jakis
kierunek, méwimy, ze nalezy do odpowiedniej klasy relacji réwnoleglosci.
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Rys. 6.1
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Jeszcze czeiciej jest stosowane pojecie wektora swobodnego: jest to klasa
abstrakeji relacji posiadania tego samego kierunku, zwrotu i dtugosci. O ile
zwykty wektor (czasem nazywany zwigzanym) to para punktéw, o tyle wektor
swobodny to nic innego, jak przesunigcie ~ prawda ?

Czasami dobrze jest wyobrazi¢ sobie jaki§ mechanizm powstawania klasy
abstrakcji. Dla klas wyznaczonych wéréd liczb caltkowitych przez relacje
kongruencji modulo m dogodnie jest wyobrazié¢ sobie, ze jest to wynik nawijania
osi liczbowej na okrag o obwodzie m — wszystkie liczby catkowite znajda sie
tylko w jego m réznych punktach — wszystkie, ktére trafiajg w ten sam punkt,
naleza do tej samej klasy abstrakcji (rys. 6.1 ilustruje przypadek kongruencji
modulo 5). Oczywiscie, najpierw nalezaloby si¢ przekonaé, ze kongruencja jest
relacja réwnowaznosci - ale to chyba nikomu trudnosci nie sprawi.

Dostrzezone przez nas wtasnoéci dziatan dadza si¢ w tym jezyku opisaé tak,

ze jesli ktérakolwiek z liczb danej klasy dodamy do ktérejkolwiek z liczb innej
danej klasy, to otrzymamy wynik nalezacy stale do tej samej klasy. Innymi
stowy, nawijanie odbywa si¢ w tak regularny sposéb, ze wyniki zaleza jedynie
od klas, z ktérych zostaly wzigte argumenty. Dziatania sa zgodne z nawijaniem.
Albo inaczej - mozna okre§li¢ w ten sposéb dzialania na klasach: wykonujemy
zwykle dzialania na zwyklych liczbach, na zwyklej osi liczbowej, a potem o$
nawijamy na odpowiedni okrag i wynik mamy gotowy.

Napisalem ,na zwyklych liczbach”, bo w ten sposéb otrzymali$émy zupelnie
nowe liczby — wlasdnie te klasy. Czesto klasy abstrakeji relacji kongruencji
modulo m nazywa sig ta liczba sposréd {0, 1, 2,..., (m — 1)}, ktéra nalezy
do tej wlasnie klasy. Trzeba jednak pamietaé, ze sa to zupelnie inne liczby niz
tak samo si¢ nazywajace liczby naturalne — przeciez zupetnie inaczej sie na
nich rachuje. Zbiér nowych liczb, czyli klas abstrakcji kongruencji modulo m
oznaczany jest na ogét przez Z,,. Zobaczymy, ze wtasnodci liczb Z,, zaleza od
wlasnoéci m.

Rachunki w Z,,, mozna by, oczywiscie, opisaé¢ nie uzywajac nawijania. Ot, po
prostu, umawiamy sie, ze liczby Zy, sa to liczby {0, 1, 2,..., (m - 1)}, tylko,
ze liczy si¢ na nich w ten sposéb, iz zamiast wyniku dzialtania pisze sie jego
reszte z dzielenia zwyklej liczby przez m. Kazdy moze patrzeé na to tak, aby
jak najwiecej zobaczy¢.

Aby sie przekonad, ze sa Z,, lepsze i gorsze, sprébujmy w Zg pomnozyé 2
przez 3 - wyjdzie 0. Taka sytuacja jest zdecydowanie niedobra — otrzymali$my
dzielniki zera, rézne od zera liczby, ktérych iloczyn jest zerem. To wyklucza
mozliwoéé, aby dalo si¢ w Zg okrelié prayzwoite dziclenie - ani 2, ani 3

nie maja tu swoich odwrotnosci. Stad nie ma co marzy¢ np. o normalnym
rozwigzywaniu réwnan. Zauwazmy jednak, ze gdy m jest liczba pierwsza,
zadnych kiopotéw nie bedzie. Faktycznie, dla dowolne; liczby réznej od zera
jest liczba odwrotna, co zapewnia mozliwoéé dzielenia (bo to przeciez mnozenie
przez odwrotnos¢). Oto uzasadnienie. Mnozac liczbe a, rézng od 0, kolejno
przez wszystkie liczby Z,,, gdy m jest liczba pierwsza, otrzymujemy m réznych
liczb, a wigc wéréd nich i 1. Gdybyémy bowiem uzyskali mniej wynikéw, to dla
pewnych dwoch liczb b i c byloby ab = ac, czyli a(b-c¢) =0, a wiec bylyby
dzielniki zera, czyli — wracajac do zwyklych liczb - bytoby a(b—¢) = k- m,
podczas gdy zaréwno a, jakib—cic—bsaod m mniejsze: sprzecznosé z
zalozeniem, ze m jest liczba pierwsza.

Z,, gdzie p jest liczba pierwsza (zwyczajowo uzywa sig takiej litery) to liczby
majace podstawowe wlasnosci algebraiczne takie same, jak np. liczby rzeczywiste
czy wymierne. Dla przykladu, wzory na rozwigzywanie réwnaf kwadratowych sa
w Z, takie same, jak dla liczb rzeczywistych — dziata wzdr
_—bxVA
B= "o
opisujacy pierwiastki réwnania az? + bz + ¢ = 0, choé wyniki liczbowe sg
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r = 1517, s = 1073

1517 = 11073 + 444,
1073 = 2 - 444 + 185,
444 = 2 - 185 + 74,
185 =2-74 + 37,
T4=2-37+0.

c=1T71,d =146

771 = 5 - 146 + 41,
146 = 3 - 41 + 23,
41=1-23+18,
23=1-18+5,
18 =8-5+3;
5=1-3+2,

o (R
2=2:1+0.

zupelnie inne. Zobaczmy to na przykladzie réwnania

24+2+1=0,
ktére, jak wiadomo, nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, a to dlatego, ze
A=1-4=-3

nie jest wéréd liczb rzeczywistych kwadratem 7adnej liczby. W Z3 jednak ta
sama A jest réwna 0 i, rzeczywiécie, réwnanie ma jeden pierwiastek
-1+0 2
B 2
W Zg znowu pierwiastkéw nie ma — tes sie zgadza, bo jedyne kwadraty wérod
tych liczb to 0,114, a A—=2

W Z7 z kolei sa dwa pierwiastki, A = 4 = 2% = 5% i pierwiastkami sa
-14+2 1 -145 4
— =4 oraz =-=
2-1 2 2.1 2

(czterech pierwiastkéw nie ma, bo przeciez —2 = 5).

Kongruencje sa wykorzystywane nie tylko do konstrukcji nowych liczb, lecz
przede wszystkim do rozstrzygania najrozmaitszych probleméw zwigzanych
z podzielnoscia. Tu nie bedzie o tym mowy, ale dla zachety polecam
wyprébowanie swych sit przy wykazaniu twierdzenia, ktére nosi nazwe Moale
Twierdzenie Fermata. Mozna je sformulowac tak:

Jesli p jest liczbg pierwszq, to dla kazdej liczby catkowitej a liczba o — a jest
podzielna przez p

(jak kto woli: a” przystaje do a modulo p).

Dowdd tego twierdzenia najlatwiej przeprowadzi¢ indukcyjnie, a konkretnie

- poniewaz 17 — 1 = 0 jest podzielne przez p — wykazac, ze jesli aP — a jest
podzielne przez p, to réwniez (a + 1)? — (a + 1) dzieli sig przez p. To, co stanowi
gléwny argument dowodu, to fakt, ze wszystkie wspélczynniki wielomianu

(z + 1)P - poza pierwszym i ostatnim, ktére sa jedynkami — dziela si¢ przez p
(gdy p jest liczba pierwsza, oczywiscie).

Na koniec wypada jeszcze napisac, ze najczesciej jako Mate Twierdzenie Fermata
podaje si¢ wniosek z przytoczonego twierdzenia, a mianowicie

Jesli p jest liczbg pierwszg t liczba a nie jest podzielna przez p, to liczba a*~1 -1
jest podzielna przez p.

Teraz przejdziemy do zapowiedzianych jeszcze dwéch kierunkéw wykorzystania
dzielenia z reszta. W kazdym z nich uzyty jest algorytm Euklidesa. Teraz wigc
bedzie

Dygresja o algorytmie Euklidesa

Algorytm Euklidesa to nastepujace postgpowanie, ktére stosuje sie do
dowolonych dwéch liczb, nazwijmy je a i b. Dzielimy z reszta a przez b

i otrzymujemy wynik w1 1 resztg 1. Nastepnie dzielmy b przez r, otrzymujac
wynik w, i reszte ro. Z kolei ry dzielimy przez rs, otrzymujac wynik ws 1 reszte
rs. I tak dalej, co oznacza, ze tak diugo, dop6ki nie otrzymamy reszty 0,
powtarzamy te operacje, otrzymujac z dzielenia 7,1 przez ra wynik wni1

i reszte Tn41. Gdy nie natrafiamy na resztg 0, traktujemy cata operacjg jako
ciagnaca si¢ w nieskoniczonos¢. Tak wiec algorytm Euklidesa z pary liczb a

i b produkuje skoriczona lub nieskoficzong liczbe par w; i r;. Na marginesie
przyklady.

Pierwsza refleksja, jaka si¢ nasuwa, to spostrzezenie, ze ten algorytm zawsze sig
musi zakoficzy¢ — przeciez za kazdym razem otrzymujemy, jako reszte, coraz
mniejsza liczbe naturalng - od jak wielkiej byémy nie zaczeli, po skoriczonej
liczbie krokéw musimy uzyskaé zero.

Spostrzezenie byloby prawdziwe, gdybysmy algorytm Euklidesa stosowali
tylko do liczb naturalnych. Mozemy go jednak stosowaé do dowolnych liczb,
bo przeciez okreslenie dzielenia z reszta da sie do nich réwniez zastosowac.
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444 =1-r - 1. s,

185 =1-5—2-444 =
==-274(1+2)-5=
=-2-r+3-s,
7Td=1.444 - 2.185 =
=(l+4) r+(-1-6) 5=
=5-7r—T-s,
37=1-185-2-74 =
=(-2-10)-r+(3+14). 5=
=-=12-r+17-s.

41=1-¢—-5-d,
28=1-d-3 41 =
=-3-c+(1+15)-d=
=-3-¢c+16-d,
18=1-41-1:23 =
=(14+3)-c+(-5-16)-d=
=4.c-21-d,

Co wigcej — to wcale nie musza by¢ liczby: historycznie algorytm Euklidesa
najpierw zastosowano do odcinkéw.

Sprébujmy wiec podaé taka definicje dzielenia z reszty, aby stosowala sie i do
dowolnych liczb, i do odcinkéw (i moze do Jjeszcze paru wielkodci):

dzielenie z reszta wielkosci a przez tego samego rodzaju wielkos¢ b polega

na znalezieniu takiej liczby naturalnej n, ze wielkoéé a zawiera si¢ pomiedzy
wielkoscig nb i wielkoscia (n + 1)b - i to jest wynik dzielenia, a takze takiej
wielkosci 7, ze @ = nb+ 7 — i to jest reszta z dzielenia.

Algorytm Euklidesa bedzie wigc nam dawatl w ogélnoci nie pare liczb w kazdym
kroku, lecz parg zlozong z liczby naturalnej w; i wielkosci tego samego rodzaju,
co a i b, bedacej reszta r;. Aby obejrzeé choé jeden przyklad tego rodzaju,
prosze wziaé jako a przekatna kwadratu, a jako b jego bok — odkladajac

cyrklem odcinki, przekonamy sie, ze - dopdki to narzedzie nie okaze sie

zbyt grube — otrzymywaé bedziemy takie same wyniki wy, wa, ws,. .., jak

w pierwszym z przykladéw liczbowych (rys. 6.2). Mozna by nawet postaraé sie

o (geometryczne) uzasadnienie, ze poczynajac od wp wszystkie w; beda réwne 2
1 ze algorytm nigdy sie nie zatrzyma.

Sprawg algorytmu Euklidesa traktowanego tak ogélnie zajmiemy si¢ w trzeciej
czedci tego rozdziatu (tam tez $ciagawka dla tych, ktérzy nie zrobili przykiadu
geometrycznego).

Najwiekszy wspdlny dzielnik

Tymczasem powr6émy do algorytmu Euklidesa wéréd liczb naturalnych. Mamy
wige pewnosé, ze algorytm sig zatrzymuje i istnieje pierwsza reszta réwna zeru.
Zauwazmy, ze

Jjesli w algorytmie Euklidesa, zastosowanym do liczb naturalnych a i b, pierwszq
resztq Towng 2eru jest T, t0 ro_y jest najwickszym wspélnym dzielnikiem a i b.

Uzasadnienie jest bardzo proste: jesli r,, Jjest réwna 0, to r,_; dzieli bez
reszty Tn_2, a poniewaz rn_g = Wnp_1Tph_g + rp_g, wiec 7,1 dzieli réwniez
Tn—3. Powtarzajac to rozumowanie, stwierdzamy, ze r,_; dzieli wszystkie r;
0 mniejszych numerach oraz a i b. Jest wiec ich wspolnym dzielnikiem.

Pozostaje jeszcze tylko przekonaé si¢, ze najwigkszym. Ale tu uzasadnienie jest
bardzo podobne do poprzedniego. Jedli bowiem jakas liczba d jest dzielnikiem i
a, 1 b, to wobec @ = wy - b+ r; jest dzielnikiem réwnies Ty, wobec b =wy 7y + 1
Jjest réwniez dzielnikiem r, itd., az w konicu stwierdzamy, ze jest dzielnikiem
Tn—1. Skoro wigc kazdy wspélny dzielnik a i b jest dzielnikiem r,_;, wiec ten

5=1-23-1-18= dzielnik jest najwiekszy.
=(-3-4)-c+(16+21)-d=
=-T.¢+37d, Metoda poszukiwania najwigkszego wspélnego dzielnika za pomoca algorytmu
S I8 BBl Euklidesa jest na ogé} (czyli jesli przykiad nie jest specjalnie dobrany) szybsza
=(4421) ¢+ (-21-111)-d= od poszukiwania go metods rozkladu na czynniki - proszg tradycyjnie poszukaé
= Oicg—130ud najwigkszego wspélnego dzielnika dla 7 i s czy cid z przykladéw podanych
Ny e M [ wyze]. Ma jednak jeszcze jedna zalete: Jjej uzasadnienie pozwala stwierdzié, ze
=(~7-25)-¢+(37+132)-d= dla dowolnych liczb naturalnych a i b istniejq takie liczby catkowste k i l, ze
=-32.c+169 - d, k-a+1:b jest réwne najwickszemu wspélnemu dzielnikows tych liczb.
L5 18 =L-2= Zamiast dowodu (ktérego przemy$lenie polecam) przedstawiam tylko na
= (25+32) ¢+ (~132 - 169) - marginesie sposéb obliczenia tych liczb dla podanych wyiejrisorazcid
d= - poréwnanie go z przebiegiem algorytmu Euklidesa wskazuje droge dowodu
=57-¢—301-d. w ogblnym przypadku. Ostatecznie wiec
37 = (-12) - 1517 + 17- 1073 (= —18204 + 18241) i 1 =57-771 4+ (—301) - 146 (= 43947 — 43946).

W ten sposéb okazalo sig, ze kazda catkowity wielokrotnoéé najwiekszego
wspélnego dzielnika dwéch liczb naturalnych mozna uzyskaé jako sume ich
iloczynéw przez jakies liczby calkowite.

Szczegdlnie ciekawie przedstawia sie to dla liczb o najwigkszym wspélnym
dzielniku réwnym 1, czyli liczb wzglednie pierwszych. W tym przypadku mozna,
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mnozac kazda z nich przez odpowiednig liczbe catkowita i dodajac, uzyskac
dowolng liczbe catkowita. Na przyktad ¢ i d s liczbami wzglednie pierwszymi
— wykorzystujac przeprowadzone rachunki, mozemy napisat, ze dla dowolnej
liczby calkowitej k jest

k=57-k-c—301-k-d(=57-k-771-301-k- 146).
Trudno powiedzieé, aby to byto widaé ,na oko”.

Polecam dalsze figle z tak wykorzystywanym algorytmem Euklidesa. Sam
powréce do ostatniego spostrzezenia w rozdziale 10. Teraz pora na trzeci sposéb
wykorzystania dzielenia z resztg, a dokladniej — na kolejne wykorzystanie
algorytmu Euklidesa.

Arytmetyczne utamki lancuchowe

W poprzednie] czgsci interesowaly nas bardziej reszty uzyskiwane za pomoca
algorytmu Euklidesa niz wyniki poszczegdlnych dzielef. Tu bedzie przeciwnie.

Zauwazmy, 7e iloraz 7 i s, wzietych 2 przeliczanego przykladu, mozna zapisac
jako
1517 _ 1

=1+
T
1073 o 1

2+ ;—T
T2
Tak zapisany utamek nazywamy arytmetycznym utamkiem taricuchowym lub
arytmetycznym utamkiem ciggtym. Ogdlniejsze pojecie ulamka lancuchowego
dotyczy wyrazenia rézniacego si¢ od arytmetycznego utamka tanicuchowego
tym, ze wystgpujace w nim liczby (réwniez jedynki!) nie muszg by¢ liczbami
naturalnymi. W przypadku arytmetycznych utamkéw taricuchowych dopuszcza
sie jeszcze, aby liczba stojaca na pierwszym miejscu byta ujemna liczba
catkowita — 1obi si¢ tak dlatego, aby réwniez liczby ujemne mozna byto
przedstawia¢ jako arytmetyczne utamki taficuchowe.

Ogodlnie: jedli z zastosowania algorytmu Euklidesa do liczb a i b uzyskamy wyniki
w;, to prawda jest, ze

1
=1..U1+ 1

ws +

2
b

w3 +

Wy + ———
2 ws + ...

W przypadku, gdy a i b s3 liczbami calkowitymi, rzecz jest nietrudno sprawdzi¢
_ ulamek taki ma skoficzona liczbe wynikéw w; i kresek utamkowych.
W przyktadzie, od ktérego zaczeli$my, mamy

1 1 1 1
1+ =1+ =1+ =1+ =
1 1 1 1
24 ——— 2+ 24— 2+ =
2+——1 B s 242 12
24 ) 5 5 5
2 2

1 1 12 41 1517

=1+ =14+ =14 —=0=—=;

2+_5»_ 29 29 29 1073’

12 12

ostatnia réwnoéé bierze si¢ z pomnozenia licznika i mianownika przez 37,
znaleziony poprzednio najwigkszy wspélny dzielnik 1517 i 1073. Jak widac,
korzystajac tylko z wynikéw dzieleri w algorytmie Euklidesa, mozna znalez¢
wartoéé skréconego utamka inaczej, niz dzielac licznik 1 mianownik przez ich
najwiekszy wspélny dzielnik. Mozna sie¢ tez pokusié¢ o przeprowadzenie ogélnego
dowodu zauwazonych tu prawidiowosci.

Odmiennie ma sie sprawa, gdy stosujemy algorytm Euklidesa w ogdlnym
przypadku. Tu mozna otrzymac utamek tahcuchowy nieskoficzony. Wartos¢
utamka taficuchowego (arytmetycznego, ale o innych nie bedzie tu mowy, wigc
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bedg to okreslenie pomijal) wzigta tylko do pewnego miejsca, rozwazenie tylko
wartoéci w; dla i mniejszych od pewnego n, nazywa sie n-tym reduktem ulamka.
Mozna wykazac, ze te n-te redukty sa przyblizeniami wartoséci utamka, a wiec, ze
mozna nimi warto$¢ utamka przyblizy¢ z dowolng dokladnoscia.

Ciekawe, ze dowolnie wypisany ciag liczb naturalnych moze byé wzicty za cigg
w;. Oznacza to tyle, ze zawsze znajda si¢ takie dwie liczby, dla ktérych bedzie
to odpowiadajacy im utamek tasicuchowy. Pomiimy dowéd tego faktu, ale
korzystajmy z tego, ze jest prawdziwy.

Aby nie pisa¢ takich ogromnych utamkéw, bedziemy je zapisywali jako
1

(w1; wa, wy,...). Tak wiec utamek 1073 (czy, oczywiscie, ﬁ) mozemy zapisaé
771
jako (1; 2, 2, 2, 2), a utamek 146 jako (5;3,1,1,3, 1,1, 2).

Jezeli utamek lancuchowy jest skoniczony, to przedstawia liczbe wymierna

- mozemy przeciez go zwinac do postaci utamka zwyklego. Majac z kolei

liczbg wymierng, dodatnia, czyli utamek o naturalnym liczniku i mianowniku,
mozemy zastosowac do nich algorytm Euklidesa - zatrzyma sie on po skoficzone]
liczbie krokéw, a wigc otrzymamy skoficzony utamek taricuchowy. Majac liczbe
wymierng ujemng, mozemy potraktowaé ja jako sume jej cechy (czyli czesci
catkowitej, a wigc najwigkszej liczby catkowitej, ktéra nie przekracza danej
liczby) i nieujemnej mantysy (czyli réznicy miedzy liczba a jej cecha); utamek
taficuchowy réwny mantysie zaczyna si¢ od zera — gdy zamiast niego wpiszemy
cechg, dostaniemy rozwiniecie w skoficzony ulamek laficuchowy réwniez ujemnej
liczby wymierne;j.

Wynika z tego, ze nieskoficzone utamki taficuchowe odpowiadaja liczbom
niewymiernym (jest tu wigc wiekszy porzadek niz np. wéréd rozwinieé
dziesigtnych). Dawniej zajmowano si¢ ta sprawa znacznie bardziej i powstata
nawet terminologia, ktéra dotyczyla nie tylko liczb, ale takze odcinkéw

czy innych wielkosci (cigzaréw, pél itp.). Wielkosci, dla ktérych algorytm
Euklidesa si¢ nie zatrzymywal, nazywano niewspétmiernymi, a te dla ktorych sie
zatrzymywal wspdimiernymi. Aby wyttumaczyé te nazwy w przypadku odcinkéw
zauwazmy, ze dla odcinkéw wspétmiernych istnieje mniejszy od nich odcinek,
ktéry miesci sig catkowity liczbe razy tak w jednym z nich, jak w drugim (taki
wspdlny dzielnik) — gdyby przyja¢ go za jednostke dtugosci, to oba odcinki
mialyby w tych jednostkach dtugo$é¢ catkowita. Liczby wymierne np. to liczby
wspolmierne z 1.

Wéréd nieskonczonych rozwinieé dziesietnych te, ktére od pewnego miejsca

sy okresowe, odpowiadajg liczbom wymiernym (podobnie, jak te, ktére maja
rozwini¢cia skoriczone). Czym charakteryzuja si¢ (od pewnego miejsca) okresowe
utamki faficuchowe, jakim liczbom niewymiernym odpowiadaja ? Okazuje sie,

ze s to rozwinigcia niewymiernosci kwadratowych, to znaczy liczb bedacych
pierwiastkami réwnan drugiego stopnia o wspélczynnikach catkowitych. Zamiast
dowodu beda przyktady, z ktérych mozna odtworzyé ten dowdd. Najpierw
jednak otrzymajmy w praktyce choéby jeden utamek taficuchowy nieskorniczony
— bedzie to

Dygresja o przekatnej kwadratu

Biorac pod uwage fakt, ze nie wszyscy czytajacy te stowa skorzystali
z propozycji zawartej w zakoriczeniu dygresji o algorytmie Euklidesa,
przeprowadzimy sprawe od poczatku. Interesuje nas stosunek

AC

AB’
czyli stosunek przekatnej kwadratu do jego boku (oznaczenia z rysunku 6.2).
Rysunek powstaje w nastepujacy sposéb. W kwadracie ABCD kreslimy okrag
o Srodku A i promieniu AB. Przecina on przekatna w punkcie E, przez ktéry
kreslimy styczna, otrzymujac na bokach kwadratu punkty Si 7. Kreslimy teraz
okrag o Srodku S i promieniu SB przecina on BC w punkcie F. To, co trzeba
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zauwazyé, to SB=SE=ET =TD=5F = EC (rysunek) oraz podobienstwo
tréjkatéw BCE i ECF (bo LCBE = /CEF, jako kat wpisany i kat dopisany,
kat C wspélny). Gdy to juz wiemy, mamy:

AC . CE 1 S
XE=1+5§—1+@—1+2—+—9€“-—
CA CE
1 _ -1 1
CB 1
¢B 2+ .
2
+2+...

czyli tak, jak poprzednio obiecalismy, utamek u = (1; 2, 2, 2, 2, ...), co zapisuje
sie dobitniej (1;2).

A teraz to samo dla tych, dla ktérzy nie lubia geometrii, a za to wiedza, ze
przekatna kwadratu o boku 1 ma dhugosc V2.

1 1
VE=1+(Vi-l) =1+ =14 ey =

1 1
—14—g—=.. =14 .
24—

V241 54 11

2
+2+..,

I tyle dygresji.

Metode wykazania, ze okresowe utamki laficuchowe opisuja niewymiernosci
kwadratowe obejrzymy najpierw na przykltadzie tegoz ulamka (1;2). Dla
wszystkiego zapiszmy go w zwyklej postaci
1
1
1

u=1+
2+
24
2+

24+
i jego cze¢ okresowa oznaczmy przez I. Zatem

1 1
u=1l4+=- 1 z=2+—,
xz xT

w tej drugiej réwnoéci skorzystaliémy z nieskoriczonoéci utamka — prawda 7
Obliczmy teraz z niej & i u.

—(-2 8
( ;‘i‘ NG —14 \/5,
gdzie wybraliémy dodatni pierwiastek réwnania kwadratowego, bo przeciez
2 dodawania liczb dodatnich nie mozna otrzymac liczby ujemnej. Dalej mamy

1 V2-1

w=lt—p=1+=5 V2,
a wiec wszystko si¢ zgodzito. Warto tu zwréci¢ uwagg, ze skorzystaliSmy w tym
dowodzie z faktu, ze ulamek laficuchowy nieskonczony odpowiada jakiej$ liczbie
- bez tego wprowadzony wyzej symbol x bylby bez sensu. Tu wiedzielidmy o tym
z poprzedzajacej dygresji. Jeszcze raz podkresle, ze kazdy ciag liczb naturalnych
mozna potraktowaé jako ciag w; otrzymujac zawsze utamek tancuchowy o
okreélonej wartoéci, co jest wielka (cho¢ tu podang bez dowodu) zaleta utamkéw
taficuchowych.

2 -2z —1=0, czyli z=

Mozna ié¢ dalej poprzednim tropem. Utamek taficuchowy (1;2) dat nam
pierwiastek z liczby wymiernej, a (2;2), mimo ze jeszcze bardziej regularny,
wyrazenie ,mieszane”. Moze istnieje prosty sposéb, by zgadnac, kiedy
otrzymamy sam pierwiastek z liczby wymiernej, a kiedy nie 7 Oto kolejny
przyklad utamka taficuchowego réwnego takiemu pierwiastkowi:
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w=(2;1, 3, 1, 4). Mamy

1 1
w=2+4+ - gdzie Y=l gy
Y 3+ 1
14+ ——
1
44 =
Obliczamy
1 1 1 5y+1
1+——————-3+;_1+——~3+‘—1__1+ 4y+1_1+1gy+4"‘
P + =7 5y+1 '!
1 4y +1
44 - v
Y
— =y, czyli 19y°—20y—-5=0.
By+d 2 B =4
Stad mamy
_20+2v195 10+ V195
V="90g — 19
a zatem

19 19(+/195 — 10)
T 5 V195.
Wyszlo ! Jaka jest jednak reguta ? Jak si¢ wydaje, niemozliwa do odgadniecia.
Jest ona taka:
utamek taricuchowy (a; b1, by, ..., b, b1, 2a), ktdrego okres po odrzuceniu
ostatniej liczby jest symetryczny (przy czym nie ma znaczenia, czy jego diugosé
jest parzysta, czy nie), przedstawia niewymierny pierwiastek z liczby wymiernej
wiekszej od 1.
Co wigcej, jest prawdziwe i twierdzenie odwrotne.

Czy udowodnienie takiego faktu jest trudne, jest podobno kwestia wprawy.
Przystowiowe jest zdanie umieszczone w Teorii liczb Waclawa Sierpiniskiego, ze
przekonac sie, iz

Vo9l =(31;2,12,10, 2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3,1,8,4,1,2,1,2,3,1,4, 1, 20, 6, 4, 31

46,20,1,4,1,3,2,1,2,1,4,8,1,3,1,1,1,1,6, 2,1, 1, 2, 2, 2, 10, 12, 2, 62),

mozna za pomocg niezbyt diugich rachunkéw.

Rozwinigcia stosunku dwdch wielkosci (czyli liczby rzeczywistej) na utamek
laficuchowy s duzo starsze od np. rozwinigé dziesigtnych. Jest to historycznie
pierwszy sposob radzenia sobie z liczbami rzeczywistymi. Wymyslony zostat

w IV wieku p.n.e. przez Greka Teaitetosa. Jednak matematyka poszia inna
droga i utamki taficuchowe znalazly si¢ z dala od jej gléwnego nurtu. Wielkie
znaczenie zapewne mial tu fakt, ze podczas gdy dla ukladu dziesigtnego zostaly
wymyslone bardzo sprawne algorytmy dzialan - te, ktére nazywamy rachunkami
pisemnymi — to dla utamkéw tanicuchowych przepiséw takich nie ma.

Starozytni mieli do utamkéw taficuchowych bardzo pozytywny stosunek
- np. proporcj¢ odcinkéw, dang przez ,najprostszy” utamek nieskoniczony
(1;T) uznano za dominujacy kanon piekna — prosz¢ sprawdzié, ze jest to ziota
proporcja, czyli stosunek odcinka a do takiej jego czesci b, ze

a b

b a-b
Jak dalece dominujacy byt to kanon, mozna przekonaé sie na rzezbach greckich,
gdzie proporcje ciala i jego czesci wladciwie wszystkie sg zlote.

Wspélczesny pozytywny stosunek do ulamkéw laficuchowych zasadza
si¢ na spostrzezeniu, ze daja one najlepsze przyblizenia wymierne liczb
niewymiernych. Znaczy to tyle, ze jesli poczatkowy fragment ulamka
tanicuchowego (czyli jego redukt), dla jakiej$ liczby niewymiernej a, jest
zwyklym utamkiem nieskracalnym, to lepsze przyblizenia wymierne liczby a
mozna otrzymac tylko uzywajac utamkéw o wigkszym mianowniku. Tak wiec np.
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(patrz poczatek rozdziatu) utamek — jest najlepszym przyblizeniem V2 spoéréd
ulamkéw o mianownikach mniejszych od 30.

Warto przy okazji zwrdci¢ uwagg na istotng réznice migdzy rozwijaniem
w jakimkolwiek systemie pozycyjnym a rozwijaniem w utamek tancuchowy.
Tutaj na kazdym miejscu moze si¢ pojawi¢ duza liczba. I to dowolnie duza.

Latwo spostrzec, ze W rozwinieciu liczb wymiernych, jak tez
w rozwinieciach niewymiernosci kwadratowych pojawia sig skoriczenie wiele
liczb. Jest tez oczywiste, Ze mozna napisaé liczbe, w ktérej rozwinieciu pojawia¢
sie bedzie nieskorficzenie wiele liczb naturalnych, a nawet taka, ze pojawig sig
wszystkie — choéby
(1;2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,...).

Gdy jednak chce sig zaatakowaé ten problem z przeciwnej strony, to sprawa
staje si¢ bardzo trudna. Do tej pory np. nie wiadomo, czy W rozwinieciu V2
wystepuje tylko skorficzenie wiele réznych liczb. Bo przeciez nieokresowy clag
mozna zbudowaé nawet z dwéch réznych liczb.

I na tym zakoncze przyklady wykorzystania zwyklego dzielenia z reszta,
cho¢ oczywiécie przyktady mozna mnozyé — powiedzmy, dzielenie wielomianéw.
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