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O przekonaniach lezacych
u zrodel matematyki

Jerzy MIODUSZEWSKI, Katowice

Matematyka nie wydaje si¢ mie¢ wspdlnej podstawy. U jej zrodel leza
przekonania. Kieruja one rozwojem matematyki od czaséw najdawniejszych.
W naturze przekonan jest to, Ze nie maja postaci doktadnych stwierdzen. Co
wiecej, otoczone sg licznymi watpliwosciami, wlasciwymi wszelkim zasadom
metafizycznym. Dhugi jest proces ich dojrzewania, zanim przejda w §ciéle
wypowiedziany postulat matematyczny. Oparcie w przekonaniach natury
metafizycznej daje matematyce poczucie wagi jej stwierdzen.

Zacznijmy wszakze od probleméw, na ktérych uksztaltowaly sig te przekonania.

1. Problem ruchu

Zyjacy w V wieku p.n.e. Zenon z Elei, rozwazajac problem ruchu, natknat sie na
trudno$é — apori¢ — ktéra anegdotycznie przedstawil w ten mniej wiecej sposéb.

Lecaca strzala. W kazdej chwili — kiedy ja obserwujemy — strzala spoczywa.
Czas sklada si¢ z chwil. Jak wiec si¢ porusza? Kiedy jest w jakim$ miejscu, nie
zauwazamy ruchu. Jej droga sklada sie z miejsc. I znowu to samo pytanie.

Logika formalna, ktéra wtedy powstawala, podpowiadala, ze za sprzecznoéé
odpowiedzialne sa zalozenia. Tymi zalozeniami byly tu przekonania, Ze czas
sklada si¢ z chwil, a przestrzen z miejsc, ktére nazywane sa tez punktami.
Zatem, przekonanie o budowie punktowej przestrzeni i czasu prowadzi do
trudnoéci. Poniewaz ten sposéb widzenia przestrzeni i czasu wydaje sie jedynym
mozliwym, przy prébach logicznego opisu ruchu jako procesu, wiec nalezy zef
w 4cistych rozumowaniach matematycznych zrezygnowaé.

Byli my$liciele - a przypisuje si¢ te mysl i Zenonowi — ktérzy mieli wyciagaé
stad wniosek o nieistnieniu ruchu. Podpieratoby to idee Parmenidesa

o nieruchomym bycie uniwersalnym logosie — podtozu wszelkich zjawisk. Ale
byta to nie wigcej niz retoryka. Jesli nawet odnoszono ja do bytu uniwersalnego,
to nie odnoszono tego wniosku do zjawisk, ktérych istota jest — a glosit to nie
tylko Heraklit — ustawiczna przemiana.

Arystoteles — mimo ze nie mial uznania dla wywodéw Zenona - potraktowat
trudno$¢ powaznie. W traktatach poswigconych problemowi ruchu - przede
wszystkim w Fizyce — przedyskutowal problem budowy punktowej przestrzeni

i czasu, reprezentujacych abstrakcyjne pojecie continuum. Tg¢ nazwe nadal
obiektowi myslowemu, ktéry tak jak przestrzeri i czas ma wtasnosé podzielnosci
w nieskoniczonoéé. Doszed! do wniosku, ze w budowie punktowej continuum
tkwi logiczna sprzecznos¢, ktéra uzyskiwat niezaleznie od argumentacji Zenona.
Zapytywal: w jaki sposéb punkty - a wigc nicosci — moga skladaé si¢ na
wielkodé? W jaki sposéb moglyby byé kolo siebie potozone?

Konkludowal: continuum jest podzielne w nieskoniczonosé, ale podzial
zakoniczony podzialem na punkty nie urzeczywistnia sie.

Ma sig wrazenie, ze sam Arystoteles nie uwazal swojej argumentacji za
wystarczajaca. Ale konkluzja odpowiadala oczekiwaniom i jego argumentacja
byla zaakceptowana. Mialo to zasadnicze konsekwencje dla rozwoju matematyki
i fizyki na przeszio dwa tysiaclecia.

Trudnos¢ Zenona sprawila, Ze pojecie continuum punktowego znalazlo sie poza
obrgbem matematyki. Poza obrgbem matematyki znalazt si¢ ruch i - ogélniej

- zmienno$é. Geometria Grekéw jest — wedtug ich lapidarnych sformutowan
- nauka o bytach nieruchomych. U Euklidesa punkt po prostej nie biegnie.
Nieobecny jest czas. Nieobecny jest ruch jako proces przebiegajacy punkt po
punkcie i chwila po chwili. Ale jednorazowa czynnosé bezczasowa, polegajaca
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na zmianie miejsca jest obecna. Continuum pojawia si¢ w geometrii, na przyklad
jako odcinek, ktéry mozna jeszcze raz podzieli¢, a wigc w rezultacie podzieli¢ na
skoriczenie wiele czesci.

2. Problem nieskonczono$ci

Matematyka Grekéw — uwolniona od czasu i ruchu - nie stawala si¢ jeszcze przez
to wolna od niejasnoéci zwiazanych z nieskoriczonoscia.

Wiréd aporii Zenona znajdowala sie réwniez nastepujaca. O jej tresci
wnioskujemy posrednio, znajac na nig odpowiedzi, jakie pozostawili nam
matematycy Starozytnosci.

Aporia wedrowca. Idziemy réwnymi krokami ku upatrzonemu celowi. Czy po
pewnej liczbie krokéw cel bedzie przekroczony?

Pomy$lmy, ze idziemy réwnymi krokami w kierunku zachodzacego stofica. Na
watpliwosci wedrowca Archimedes, a jeszcze przedtem Euklides i o pokolenie
starszy Eudoksos, odpowiadali: tak!, cel bedzie przekroczony, przestrzei nie ma
miejsc nieosiggalnych. Odpowiedz ta przybrala w Elementach Euklidesa formg
postulatu, nazywanego obecnie postulatem Archimedesa. Postulat ten glosi,
ze odkladajac na prostej odcinek, po pewnej liczbie odlozen zapeinimy z gory
dany odcinek — jakkolwiek bytby duzy. Odcinki prostej sa wigc wielkosciami

o tej whasnosci, ze biorac jakiekolwiek dwie sposréd nich, nazwijmy je a i b
(przyjmijmy, ze b < a, bo jedynie wtedy powstaje problem), znajdziemy zawsze
taka liczbe naturalng n, ze nb > a.

O wszystkich rozpatrywanych przez siebie rodzajach wielkodci, a wigc o katach,
dtugosciach, polach, objetoéciach, Grecy zaktadali — jak teraz méwimy — ich
archimedesowsko$é. W ten sposéb — zgodnie z ich zasadniczym przekonaniem

— nieskoriczonoéé¢ pojawiata sie w ich rozumowaniach jedynie potencjalnie. Jak
pisal Arystoteles, matematycy nic na tym nie traca, bo przeciez rozpatrywane
przez nich wielkosci moga by¢ dowolnie duze.

Mozna réwniez dotrzeé do wielkoéci dowolnie matych, bo postulat
Archimedesa pozwala na otrzymanie wniosku, wedlug ktérego, jedli z danej
wielkosci (archimedesowskiej) usuniemy jej potowe, potem polowe pozostatosci,
to kontynuujac to postgpowanie, po pewnej liczbie krokéw otrzymamy
pozostalosé mniejsza juz niz ustalona z géry wielkoé¢, jakkolwiek bylaby

mata. Jest to slynne twierdzenie o wyczerpywaniu, ktére Archimedes
przypisywal Eudoksosowi, opierajac na nim swoja imponujaca teorig rachunkéw
nieskoficzonoéciowych.

Wazny jest w tym twierdzeniu wynik iloéciowy: % + ;i +...+ 2% +...=1 Ale
wazne jest réwniez to, ze metoda wyczerpywania, oparta na tym twierdzeniu,
nadawala §cisly sens stwierdzeniu, ze jaka$ wielko§é — przewaznie niedost¢pna
bezposredniej ocenie - jest granica ciagu nieskoriczonego wielkosci — bardziej
elementarnych — otrzymywanych na drodze okreslonej procedury. Przykladem
jest opisana przez Archimedesa kwadratura paraboli, polegajaca na wyczerpaniu
odcinka paraboli ciagiem figur wielokatnych dopeiniona dowodem, ze ten

sam ciag figur wyczerpuje % tréjkata wpisanego centralnie w ten odcinek.
Metoda wyczerpywania ma udzial w ustaleniu zwiazku miedzy polem kota

i jego obwodem, miedzy objetoécia kuli a objetoscia opisanego na niej walca,
zwiazku miedzy $rednica kola a jego obwodem, czego rezultatem czgéciowym
byly otrzymane przez Archimedesa nieréwnoéci 31 < 7 < 3%, jesli wyrazi je
wspélczesnymi nam symbolami.

Aporia wedrowca - tak tu nazwana i sformutowana - lezaca u podstaw
matematyki Archimedesa - byla przez Zenona wypowiedziana w formie
anegdoty o Achillesie gonigcym zétwia. Anegdota ta ma wiele wariantéw,
przewaznie znieksztalcajacych problem, dlatego znane z literatury jej wersje nie
byly przytoczone.

Odpowiednikiem arytmetycznym postulatu Archimedesa jest zasada indukcii,
ktéra orzeka, ze dodajac kolejno jedynki, tj. tworzac sumy 1, 1+1,
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1+141,..., 14+...+1,..., dostaniemy — po pewnej liczbie dodawan - z géry
upatrzong liczbe naturalna. Grecy jednak nie uwazali za konieczne formulowania
tego, jako postulatu. Arytmetyki nie budowali, byta im dana. Dopiero z koficem
ubieglego wieku zaczeliémy zastanawiaé si¢ nad przekonaniami lezacymi u
podstaw arytmetyki.

W geometrii Grekéw mozna bylo pomysle¢ obiekt nieskonczony, na przyklad
prosta. Ale postulat Archimedesa pozwalal kazde rozumowanie dotyczace

prostej sprowadzi¢ do rozumowania dotyczacego pewnego jej odcinka. To

samo dotyczylo plaszczyzny i przestrzeni. Kazde rozumowanie dotyczace figur

i punktéw mozna bylo sprowadzi¢ do rozwazafi w obrebie jednej figury. Figury
tej jednak postulat Archimedesa nie wyznaczal. Nie wiemy, jak wielka jest liczba
n potrzebna do zwielokrotnienia odcinka b, by otrzymac odcinek nb wiekszy niz
dany z géry odcinek a. Nie wiemy, jak wielka jest liczba n w sytuacji twierdzenia
Eudoksosa 0 wyczerpywaniu.

Uzywajac jezyka nam wspdlczesnego powiedzieliby$my, ze metoda Archimedesa
jest niefektywna.

Ale ta nieefektywna metoda zespalala twierdzenia geometrii w bardziej
powiazana ze sobg catosé. Juz matematykom arabskim bylo wiadomo

o obustronnym zwigzku postulatu Euklidesa o réwnoleglych z suma

katéw trojkata, otrzymanym dzieki postulatowi Archimedesa. Postugujac

si¢ postulatem Archimedesa mozna dowie$¢ (chociaz zrobiono to w calej
ogdlnoéci dopiero w XIX wieku), ze metoda poréwnywania pél figur plaskich
przez rozklad na czesci odpowiednio do siebie przystajace, jest réwnowaina
metodzie — na pozér bardziej liberalnej — przez dopelnianie przystajacymi

do poréwnywalnych przez rozklad. Wreszcie, dzieki postulatowi Archimedesa
mozna bylto oderwad sie od wielkosci mianowanych, przechodzac do obliczen

na wielkosciach abstrakcyjnych, tj. do proporcji wielkosci mianowanych.
Archimedes wiedzial, ze proporcja, w jakiej sa pole kota i pole kwadratu o boku
réwnym jego promieniowi, jest tym samym, co proporcja, w jakiej sa obwéd kola
i jego Srednica. Tg wspélna proporcja jest wielko§é w, majaca we wspélczesne;j
matematyce status liczby.

3. Demokryt — préba ominiecia trudno$ci Zenona
o strzale

Mimo ze metody nieskoriczonosciowe Archimedesa byly znane i ulepszane
zaréwno przez matematykéw doby hellenistycznej, jak i przez matematykéw
arabskich, to dalszy zasadniczy postep nastapil nie za ich sprawa. Rozwéj, ktéry
nastapil po stuleciach, dokonal si¢ za sprawa innych metod — znanych - ale
dotad lekcewazonych i wykluczanych poza oficjalng matematyke.

Zrédet tego innego sposobu myslenia mozna dopatrzeé si¢ u Demokryta. Ale nie
jest to poglad ogdlnie przyjety. Sposéb myslenia Demokryta nigdy nie byl ujety
w obowiazujacy kanon, pojawial sig sporadycznie, a motywowany bywal nieraz
z przeciwstawnych sobie pozycji. Niefortunni obroficy przyczynili mu nie mniej
szkody niz potepienie ze strony Platona.

Demokryt miat wlasng wersj¢ aporii o strzale. Pytal o objetosé stozka. Mogta
by¢ ona widziana jako suma przekrojéw poziomych, narastajaca w sposéb ciagly
z natg¢zeniem proporcjonalnym do zmieniajacej si¢ wielkosci tych pél. Mogta byé
tez widziana inaczej, jako suma objetosci skoficzonej ilosci warstw poziomych,
na ktére pociety byt stozek. Podpowiadalo to rozwiazanie pozytywne, ktére

w przekladzie na kinematyke glosilo: w nieskoficzenie matych ~ niepodzielnych

~ chwilach strzata przebywa drogi proporcjonalne do predkoéci, jakie ma w tych
chwilach i te drogi - sumujac sie¢ — daja droge caltkowita.

Nieistotne jest to, czy ten przeklad byl dokonany przez samego Demokryta.
Nie znamy jego pism, ale wiadomo, ze aporia o strzale miata wiele wersji, a ich
wzajemne przeklady — chociaz zazwyczaj nieostre — nie sprawialy trudnosci.
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Wedtug Demokryta — w wersji Scislejszej — dwie figury mialy mie¢ tg sama
objetoéé, jesli znajdujac si¢ miedzy dwiema réwnolegtymi plaszczyznami

miaty na réwnoleglych do nich plaszczyznach przekroje o tych samych polach.
To samo dotyczylo pél figur plaskich zawartych miedzy dwiema prostymi
réwnoleglymi: dla réwnoéci ich pél wystarcayto wiedzied, ze ich przekroje
prostymi réwnoleglymi do tych prostych sa te same, co do dtugosci. Prawdziwosé
tego drugiego twierdzenia dawala si¢ potwierdzi¢ w systemie po je¢ Euklidesa

dla pewnych prostych figur, np. dla tréjkatéw. Euklides opar! na tym swdj
wyrafinowany dowéd twierdzenia Pitagorasa. Zagadka pozostawala ogdlna
niewatpliwa prawdziwosé¢ twierdzenia.

Archimedes uwazal stwierdzenie Demokryta za istotng wskazdwke dla
hipotez, ktére potem potwierdzal Scistymi metodami opartymi na metodzie
wyczerpywania, dajacej si¢ wbudowal w system Euklidesa.

Sytuacja powinna byla niepokoi¢ sumienie matematykéw, bo oto jaka$ wazna
prawda ich dyscypliny znalazla si¢ poza zasiggiem oficjalnego systemu. Ale
reakcja byta odwrotna — wylaczmy Archimedesa — wlasciwa purystom —

i polegata na oburzeniu wobec stosowania nieprawomocnych metod.

Reakcja na zasadg Demokryta moze by¢ w duzym stopniu wyttumaczona
niefortunna jej obrona. Uzywajac argumentacji za pomoca warstw, chciano
rozciggnaté na matematyke atomistyczny poglad Demokryta dotyczacy budowy
materii. O warstwach, na jakie cigto figure, méwiono, ze sg nieskoficzenie cienkie,
ze sie nie daja juz rozciaé na cierisze, ale ktérym mozna jednak przypisac
objetoéé. Te nieskonczenie cienkie warstwy nazywano niepodzielnymi, stad
nazwa metody niepodzielnych dla opartej na tym pogladzie teorii.

Widzimy oczywista nielogicznosé argumentacji za niepodzielnymi. Zwracal

na to uwage Arystoteles w traktacie O odcinkach niepodzielnych. Krytyka
Arystotelesa — z jednej strony — i mozliwo$¢ wiaczenia do oficjalnego systemu
matematyki pewnych waznych szczegélnych przypadkéw zasady Demokryta

- z drugiej — sprawily, ze Starozytni nie upierali si¢ przy rozwijaniu metody
niepodzielnych. Réwniez kinematyczna wersja zasady Demokryta nie budzita
zainteresowania Starozytnych. Stala si¢ obiektem rozwazan filozoféw na dobre
dopiero w Sredniowieczu.

4. Rzut oka na fizyke Starozytnych

Arystoteles nie negowal roli matematyki, ale tez nie uwazat za konieczne
podporzadkowywanie jej wszelkich zjawisk. W jego fizyce — w sktad ktérej
wchodzila nauka o ruchu — matematyka odgrywata niewielka role. Mimo to,
mechanika stworzona przez Arystotelesa — obejmujaca zaréwno kinematyke, jak
dynamike — byta teoriag imponujaca, dajaca w zakresie obserwowanych w jego
czasach zjawisk zadowalajace wyjaénienia i otwarta na dopltyw nowych idei.

Podstawowym zalozeniem mechaniki Arystotelesa bylo to, ze ruch fizyczny nie
mégl byé pomyélany bez udzialu srodowiska. Doskonale to rozumiemy majac

na my$li wiodlarza. Ale ruch pocisku wyrzuconego w gére Arystoteles thumaczyt
réwniez udziatem érodowiska. Pocisk mial przepychac sig przez gestwe czasteczek
powietrza, jak przechodzien w ttumie. Srodowisko jest teraz rzadkie i rozumienie
tego tlumaczenia jest trudne. Ale Arystoteles nie chcial dopuéci¢ ttumaczenia
poprzez zachowywanie si¢ impetu nadanemu pociskowi przy wyrzucie, uwazajac,
ze obiekt poruszany powinien by¢ stale w kontakcie ze sprawca.

Osiagnawszy punkt najwyzszy, pocisk rozpoczynal ruch nastepny nazywany
spadkiem swobodnym. Ruch w gore nie mial chwili najpéiniejszej, ruch

w dot najwcezeséniejszej. Co dzieje sie w fazie przejsciowej? Jak dlugie jest jej
trwanie? Byta to trudno$¢ myslowa zwigzana z continuum czasowym. Pojecie
predkosci chwilowej bylo odrzucone przez Arystotelesa jako niesensowne.
Predkoéé byta stanem ruchu utrzymujacym si¢ przez pewien przeciag czasu.
Zatem faza przejéciowa nie moze trwac jedna chwile. Problem fazy przej$ciowej
— echo aporii o strzale — byl punktem newralgicznym dyskusji nad kinematyka
Arystotelesa, ktdra przerwal dopiero Galileusz.
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Najbardziej znanym spoéréd filozoféw
tego kregu jest Suisseth, a nazwani byli
Calculatorami z przyczyny ich osobliwych
obliczen pél reprezentujacych sumy
nieskonczone szeregéw liczbowych.

Dynamika Arystotelesa zakladala staly doptyw sily dla utrzymania predkosci.
Modelem by} wioslarz i lot ptaka.

Osobliwo$cig mechaniki Arystotelesa byto réwniez i to, ze idealny ruch nieba byt
wylaczony poza fizyke. Byl problemem geometrii i jako taki byl wiaczony do
matematyki. Ten ruch byl wieczny i nie wymagal udziatu srodowiska. Na wpol
ateistyczny §wiatopoglad Grekéw tolerowal ten podzial praw, innych dla sfery
podksiezycowej, innych dla sfer nieba.

Teologia chrzescijaniska, a pdZniej islamu, domagala sie jednolitej teorii

dla ruchu nieba i ruchéw ziemskich. Filozof aleksandryjski Filopon zyjacy

w VII wieku zaproponowal rozwiazanie wspdlne w postaci zaniechanej kiedy$
przez Arystotelesa teorii impetu, wedlug ktérej cialo wprawione w ruch
zachowuje swdj impet, jezeli nie napotka oporu $rodowiska. Dopuszcza sie
tym samym myS$lowo préznie. Bylo to - jak sie poZniej okazalo —~ poczatkiem
zasadniczych modyfikacji mechaniki Arystotelesa, majacych swojg kulminacje
u Newtona.

* * *

Nie traktujmy okresu, jaki uplynal miedzy Starozytnoscig klasycznag

a Europa Nowozytna, jako przerwy w ciagu zdarzeri. Byl to okres wypelniony
zmianami na wielu polach. Przeobrazala sie réwniez matematyka, wypelniajac
w okresach aleksandryjskim i arabskim luki w swoim dotychczasowym
rozwoju, w arytmetyce, w powstalej na jej gruncie algebrze i w metodach
matematycznych astronomii. Mozna sadzi¢, ze ten rozwoj skutkowal tym,

iz kiedy w Europie Sredniowiecza wrécono do probleméw ruchu i budowy
continuum, dyskusje zaczynaly si¢ juz w innym punkcie i mogly byé¢ dojrzalsze.

5. Kinematyka i dynamika Scholastykéw

Scholastycy XIV wieku zetknawszy si¢ z problemem ruchu, a w rezultacie

z problemem continuum, nawigzywali do pewnej niekonsekwencji, na jaka
natrafili u Arystotelesa. Ot6z, Arystoteles — nie dopuszczajac do rozwazan
predkosci chwilowej — w ogélnych rozwazaniach nad zmiennoécig dopuszczat
pojecie, ktére Scholastycy nazywali intensywnoscia zmiany. Byla to wielkos¢
niedefiniowana i pomyélana jako niedefiniowalna. Mogta reprezentowaé w ich
rozwazaniach intensywno$¢ barwy i intensywnosé¢ wiary, ale synkretycznie
réwniez intensywno$¢ ruchu, a wiec predkosé, a w rezultacie impet. Mimo
niedefiniowalnoéci, rozumienie intensywnosci bylo na tyle okreslone, ze narzucalo
dostatecznie jasne reguly przy postugiwaniu si¢ tym pojeciem.

Teza filozoféw scholastycznych z Merton College w Oksfordzie — ale

znana réwniez scholastykom z Paryza — glosila, ze intensywno$é zmiany,

np. intensywno$¢ zmiany obserwowanej w czasie — determinuje wielkosé
dokonanej zmiany. Mikolaj Oresme z Paryza ilustrowal tg tezg odkladajac

nad punktami reprezentujacymi chwile — odcinki réwne aktualnym dla tych
chwil intensywno$ciom. Powstajaca w ten sposéb figura — nazywana forma -
reprezentowala dokonywang zmiang ilosciowo. Filozofowie z Oksfordu nazywani
Calculatorami zmieniajaca si¢ wielkos¢ wyobrazali sobie jako strumien — fluente
— 1z jego intesywnosci — fluksji — wnioskowali o sumie przeptywu w strumieniu.
Nie negujac motywacji teologicznych, rozwazania te torowaly droge do waznych
sformulowan w zakresie filozofii przyrody, jak wtedy nazywano fizyke.

Jean Buridan - poprzednik Mikotaja Oresme w Paryzu — w rozwazaniach nad
ruchem pocisku, w ktérych szed} sladem Arystotelesa sktonit sie ku teorii
impetu, rozwijajac te teori¢ dalej niz to zrobil przed nim Filopon, przez co
uwazany jest za jej tworcg. Zastanawiajac si¢ nad przyczyna wzrastania impetu
swobodnie spadajacego ciala, twierdzil, ze jest ono skutkiem wttaczania — ze
stalym natezeniem — w to cialo sily, jaka w tym przypadku jest ciezar.

Mikotaj Oresme i Calculatorowie nie mieli wigc watpliwosci — stosujac swoja
zasadg — Ze spadajace swobodnie cialo ma ruch jednostajnie przyépieszony,
tj. taki, w ktérym predkos¢ — reprezentujaca impet — wzrasta jednostajnie.
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Na rozwéj nauki europejskiej od

dawna patrzymy inaczej niz to do

tej pory przedstawiaja nam dawne
kanony historyczne. Z tekstéw
niezrédlowych mozna dla zapoznania
sie z tym innym pogladem wzigé

ksigzke Herberta Butterfielda,

Rodowdd wspdtczesnej nauki 1300 -
1800, 1958, tlum. polskie 1963, lub
dwutomowe dzielo Allistaira Crombiego,
Matematyka §redniowieczna i poczqtki
nauki nowosiytnej, Pax 1960. Ale sa
srédlowe badania Clagetta w Madison,
Zubowa w [storiko-matiematiczeskich
issledowanijach, Truesdella u Springera.
Jest wreszcie zbiér esejéw autora

pt. Ciggloéé, Warszawa 1996, gdzie ten

temat uzyskuje szersze omdwienie niz tu.

Przykladem moze byé Kopernik, ktéry
ignorowal — jako nie majace wiekszej
wartoéci — hipotezy filozoféw przyrody
dotyczace ruchu Ziemi.

7 kolei, predkoéé mozna bylo traktowat jako intensywno$¢ narastania w czasie
drogi, ktéra reprezentowano jako figurg pod wykresem predkosci. Bylo juz
prostym spostrzezeniem, ze w ruchu, w ktérym predkoéé wzrasta — od zera —
jednostajnie — jej wykres jest linig prosta - przyrosty drogi w kolejnych réwnych
odstepach czasu maja si¢ do siebie jak 1:3: 5:7:.... Oczywicie, spadek
swobodny odbywal sie w prézni, ktérej obecnos¢ myslowa byla whudowana

w teorie. Czym$ innym bylo istnienie prézni fizyczne. Wypisany cigg kolejnych
liczb nieparzystych spotykamy przeszlo dwa stulecia pézniej u Galileusza, ktéry
sumujac kolejne jego wyrazy dostawal ciag 1, 4, 9, 16,.. .kolejnych kwadratéw
liczb naturalnych reprezentujacych przebyte przez spadajace ciato drogi po
uplywie narastajacych réwno odstepéw czasu.

Idee Buridana, Oresme’a i Calculatoréw byly obecne w nauce sredniowiecznej
Europy, ale imponujaca teoria narastala powoli. Burzyta od $rodka system fizyki
Arystotelesa. Zaktadala - i w rezultacie budowata — jednolity poglad na zjawiska
ziemskie i w sferze nieba. Byt to prawdziwy przewrét w pogladzie na budowe
éwiata. Nie powinno nas zmyli¢ lekcewazenie z jakim odnoszono si¢ w okresie
Odrodzenia i Reformacji do subtelnych dysput scholastycznych. Patrzac
2 oczywista niechecia na bezposrednich poprzednikéw, szukano patrondéw
w niekonfliktowej Starozytnosci.

* * *

6. Galileusz

Znajac dorobek Scholastykéw, inaczej trzeba patrze¢ na péiniejsze dokonania
Galileusza. Nie patrzmy na oryginalnoéé, lecz na wielkoéé¢ jego dzieta. W jednym
z dialogéw wypowiada Galileusz ustami Simplicia zdanie: , A jesli zabraknie
Arystotelesa, ktéz zajmie jego miejsce?” Otéz, Galileusz przez cale zycie
widzial sie w roli Arystotelesa swoich czaséw, zaréwno wtedy, kiedy wglebial
sie w scholastyczny sposob myslenia, ktéry w koficu stal si¢ jego wlasnym, jak
i wtedy, kiedy dochodzit do sprzecznych z nim konkluzji. W jego dialogach
najskrytsze jego myéli wypowiadat wtadnie Simplicio — obrofica dawnych
zasad. Prawo spadku swobodnego uzasadnial tym samym rysunkiem, co
Oresme. Nie cytowal Oresme’a — nie bylo wtedy zwyczaju powolywania si¢ na
poprzednikéw - chyba ze Starozytnych. Nie musial sprawdzac doéwiadczalnie
tego prawa. Upewniony w tym prawie byt zyjacy sto lat przed Galileuszem
uczony z Salamanki Domingo de Soto. Jesli Galileusz robit doswiadczenia, to
raczej ulegajac presji wtedy panujacej. Poswigcil lata na przesledzenie — jak
gdzies sie wypowiedzial - calego labiryntu mysli wokét continuum i probleméw
ruchu. Z jego pism widzimy, ze migdzy Dialogiem i Rozmowami przeszed}
ewolucje pogladéw, dochodzac do wniosku, ze trzeba odrzuci¢ dawng mysl
Arystotelesa — potwierdzang pézniej przez Oresme’a — wedlug ktérej kazdy
stan predkosci ma pewne trwanie, wypowiadajac stynna fraze, ze pocisk
rzucony w gére przechodzi wszystkie stopnie predkoéci na zadnym sig nie
zatrzymujac. W ten sposéb i faza przejéciowa trwa tylko jedng chwilg. Ten
poglad zgadzal sie z opisem iloSciowym ruchu, ktéry wczesniej byt znalazl,

a ktéry wyrazamy wzorem s = —lz-gt?‘ Predko$é¢ chwilowa obecna synkretycznie
w rozwazaniach scholastycznych, teraz — mimo ze nadal niedefiniowana -
pojawila sie w arytmetycznym - iloSciowym - opisie ruchu.

Galileusz byt tym, ktéry zauwazyl, ze mozemy wiedzie¢ jak co$ si¢ dzieje,

nie wiedzac dlaczego. Od czaséw Galileusza od filozofii oddziela sig jej czgs¢
nazywana naukq. Postep nauki oddzielonej od filozofii moze si¢ teraz dokonywac
szybciej, skoro odrzucone s3 pewne pytania. Nie mamy przestanek, aby
twierdzié, ze Galileusz $wiadomie dokonal tego oddzielenia. Mozna powiedzie¢
nawet, ze ten podzial kiécil sig z jego postawa uczonego. Dorobek swoich
poprzednikéw scholastytycznych poczatkowo poglebial w ich konwencji. Nastapit
jednak moment, w ktérym powiedzial, Ze nawet Arystoteles — jedliby znal nowe
fakty — przychylitby si¢ do jego konkluzji.

Trudnoéé Zenona — jesli patrze¢ na wzor matematyczny — nie pojawia sie.
Ale trudnoéé¢ w zrozumieniu ruchu jako zjawiska fizycznego nie znika. Opis
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W nazwie najczesciej obecnie uzywanej
jest stowo rachunek z dodatkiem
roiniczhowy i catkowy. W angielskim
wystarczy powiedzieé rachunek,

tj. calculus. W analizie pomyélanej przez
Newtona w istocie nie ma rachunkéw.
Mozna si¢ domyslaé, ze nazwa jest echem
tradyeji Caleulatordw,

Sformulowany explicite w rekopisie

z r. 1671; zamieszczony w Chrestomatii
AP. Juszkiewicza Matiematiczeskij
analiz, Moskwa 1977.

matematyczny niczego nie wyjaénia. Trudnoéé przesuwa si¢ w nowe miejsce,
jakim staje si¢ stosowalno$é matematyki.

W nastawionym na rezulaty iloiciowe przyrodoznawstwie, rola matematyki sig
zmienia. Arystoteles przeznaczal jej role bierng. Teraz, bedac dostarczycielka
rezultatéw iloSciowych, matematyka — a takze eksperyment — przejmuja role
czynna. Nauki przyrodnicze, uwolnione od obowigzku wyjadniania zjawisk,
zaczynaja rozwijac sie w tempie dotad nieznanym. Galileusz twierdzil, ze
prawa przyrody zapisane s jezykiem matematyki. Zatem i matematyka moze
je odkrywac. Dwiescie lat przed nim glosil te ideg Mikolaj z Kuzy — réwniez
scholastyk, ale nie z tego kregu, o ktérym byla mowa.

x x *

Trudno byé pewnym - przegladajac oryginalne pisma wspélczesnych
Galileuszowi — czy juz wtedy zdawano sobie z tego sprawe, Ze kluczem do
rozwigzania trudnosci powstalych w nauce o ruchu i problemie continuum jest
teza z Merton College. Cavalieri — uczeni Galileusza — nie wspominajac nic

o jej scholastycznych autorach — usilowal dowies¢ tej tezy motywujac ja na !
dwa sposoby, metoda niepodzielnych i metoda plyniecia. Koncentrowal si¢ na
przypadku najbardziej waznym dla geometrii — strumienia pola (objetosci),
ktére narastalo z intensywnoscia proporcjonalna do wielkoéci przekrojéw
strumienia. Problem stawat si¢ palacy, bo obliczeri metoda niepodzielnych -
a tak raczej patrzono na te metode obliczeri — przybywalo za sprawa samego
Cavalieriego, ale takze Torricellego i Robervala, a przede wszystkim Keplera.
Wiaczenie tych niewatpliwie poprawnych obliczei w obreb oficjalnie uznanej
matematyki — metodg Archimedesa — przerastalo mozliwoéci odkrywcéw.

Sposéb wlaczenia tezy z Merton College do matematyki zostal rozstrzygniety
przez Newtona.

7. Matematyka i fizyka Newtona

Analiza matematyczna — tak péiniej nazwana — miala w latach swego
powstawania wiele szczeg6lowych inspiracji, ktérych logiczne nastepstwo nie
bylo jednoznacznie widziane przez wspoétczesnych. Odtwérzmy prawdopodobny
logiczny przebieg poczatkowego rozwoju nowej dyscypliny.

Za punkt wyjscia w tej rekonstrukcji przyjmijmy okreslenie przez Newtona
niedefiniowanej dotad - i jedynie intuicyjnie rozumianej — intensywnosci,
jako obecnie dobrze nam znanej pochodnej, ktérg Newton nazywat fluksja.
Nie sprawialo zadnej trudnoéci obliczy¢ — ale nalezy to uwazaé za punkt
zwrotny w rozwoju przyszlej analizy — ze pochodna wielkosci zmieniajacej
sie wedlug prawa liczbowego z™ jest réwna nz™~1. Juz Barrow — ktorego
Newton byl uczniem - wiedzial, ze tempo wzrostu strumienia - fluenty —
pola pod wykresem funkcji jest réwne zmieniajacej sie wartosci funkeji, a
Newton podal wkrétce dowéd mieszczacy si¢ w ramach nowo tworzonej teorii.
Pola pod wykresem funkcji nie okreslat przez aproksymacje — jak to bylo u
Archimedesa, a pézniej u Cauchy’ego, lecz postulowat pewne jego whasnoéci,
ktére wykorzystywal we wspomnianym dowodzie. Wedtug twierdzenia, ktére
dzielil z Barrowem, pochodna strumienia pola pod wykresem funkcji z™ jest
réwna z" Ale to samo tempo wzrostu - te sama pochodng — ma funkcja

liczbowa 2~ +1 na mocy Wspommanego Wyze_] obliczenia. Przyjmu_]a{c prawo

1
pod wykresem funkcji 2™ liczone od 0 do a. »

W ten sposdb mozna bylo obliczaé pola i objetosci wszelkich figur — oraz
inne wielkoéci - jesli tylko intensywnoéé ich zmiany dawala si¢ poréwnad
z intensywnoécia zmiany ~ pochodng - jakiej$ znanej funkeji liczbowej.

Zaden z krokéw prowadzacych do tej konkluzji nie byl na miare Newtona,
a by¢ moze jedynie pojecie pochodnej i jej obliczenie dla funkcji ™ bylo jego
oryginalnym odkryciem.
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Negacja postulatu Euklidesa implikuje
istnienie tréjkatéw o sumie katdw
muiejszej niz 180°, a na takie tréjkaty
Gaussowi nie udalo sie natknaé w swoich
pomiarach geodezyjnych.

Interesujgca dyskusje na temat
metafizycenych #rédel rachunku
rézniczkowego i catkowego zawiera
rozprawa Ignacego Domeyki, pisana
w czasie (1822}, kiedy dyskusje na ten
temat byly bardzo oZzywione.

W tym samym czasie Leibniz zaproponowal procedurg liczbowg dla odtwarzania
funkcji z jej tempa wzrostu, ktéra polegala na sumowaniu nieskonczenie malych
jej przyrostéw, a ktéra pozniej przybrata forme catki Cauchy’ego. Konstruowat
to, co Newton postulowat.

Newton i Leibniz s réwnorzednymi odkrywcami nowego rachunku, jesli patrzet
na to od strony samej matematyki. Odkrycie Newtona widzimy jednak szerzej.
Do Izaaka Barrowa — nauczyciela Newtona — nalezy fraza skrzydlata: ,the flux
nature of all things everywhere — (wszg¢dzie wokét fluksje)”. To przeszlo na
Newtona. Dostrzegt on — wyraZniej niz inni przed nim — Ze przyroda daje nam
przed oczy bezposrednio nie zmieniajaca sig wielko$é, lecz intensywno$c¢ jej
zmiany.

Widzial, ze intensywno$é zmiany — w czasie — impetu mierzy si¢ sila, i ze to sila,
a nie impet, podlega naszej obserwacji. Nie doceniamy czgsto roli zdarzen, ktore
mogly zaistnie¢ lub nie. Wspomniane prawo — wypowiedziane przez Buridana
trzy stulecia wczeéniej — pozostawalo bez echa. Teraz nabieralo nowej wagi.
Hipotezy co do wielkoéci i kierunku sity grawitacji byly w czasach Newtona
dokltadnie sprecyzowane. Newton mégt teraz dzigki nim i ogélnym zasadom
swojej analizy odtworzy¢ prawa rzadzace ruchem planet. Mechanika nieba
poddawata si¢ opisowi iloéciowemu. Czy mozna bylo si¢ dalej waha¢ — a mial
takie wahania zyjacy kilka dziesiatkéw lat wczedniej Cavalieri — z wiaczeniem
zasady z Merton College — jako podstawy analizy — do matematyki?

We wstepie do Principidw Newton odwoluje si¢ do Euklidesa, jako do twércy
geometrii opartej o spostrzezenia fizyczne, do ktérej on teraz dolacza czas i ruch,
formutujac co do nich odpowiednie postulaty oparte o przekonania natury
fizycznej. Przypomnijmy, Ze i postulat Euklidesa o réwnolegtych mial w jego
systemie motywacje fizyczna. W ten sposdb traktowal jeszcze ten postulat
Gauss, nie decydujac sie na rozwinigcie nowej geometrii nie majac po temu
argumentéw pomiarowych. W istocie, nie byly to postulaty fizyczne sensu
stricte, lecz prawdy przyjete bez dowodu, oparte na przekonaniach wyrostych
w wyniku naszego kontaktu ze zjawiskami. Tego rodzaju przekonania nazwijmy
prawdami przyjmowanymi a priori. Kant twierdzil, Zze réwniez matematyka ma
tego rodzaju prawdy. Jest tego rodzaju prawda zasada z Merton College.

Symbioza matematyki i fizyki trwala po Newtonie pelne dwiescie lat. Majac
sroédla w postulatach natury metafizycznej, swa matematycznosé zawdzigczala
$cistoéci metody, ktéra miala z kolei zrédla arytmetyczne i logiczne, majace
réwniez gitebokie oparcie w przekonaniach metafizycznych. Czy mozna si¢ bylo
dziwié, ze konkluzje nowej teorii znajdowaly potwierdzenia doswiadczalne i
obserwacyjne?

Matematyka Newtona byla matematyka otwarta. Postulaty nie opisywaly

jej kategorycznie, pozostawiajac mozliwos¢ wielosci jej realizacji, a wigc

i mozliwosé dalszej ewolucji. W matematyce Newtona niedookreslenie tkwi

w pojeciu liczby ciaglej. Nie wiemy wiele o podstawowej fluencie jaka jest
zmienna biezaca z w symbolu f(z). Zmienna biezaca z przebiega wszystkie
liczby naturalne i utamki liczb naturalnych, tj. liczby wymierne. Za wartos¢
zmiennej = mozna uznaé liczbe niewymierna, np. v/2, jesli si¢ dysponuje

jej przyblizeniami wymiernymi. Gauss, majac cigg ograniczony liczb juz
akceptowanych, dotaczal jako nowa liczbe jego najmniejsze ograniczenie gérne,
ktérego istnienie postulowal i postugiwanie sie ktérym bylo oczywiste na mocy
wspomnianego okre$lenia. W podobny sposéb - potencjalny — rozumial swoje
proporcje Eudoksos. Kazda z rozwazanych liczb wchodzita w rozszerzony zakres,
je$li miata umotywowanie fizyczne lub geometryczne. W naszym wieku utrzymaé
ten stan usilowal Brouwer.

Postulat z Merton College, przyjety przez Newtona, byl rzeczywiscie postulatem.
O jego dowodzie nie myslano. Jeszcze Hoene-Wronski uwazal, ze analiza
powinna sie ograniczy¢ do wlasnych uzasadnien metafizycznych.

Postulatywny sposéb myslenia Newtona nie byl jednak ogdlnie respektowany.
Przy rozwiazywaniu konkretnych zadan postugiwano sig¢ dodatkowymi
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Wedlug Meschkowskiego, zastuge te
nalezy przypisaé¢ H.A. Schwarzowi, ktéry
{1870) przestal dowdd w licie Cantorowi.

Bardziej zadawalajaca metode data
pdiniejsza teoria Lebesgue’a.

argumentami metoda niepodzielnych, co mnozyto jedynie quasi-dowody. Ten
kierunek stawat si¢ w koficu przewazajacy, co czynilo pilnym znalezienie $cistosci
dla metod opartych na idei Leibniza. Podjat sig tego na poczatku XIX wieku
Augustine Cauchy.

8. Zamknigcie sie¢ matematyki w obrebie arytmetyki
i poje¢ mnogos$ciowych

Od czasu Galileusza - a od Newtona juz w sposéb rzeczywisty — trwa
synkretyczne postugiwanie si¢ continuum ztozonym z liczb z Jjednoczesnym
przekonaniem, ze prawdziwe continuum fizyczne ma naturg fluenty, po ktérej
zmienna plynie. Ten stan sprzecznych pogladéw nie mégt dlugo sie utrzymaé.
Pierwsza z préb okreslenia konstrukcyjnego continuum punktowego, po ktérej
miala biec punkt po punkcie zmienna z, byla nieudana préba Cauchy’ego.
Prébe - logicznie poprawnie pomyslana — przeprowadzit Bolzano, motywujac ja
filozoficznie przez manifestacyjne odrzucenie tezy Arystotelesa o niesensownosci
continuum zbudowanego z punktéw. Caltkowicie poprawng konstrukcje —

w duchu teorii proporcji Eudoksosa — przeprowadzil Dedekind, a wkrétce -
przewaznie niezaleznie i inaczej - inni matematycy. Wszystkie prowadzity do
jednego i tego samego obicktu, ktéry miat odtad - na mocy pozamatematycznej
umowy - zastapi¢ geometryczna prostg. Prowadzilo to do urzeczywistnienia

si¢ dawnego zamystu Kartezjusza, by przestrzen euklidesows zredukowaé do
przestrzeni liczbowej.

System pojeé¢ analizy stawal sie zamkniety. W tym systemie postulat Newtona
o determinowaniu fluenty przez fluksje stawal si¢ stwierdzeniem wymagajacym
dowodu, ktéry znaleziono.

Fluenta dawala si¢ teraz odtworzyé przez fluksje — jesli ta byla ciagla — za
pomocg catki Cauchy’ego sankcjonujacej algorytm Leibniza. Spetniony
zostal zamyst Oresme’a, aby ilo§é emanacji przedstawiana byla przez pole pod
wykresem jej intensywnosci. Matematyka zostata zarytmetyzowana.

Zgoda na arytmetyzacje znaczyta zgodg na ograniczenie motywacji
metafizycznych dla matematyki do tych, ktére motywowaly arytmetyke,

z dodaniem tych, ktére prowadzily do konstrukeji continuum. Te drugie
motywacje pochodzily — jak sie wyrazil Dedekind — ze $wiata naszych
mysli. Do matematyki weszly zbiory, ktére reprezentowaly nowe punkty
continuum. Do tej pory uwazano, ze pojawianie si¢ zbioréw w matematyce
jest sprawa sposobu méwienia. Teraz weszly jako obiekty rozwazan, ale

z jaka$ nieokreslonoscia, ktéra miata swéj wyraz w archaicznej nazwie teorii
mnogosci. Nasze metafizyczne przekonania, co do niektérych wlasnoéci
postugiwania sig zbiorami, sa tak $cifle wbudowane w nasz sposéb myslenia,
ze trudno je juz nazwaé przekonaniami, a co do innych stwierdzamy wprost
brak przekonai. Zbiory sa bowiem niczym innym niz wspdlnymi cechami
przedmiotéw do nich nalezacych. Konkretny zbiér okreslany jest jako zakres
przedmiotéw majacych dang ceche. To okredlenie wydaje si¢ byé zalezne od
sposobéw, jakimi dysponujemy dla rozpoznawania tej cechy.

Arytmetyzacja matematyki sklonita matematykéw do dyskusji nad motywacjami
metafizycznymi samej arytmetyki. Arytmetyka od czasu Platona byta
przedmiotem kultu, bywata i przedmiotem magii. Teraz miala dzwigaé
matematyke. Nietrywialne zasady metafizyczne arytmetyki kumuluja sie

w jednej zasadzie: indukcji matematycznej i pojeciu nastepstwa.

Wedtug Poincarégo, zasada indukeji pozwala nam pokonaé¢ w jednym kroku
nieskoriczenie wiele sylogizméw. Dlatego nie czujemy si¢ pewnie zdajac sie na
samg indukcje. Ale tak naprawde indukcje stosujemy dopiero wtedy, gdy mamy
dla dowodzonego przez indukcje twierdzenia niezalesne od niej uzasadnienie

w postaci hipotezy.

Szczuploéé uzasadnien metafizycznych sprawia, ze zarytmetyzowana matematyka
— chociaz jest narzedziem ostrym - to jednak niepewnym. Stosowalnoéé
wychodzi na czolo jej probleméw metafizycznych.
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Mimo to w te stosowalnos¢ sig¢ wierzy i wracamy do dawne]j wiary platonskiej,
podporzadkowujacej zjawiska matematyce. Wywodzi sig ona jeszcze od
Pitagorejczykéw. To ona kierowata Keplerem. Ale kierowata réwniez
Kartezjuszem. Ulegaja tej wierze bardziej przyrodnicy — a juz na pewno fizycy
— niz matematycy.

Dla matematykéw bogate w punkty i strukturg - odkrywana jezykiem
mnogoéciowym — continuum arytmetyczne dostarcza nowych problemow i
nowych rozwigzan, ktére dajg im satysfakcje. Wiedza oni jednak, ze - zgodnie
ze #rédiem, z ktdrego sig te nowe rozwiazania wywodza — naleza one raczej do
$wiata naszych mysli niz do Swiata zewngtrznego. Utyskiwania na maly z nim
zwiazek sa nieusprawiedliwione. Ten stan byl z géry do przewidzenia.

Zasadnicze zalozenie arytmetyczno-mnogoéciowej matematyki polega na
utozsamieniu prostej fizycznej z continuum arytmetycznym. Zbyt sztywna
budowa tego continuum powinna byé rozluzniona. To continuum powinno

byé jedynie narzedziem, a nie obiektem uniwersalnym powstalym na skutek
unifikacyjnych tendencji w nauce i filozofii XIX wieku. Wydaje sie, ze
powinniémy dysponowac co najmniej dwoma continuami, z ktérych jedno
stuzyloby do opisu zjawisk globalnych — continuum Dedekinda wydaje si¢ do
tego celu przydatne - a drugie do réwnie $cistego opisu zjawisk w mikroskali,
gdzie niewykluczony bytby powrét do idei atomistycznych. Panujace obecnie
tendencje unifikacyjne — przypomnijmy Grekéw, ktérzy nie byli nimi krgpowani
— nie sprzyjaja takiemu rozwiazaniu.

Tendencje unifikacyjnie w naukach przyrodniczych maja swoje uzasadnienie.
Przyroda jest obiektem zewngtrznym i sprowadzenie praw nia rzadzacych

do minimum jest daznoScia naturalna. Matematyka jest jednak metoda.
Powinna by¢ narzedziem stosowanym w rozmaitych sytuacjach przychodzacych
z zewnatrz. SledziliSmy to na przyktadzie rozwoju analizy. Wydaje sig, ze
matematyka jest podobna do rosliny, ktérej pnacza moga si¢ zakorzeniac

w miejscach nie catkiem przewidzianych. Jest raczej lasem niz pojedynczym
drzewem.

Wydaje sig, ze nastapila niewladciwa identyfikacja dwu daznoéci: écistos¢ nie
musiata by¢ uzyskana poprzez unifikacje, ktéra nie jest natura matematyki.
Konstrukcje myslowe, jakie tworzy matematyka, nie maja powinnosci

byé tworzywem dla $wiatopogladu. Tworza poglad filozoficzny dopiero

z pozamatematycznym kontekstem.

Ale jest tez kierunek filozoficzny, ktéry upatruje dla matematyki rolg wyjatkowa,
widzac w jej idealne] architekturze — ktérej poszukuje — wzorzec wszystkich
rzeczy. W ciagu tych rozwazan byliémy jak najdalej od tego sposobu widzenia
matematyki.
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