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Wydaje mi sig, ze elementem kultury matematycznej jest takze $wiadomosé
srodkéw jakich sig uzywa. Nie jest moim zdaniem dobrym obyczajem uzywanie
»Czego popadnie”. Byleby tylko ,wyszlo”, byleby uzyskaé wynik. Nie jest
przeciez z punktu widzenia kultury obojetne, czy nos wyciera sie chusteczka, czy
rekawem, cho¢ w obu wypadkach cel zostanie osiagniety. Tak samo tez nie jest,
jak mi si¢ wydaje, obojetne, z punktu widzenia kultury matematyka, czy dla
dowodu np. hipotezy Fermata konieczne jest uzycie metod poza arytmetycznych,
czy nie. M6wiac inaczej, nawet jezeli dowéd Wilesa wspomnianej hipotezy jest
poprawny, to nalezy zastanowic si¢ jednak, czy da si¢ ona wykazaé metodami
arytmetycznymi. Moze si¢ bowiem okazaé, Ze jest ona niezalezna od powszechnie
przyjetej aksjomatyki arytmetyki liczb naturalnych zwanej arytmetyka Peano.
Wéwczas zastanowic sig trzeba bedzie, jakie dodatkowe aksjomaty nalezy do
aksjomatyki tej dodaé, aby juz z nich hipoteza ta byla wyprowadzalna. Zawsze
mozna dolozy¢ nia samg, ale nie o to przeciez chodzi. Chodzi o zasade prostsza,
cho¢ przeciez logicznie silniejsza. Wéwczas jednak zagadnienie hipotezy Fermata
staje si¢ bardziej zagadnieniem natury lingwistycznej, niz matematycznej.

1. Swiadomosé ograniczeli — aksjomatyzacja

Dowody w matematyce stuza nam jako érodek przekonywania innych (choé

tez i siebie) o prawdziwoéci swoich tez. Nie wszystkie metody s3 tu jednak
dopuszczalne (nie akceptujemy choéby okladania sie piesciami, albo wrézenia

z fuséw). Ograniczamy si¢ do metod logicznych, gdzie prawdziwosé przestanek
implikuje niezbicie i w sposéb oczywisty prawdziwoéé wnioskéw. Proces ten zwie
si¢ wnioskowaniem. Aby jednak wnioskowaé, potrzeba przestanek pierwotnych —
aksjomatéw.

2. Swiadomosé ograniczen — niezupelnosé

By méc komunikowat sie, jezyk, ktérego uzywamy, musi byé zrozumiaty dla
innych. A zatem symbole, ktérymi si¢ postugujemy, musza byé¢ mozliwe do
rozpoznania. Wiasno$¢ t¢ zwiemy rozstrzygalnoécia jezyka. Podebnie, by méc
wiarygodnie argumentowaé, rozpoznawalne musza by¢ aksjomaty, ktérymi

si¢ postugujemy. Méwimy wéwczas o rekurencyjnej aksjomatyzowalnoéci
teorii. Jak si¢ okazalo za sprawa A. Churcha (2], Rossera [11], a péniej
Mostowskiego i Tarskiego [9], jedli tylko przyjmiemy prawdziwoéé kilku (tak —
kilku - a dokladniej siedmiu) faktéw arytmetycznych, to okaze sig, ze pewne
rozstrzygniecia pozostana poza mozliwosciami naszego poznania. Okasze sie
wéwczas, ze dla pewnych zdan nie bedziemy w stanie stwierdzié, czy one s3
prawdziwe, czy falszywe. Méwimy wéwczas o niezupelnosci systemu.

3. Swiadomosé srodkéw — twierdzenia Goodsteina i Parisa

Zgodnie z zasada: ,krytyka tak, ale konstruktywna”, czas podaé jakies§
przyklady twierdzen niedowodliwych w pewnej teorii, choé z nia niesprzecznych.
Oczywiscie istnienie takich zdan gwarantuja nam twierdzenia Gédla

o niezupeinoéci (p. [5]). Chcialoby si¢ jednak zobaczyé przyklady pkonkretnych”
zdan tego rodzaju. W teorii mnogoéci takimi zdaniami sa, jak wiadomo, tzw.
hipoteza continuum (kazdy nieprzeliczalny zbiér liczb rzeczywistych jest

mocy continuum) albo pewnik wyboru (produkt rodziny zbioréw niepustych
jest niepusty). Do mniej chyba znanych zaliczyé nalezy zdanie stwierdzajace
istnienie tzw. prostej Suslina (nie izomorficznego z prosta rzeczywista liniowego
porzadku gestego, zupelnego w sensie Dedekinda, bez korica i poczatku,

w ktérym nie ma nieprzeliczalnych parami rozlacznych rodzin przedzialéw)

i szereg innych (p. [6]). Trudniej juz o prayklady ,konkretnych” zdas
arytmetycznych, ktdrych prawdziwosci w PA dowiesé niesposéb. Pierwszym z
nich jest tzw. twierdzenie Goodsteina (p. [1]). Niech ao 2F . bedzie dowolng
liczba naturalng i niech ag = 2m0 4 2™ + ... + 2" bedzie jej rozwinieciem
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dwéjkowym. Nastepnie rozwinmy dwéjkowo wykladniki tego rozwinigcia,
nastepnie wykladniki rozwiniecia tych wykladnikéw itd. Kiedy$ to si¢ musi
skoficzyé. Wtedy zamieimy we wszystkich tych rozwinieciach liczbe 2 na liczbg
3 i odejmijmy od powstalej w ten sposéb z ag liczby jedynke, a wynik nazwijmy
a;. Postapmy z liczbg a; tak samo jak z ag, tyle, Zze rozwija¢ ja bedziemy przy
podstawie 3, ktéra zastapimy czworka, dostajac az. Kontynuujac ten proces

w nieskoriczono$é, zwickszajac w kazdym kroku podstawe rozwiniecia o jeden
dostajemy nieskoficzony ciag liczb naturalnych a,, dlan =0,1,2,.... Ciag ten
wydaje sig szybko rosnac. Fakt ten, zwany wlasnie twierdzeniem Goodsteina,
jest jednak w PA niedowodliwy. Wykazali to Kirby i Paris.

Innym przykladem zdania niedowodliwego w PA, choé prawdziwego w modelu
standardowym jest nastepujaca modyfikacja twierdzenia Ramseya: Dla
dowolnych naturalnych e, k, r istnieje taka liczba naturalna M, ze dla dowolnego
rozbicia r—elementowego P rodziny wszystkich e—elementowych podzbioréw
zbioru {1,..., M} istnieje co najmniej k-elementowy zbiér H C {1,..., M},
ktérego wszystkie e—elementowe podzbiory s3 w jednym elemencie rozbicia P

i ponadto card(H) > min(H). Nietrudno postugujac sie tzw. lematem Koniga
wykazaé, ze zdanie to jest prawdziwe w modelu standardowym. Jak wykazal
jednak Paris (p. [10]), zdanie to implikuje niesprzecznoéé arytmetyki Peano, co
w myél drugiegogo twierdzenia Gédla o niezupelnodci, oznacza, %e nie moze ono
byé dowodliwe w PA, chyba, ze ta ostatnia jest sprzeczna. By¢ moze hipoteza
Fermata tez jest jednym z takich zdad?

4. Swiadomoéé ograniczen (a moze sukcesu) — nierozstrz:}galnoéé

Moze wlaénie sukcesem nalezy nazwaé fakt, ze wyniki Godla o niezupelnosci
mozna wzmocnié: teoria Peano oraz kazde jej rekurencyjne rozszerzenie jest
nierozstrzygalne. Jest to w istocie wzmocnienie poprzedniego wyniku, gdyz
teorie zupelne i rekurencyjnie przeliczalne s rozstrzygalne. Niekoniecznie

zaé rekurencyjnie przeliczalne rozstrzygalne teorie s3 zupelne (wezmy chocby
teorie liniowego porzadku — rozstrzygalna (Ehrenfeucht [3] i Lauchli & Leonard
[7]), choé¢ ma nietrywialne rozszerzenia). Tak tez nierozstrzygalna jest teoria
pierécieni (Mostowski & Tarski [9]), czy nawet teoria grup (Tarski [9]).
Chociaz teoria grup przemiennych juz rozstrzygalna jest (W. Szmielew [13]).
Oczywiécie, nierozstrzygalna jest teoria mnogoéci Zermeto-Fraenkla (Tarski
[15]). Geometria w standardowych jej odmianach: absolutna, euklidesowa,
Bolyai-E.obaczewskiego, jest rozstrzygalna (patrz Schwabhauser, Tarski &
Szmielew [12]). Wynika to tatwo z twierdzenia Tarskiego o rozstrzygalnosci
elementarnej arytmetyki liczb rzeczywistych ([15]) poprzez sprowadzenie
zagadnieri geometrycznych do zadan natury algebraicznej. Geometria rzutowa
rozstrzygalna nie jest (patrz Murawski [8]).

Dlaczego nierozstrzygalnoéé co wazniejszych teorii mozna uznaé za sukces? Ano
dlatego, iz oznacza ona, ze roboty naszej nie da sig zautomatyzowaé. Nasza
praca jest istotnie twércza. W tym miejscu wazna uwaga: praca matematyka
nie polega na wypisywaniu prawdziwych twierdzen z ich dowodami - praca
matematyka, to rozstrzyganie, czy twierdzenia sa prawdziwe. Pierwsza z

tych czynnoéci jest bowiem automatyzowalna, druga ~ wlasnie wida¢ - nie!
Swiadomosé tego to tez element kultury matematycznej.

5. Swiadomoséé érodkéw — elementarnosé

Zwrocié trzeba uwage, ze elementarno§é (w sensie logicznym) rozwazanych
powyze] teorii ma tu wiele do powiedzenia. Gdy z niej zrezygnowac, czyli
dopusci¢ mozliwodé kwantyfikacji zbioréw, wiekszo$¢ ze wspomnianych teorii
rozstrzygalnych staje si¢ nierozstrzygalna. W przypadku geometrii mozna by
to sformulowaé nastepujaco: o ile wlasnoéci punktéw i prostych sa mozliwe do
rozstrzygniecia, to wlasnoéci zbioréw z tych obiektéw utworzonych rozstrzygaé
si¢ nie da. )

Czy wtlaénie dlatego ograniczamy si¢ do teorii elementarnych? Nie, ale to juz
zupelnie inna historia.
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6. Swiadomosé ograniczen — zlozonoéé obliczeniowa

Nawet jédnak w odniesieniu do teorii rozstrzygalnych nie musimy si¢ martwié
swoja bezuzytecznoécig. ,;Swiatetkiem w tunelu” okazuje sie tutaj zlozonoéé

procedur rozstrzygajacych. Nawet w przypadku stosunkowo prostych teorii

czas oczekiwania na rozstrzygniecie dowodliwoéci wcale niedlugiego zdania
moze wielokrotnie przekroczy¢ czas istnienia wszechéwiata. Tak np. arytmetyka
Presburgera, czyli teoria samego dodawania liczb naturalnych ma zlozono$é

co najmniej 2°*, dla pewnej stalej ¢ > 0, a teoria samego mnozenia liczb
naturalnych ma zlozonoéé co najmniej 22, dla pewnego ¢ > 0 (patrz

Fisher & Rabin [4]). Teoria zbioréw uporzadkowanych liniowo ma zlozonoéé
F(n,[dn]), dla pewnego d > 0, gdzie F zdefiniowana jest nastepujacymi wzorami
rekurencyjnymi: F(n,1) = 2", F(n,m + 1) = 2F(»™) dla n,m € w. Pytanie,
czy istnieja rozstrzygalne teorie o ,sensownej” zlozonoéci obliczeniowej jest

do dzi$ nierozstrzygniete i laczy sig ze stynnym zagadnieniem P = NP (patrz
Murawski [8]).

* ¥ %k

oo, Swiadomoéé ograniczen — niedefiniowalnoéé prawdy

No dobrze, ale jak to jest ,naprawde”. Co to jednak znaczy ,naprawde”?
Klasyczna definicja prawdy Sokratesa: ,sad ,,S” jest prawdziwy, jezeli jest S.”,
wymaga, aby istniala jakas rzeczywisto$é, do ktdrej nasz jezyk sie odnosi. A jesli
nie ma takiej rzeczywistosci? Jezeli cala matematyka to jedynie wytwér naszej
wyobrazni? To co wéwczas oznacza ,prawdziwy”? Jak twierdzi Tarski [14]
zadna sensowna préba odpowiedzi na to pytanie nie jest mozliwa. Wszelkie
formalizacje terminu ,prawdziwy” prowadza bowiem, wedlug niego, predzej czy
pééniej, do sprzecznoici, czego niejakim potwierdzeniem sa wyniki Godla [5].
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