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Wistep

Algebra homologiczna ,wydarzyla si¢” w drugiej polowie XX wieku. Jej
niezwykle burzliwy poczatkowy rozwéj przypad! na lata drugiej wojny Swiatowej
i lata pieédziesiate. Samuel Eilenberg i Saunders MacLane w USA, Heinz

Hopf w Szwajcarii, Jean Leray w niemieckim obozie jenieckim i Henri Cartan

w Paryzu to gléwni sprawcy ,homologicznej rewolucji”. Dzi§ nie sposéb méwi¢
o wspolczesnej topologii algebraicznej, geometrii algebraicznej czy tez algebrze
nie uzywajac pojeé i aparatu algebry homologicznej. Metody homologiczne

na dobre zadomowily sie takze w teorii liczb, analizie globalnej, geometrii
rézniczkowej i metodach matematycznych fizyki. Temat jest tak rozlegly, ze

nie sposéb w niedlugiej notatce przedstawi¢ teorig, jej rozbudowany aparat
obliczeniowy oraz najwazniejsze zastosowania. Pierwszym i nadal aktualnym
podrecznikiem przedmiotu jest monografia Henri Cartan, Samuel Eilenberg,
Homological Algebra, Princeton University Press, 1956. Wspédlczesne aspekty
algebry homologicznej s3 przedstawione w ksigzce: S. Gelfand, J. Manin,

Wstep do teorii kohomologii i kategorie pochodne, (po rosyjsku), Nauka, 1988.
Szczegélowe oméwienie historii algebry homologicznej mozna znalezé w artykule
C. Weibel, History of homological algebra w History of Topology, I.M. James
ed., Elsevier, 1998. Ksiazka S. Gelfanda i J. Manina oraz artykul C. Weibela
zawieraja obszerne spisy literatury przedmiotu. Podrecznikiem w jezyku polskim
jest ksigzka S. Balcerzyka, Wstep do algebry homologicznej, PWN, 1970.

W tym artykule postaram si¢ w mozliwie elementarny sposéb przedstawié
jedynie genez¢ powstania przedmiotu i najwazniejsze pojecia w nim wystepujace.

0Od wieloiciané6w do komplekséw laricuchowych grup abelowych

Doskonaty i uniwersalny jezyk algebry homologicznej powstal, by opisa¢
wlasnoéci obiektéw geometrycznych i przestrzeni topologicznych. Zaczniemy
wiec od bardzo prostego przykladu geometrycznego, réwnolegle wprowadzajac
podstawowe dla algebry homologicznej definicje.

Niech X bedzie dowolnym wieloscianem. Dla kazdego catkowitego n > 0

niech Cy,(X,Z,) oznacza przestrzen liniowa nad dwuelementowym cialem

Zy, ktérej baza sa sympleksy n-wymiarowe wieloScianu X (wybér ciata Z,
upraszcza sytuacje pozwalajac uniknaé rozwazan dotyczacych orientacji
sympleksow). Zauwazmy, ze przyporzadkowujac sympleksowi sume jego scian
definivjemy przeksztalcenie liniowe 8y,: Cn(X,Zy) — Cn_1(X,Z;), nazywane -
homomorfizmem brzegu. Przyjmiemy, ze C_1 =01 8 = 0.

Dostajemy ciag zwany kompleksem la.ﬁcuchdwym wielo§cianu X:
W e 2 ey o sl B T L GHRE) - T
Zauwazmy, ze dla kazdego n > 0 zachodzi
OnBn+1 =0,
zatem im 8,1 C ker 8, i mozemy rozpatrzeé grupy ilorazowe
H,.(X,Zp) = ker Op41/im Ony1,
ktére nazywamy grupami homologii wieloScianu X o wspélczynnikach w Z,.

Przyklad 1. Wprowadzane pojecia bedziemy ilustrowac na przykladzie
wielodcianu Y pokazanego na rysunku obok.

Dla wieloécianu Y otrzymujemy nastepujacy kompieks tancuchowy:

OBy [ By, POy (08 (g |,
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Jego grupami homologii s3:

Zp dlan=0;
H.(Y,Z;) = {Zz dlan=1;
0 dlan>2.

Grupy homologii zawieraja informacje o geometrycznych wlasnosciach
wieloécianu. Mozna z nich odczyta¢ pewne znane proste niezmienniki
wieloicianu, takie jak liczba jego spéjnych skladowych, ktéra jest réwna
dimgz, Ho(X,Z,). Latwo tez udowodnié, ze dla wielo§cianu skoriczonego jego
charakterystyka Eulera jest réwna 3 (—1)* dimz, H;(X, Z;).

Rozpatrzmy dwa wieloéciany X i X' oraz ich przeksztalcenie f: X — X'
wyznaczone przez odwzorowanie zbioru wierzchotkéw X w zbiér wierzcholtkéw
X' i przeksztalcajace kazdy sympleks wieloicianu X w sympleks, byé

moze mniejszego wymiaru, wieloscianu X’. Kazde takie przeksztalcenie
wieloécianéw definiuje dla kazdego n > 0, przeksztalcenie liniowe
Jn:Cn(X,Z) — Cn(X',Zz), przy czym fnOn41 = Ont1fn+1. Dostajemy
przemienny diagram:

Bty Cu(X) B Caci(X) —2ou

| fom|

n41 Cn(X') 8n Cu_l (X;) On-1
Przemiennoéé z homomorfizmami brzegu sprawia, ze przeksztalcenia f;
wyznaczajg przeksztalcenia liniowe grup homologii (fn).: Hn(X,Zp) —
— H,(X',Z,) dla kazdego n > 0. Méwimy, ze homomorfizmy (f,). grup
homologii sa indukowane przez przeksztalcenie f.

W tej prostej konstrukcji zwiazanej z geometria wielodcianéw wystepujg
podstawowe dla algebry homologicznej pojecia kompleksu taficuchowego,
przeksztalcenia laficuchowego i grup homologii.

Definicja 2. Niech R bedzie piericieniem przemiennym z 1. Kompleksem

lanicuchowym R-moduléw C = (C., 8,), nazywamy ciag (Cy, Op)nez, taki ze:

(a) 8n:C, — Cpr_; jest homomorfizmem R-moduléw, zwanym
homomorfizmem brzegu,

(b) 8n8n41=0.

Odnotujmy, ze jedli R = Z, to Z-modulami sa grupy abelowe, a jezeli R = K
jest cialem, to przestrzenie liniowe nad K. Ponadto, tak jak poprzednio, dla

kazdego n € Z, im 8,4+, C ker 8, . Podmodul ker 8,, nazywamy podmodulem
n-wymiarowych cykli, podmodut za$ im 8,4, — podmodulem n-wymiarowych
brzegow. Wprowadzamy definicje: 7

Definicja 3. Grupami homologii kompleksu laficuchowego C = (C.,, 8,)
nazywamy grupy ilorazowe

H,(C)=ker8,/imd, ne€zZ

Jezeli C; = 0 dla i < 49, to méwimy, ze kompleks jest ograniczony z géry,
analogicznie méwimy o kompleksach ograniczonych z dohu. Mozemy tak
przenumerowac indeksy, by homomorfizmy brzegu podwyzszaly indeks

o jeden. Méwimy wéwczas o kompleksie kolaicuchowym, kocyklach

i kobrzegach oraz grupach kohomologii. Wszystkie pojecia wprowadzane dla
komplekséw laficuchowych majg swoje oczywiste odpowiedniki dla komplekséw
kotaicuchowych.

Definicja 4. Przeksztalceniem laficuchowym kompleksu laficuchowego

C'w kompleks taicuchowy C', f,:(C.,8,) — (C.,8.), nazywamy ciag
homomorfizméw R-moduléw, f,:C, — C,,, dla ktérego ponizszy diagram jest
przemienny:
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_3n+1’ Gn an' Cn—l

N

8ﬂ+1= C:‘ B.‘ ; :‘_.1 On—1

On—1
—_—

Podobnie jak w przypadku topologicznym zauwazmy, ze przeksztalcenie
laficuchowe komplekséw taficuchowych indukuje ciag homomorfizméw ich grup
homologii

(fn)s: Ha(C) — H,(C).

Wréémy do geometrii, na ktérej teoria komplekséw laficuchowych jest
modelowana. Aby zorientowaé sig, jakie wlasnoéci wielo§cianu sg opisywane
przez jego grupy homologii rozpatrzmy raz jeszcze przyklad wielocianu Y.

Przyklad 1 c.d. Rozwazmy przeksztalcenie f: Y — Y wielodcianu Y,
wyznaczone przez nastepujace odwzorowanie wierzcholtkéw: f({va}) = {va2},
F({w:}) = {v:} dla i # 3. Intuicja podpowiada nam, ze przeksztalcenie f
powinno indukowaé identycznos¢ na grupach homologii, gdyz jedynie ,zgniata”
ono dwuwymiarowy sympleks, ktéry nie ma na nie wplywu. Mozemy sobie
wyobrazié, ze od identycznoéci do odwzorowania f przechodzimy w sposdb
ciagly ,jadac” z punktem f(v3) po krawedzi {vs,v2} (mozna to zdefiniowaé
éciéle — topologowie méwia, ze f jest homotopijne z identycznoécia). W trakcie
tego przejécia kolejne obrazy krawedzi {vs,vo} wypelniaja dwuwymiarowy
sympleks {vg, vz, 3}, zaé obrazy wierzchotka {vs} krawedz {v2,v3}. Mamy wiec
przeksztalcenia liniowe:
D1:C1(Y,Zp) — C2(Y, Zn)
Do: Co(Y, Z2) — C1(Y, Zz)

zadane przez D1{vo,vs} = {vo,v2,v3}, Di{vo, 1} = D1{vo,v2} = D1{v1, 02} =
= .D__;]_{“UZ,,l v3} = 0 oraz Do{‘v;;} = {'uz,'v;,}, Do{‘vo} = Do{'U1} = Dg{'vz} =0.
Przyjmujac D; = 0 dla i > 2 przez latwy rachunek przekonujemy sie, ze dla
‘kazdego n zachodzi réwnoéé:

an-i-an + Dﬂ—lan = fn —id,.

Zatem dla kazdego cyklu z € Cn(Y), fn(2) — idn(2) = 8a41Da(z) - a zatem
(fa)s = (idn)s- o

Kontynuujac program budowy algebraicznej teorii komplekséw laiicuchowych
modelowanej na topologii wprowadzamy definicje, xtéra jest algebraicznym
odpowiednikiem pojecia homotopii przeksztalceri ciaglych: '

Definicja 5. Przeksztalcenia laficuchowe f., gu: (Cs,8.) — (C.,d.) sa
laficuchowo homotopijne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag homomorfizméw
R-moduléw D,,: C,, — Cj,,, taki ze dla kazdego n

On41Dn + Dy 100 = frn — 9n-
Definicja 6. Przeksztalcenie taficuchowe f.: (C.,8s) — (Cy, 8.) jest
laficuchowa homotopijng réwnowaznoécia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
przeksztalcenie laricuchowe g,: (C.,8.) — (C.,8.), dla ktérego zlozenia g. o fs
i f. o g sa lancuchowo homotopijne z identycznosciami na kompleksach (C.,,d.)
i (Ci,0.) odpowiednio.

Latwo udowodnié, ze zachodzi nastepujace stwierdzenie:
Stwierdzenie 7. Przeksztatcenia taricuchowo homotopijne komplekséw

taricuchowych indukujg ten sam homomorfizm ich grup homologii w kazdym
wymiarze.

Whiosek 8. Przeksztatcenie taricuchowe bedgcee taricuchowq réunowaznoscig
indukuje izomorfizm grup homologii.

Dysponujac abstrakcyjnym pojeciem kompleksu laficuchowego i jego grup
homologii na nasz przyklad geometryczny mozna cpojrze¢ nastepujgco:

oto kazdemu wielogcianowi przypisaliémy kompleks taficuchowy przestrzeni
liniowych nad Z, w taki sposéb, ze przeksztalcenie wieloécianéw indukuje
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przeksztalcenie laficuchowe odpowiednich komplekséw lancuchowych. Kazde
takie przyporzadkowanie prowadzi do homologii wielocianéw. Na przykiad
przypisujac kazdemu sympleksowi wielodcianu orientacjg i modyfikujac
homomorfizm brzegu tak, by sympleksowi przyporzadkowywacé naprzemienna
sume jego $cian (minus sympleks oznacza ten sam sympleks z przeciwng
orientacja), mozemy kazdemu wielocianowi przyporzadkowac kompleks grup
abelowych i zdefiniowaé w ten sposéb homologie wieloScianu o wspélczynnikach
catkowitych. W latach trzydziestych i czterdziestych naszego stulecia podano
szereg sposobéw dobrego przyporzadkowania przestrzeni topologicznej
kompleksu laficuchowego, definiujagc tym samym pewng teorie homologii.
Najwazniejsze z nich to teoria homologii singularnych i teoria Cecha. Niekiedy
do zdefiniowania teorii homologii, czy tez teorii kohomologii, wykorzystywano
dodatkows strukture na przestrzeni topologicznej, na przyklad to, iz jest ona
rozmaitodcia rézniczkowa.

Przyktad 9. Niech M bedzie rozmaitoécia rézniczkowa, niech C™(M) = Q*(M)
oznacza rzeczywistg przestrzen liniowa gladkich n—form rézniczkowych na

M (gdzie 0-formy, to rzeczywiste funkcje gladkie), 8™: Q™"(M) — Q"*+1(M)

za$ niech bedzie rézniczkowaniem zewnetrznym. W ten sposéb rozmaitoéci
przypisujemy kompleks kolaficuchowy rzeczywistych przestrzeni liniowych,
funkcji gladkiej za$ przeksztalcenie kotanicuchowe. Otrzymane w ten sposéb
grupy kohomologii nazywamy grupami kohomologii de Rhama rozmaitoéci
rézniczkowej. a

Dla matematykéw polowy XX wieku bylo jasne, ze wprowadzenie do topologii
teorii homologii i kohomologii otwiera zupelnie nowe perspektywy i jest
poteznym narzedziem badawczym. Niemal réwnoczeénie zauwazono, ze

owo nowe narzedzie ma zastosowanie w algebrze. Szukano wiec sposobéw
przyporzadkowywania obiektom algebraicznym komplekséw tanicuchowych.
Zdefiniowano (G. Hochschild) grupy homologii i kohomologii algebr tacznych,

a takze algebr Liego. Przelomowe dla algebry homologicznej okazato sie
wprowadzenie teorii homologii grup dyskretnych w pracach Samuela Eilenberga
i Heinza Hopfa.

Definicja 10. Niech G bedzie grupa dyskretna. Grupami homologii G

o wspélczynnikach catkowitych H,(G,Z) nazywamy grupy homologii kompleksu
laricuchowego, w ktérym C,,(G) jest wolng grupa abelows generowana przez
wszystkie ciagi {(g1,92,.-,9n); 9i € G}, oraz

aﬂ(glag27 N 99") =

n—1
(92,931 i g gn) + Z(_l)‘(gls coe 1 Gifig1s -y gn) + (_l)n(gls e 1911—1)-
i=1

Nie bedziemy omawiaé wlasnosci homologii grup. Odnotujmy tylko, ze
z powyizszej definicji latwo wynika, iz H1(G, Z) = G/|G, G] jest abelianizacja
grupy.

Definicja homologii grupy dyskretnej ma swoje Zrédlo w topologii. Rozpatramy
wieloécian X (by¢ moze o nieskoriczonej liczbie symplekséw), ktérego grupa
podstawowa to m(X) = G, kazde zaé odwzorowanie S™ . Xdan>1 jest
homotopijne ze stalym. Topologowie nazywaja taka przestrzen asferyczhg.
Homologii wieloécianéw asferycznych dotyczy twierdzenie Hurewicza:

Twierdzenie 11 (W. Hurewicz). Jezeli X oraz X' sq przestrzeniami
asferycznymi oraz my (X) = 71(X') = G, to grupy homologii X i X' o dowolnych
wspdtczynnikach sqg roune.

Z twierdzenia Hurewicza wynika wiec, Ze grupy homologii przestrzeni asferycznej
zalezy jedynie od jej grupy podstawowe]j i mozna przyjaé, iz sa one wlasnie
homologiami tej grupy. Kompleks laficuchowy, wystepujacy w definicji 10,

to po prostu kompleks lancuchowy pewnego kanonicznie skonstruowanego
wieloécianu asferycznego o grupie podstawowej G. Wielodcian kanoniczny nie
jest bynajmniej jedynym asferycznym wieloscianem o grupie podstawowej
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réwnej G — jest takich nieskonczenie wiele. Aby zrozumie¢, jaka wlasnosé
algebraiczna jest wspélna dla ich komplekséw laficuchowych, ‘dla dowolnego
wieloécianu asferycznego X, m1(X) = G rozpatrzmy jego nakrycie uniwersalne
X. Jest ono wieloécianem i to éciggalnym, jego grupy homologii s3 wigc  _
réwne grupom homologii punktu. Istnieje naturalne dzialanie grupy G na X
wyznaczone przez dzialanie grupy podstawowej na nakryciu uniwersalnym

i dzialanie to przeprowadza sympleksy X na sympleksy X, przy czym kazdy
element rézny od jedynki grupy przeprowadza dowolny sympleks na sympleks od
niego rézny, co nazywamy dzialaniem wolnym. Dla przelozenia tych wlasnosci na
jezyk algebry przypomnijmy definicj¢ pierscienia grupowego G.

Niech {g;}ier bedzie zbiorem elementéw G.

Definicja 12. Pierécieniem grupowym Z(G) grupy G nazywamy pierscieri z 1,
ktérego elementami sg formalne sumy Y ie1 0igi, gdziea; € Zia; =0 dla prawie
wszystkich i. Dzialania okreSlone sa nastgpujaco:

S aigi+ > bigi = ) (ai + bi)gs

iel i€l i€l
> aigix Y bigi = Y aibigigs
i€l jel ijel

Rozpatrzmy (C.(X),8,) - kompleks taficuchowy X. Dzialanie G na X definiuje
na C,(X) strukture Z(G)-modutu dla kazdego n > 0 i homomorfizmy brzegu s
homomorfizmami modutéw. Poniewaz Ho(X,Z) = Z, wigc istnieje epimorfizm
Co(X)—Z, na ktéry mozemy patrze¢ jak na homomorfizm Z(G)-moduléw,
przy czym Z jest modulem trywialnym, tj. takim, ze dla kazdego g; € Z(G) i
kazdego k € Z, jest g;k = k. Mamy ciag:

L2 0x,2) 2 a(X,2) 2 Co(X,Z) —Z—0
Jakie sa jego wlasnosci?

(¥) powyzszy ciag jest ciagiem dokladnym Z(G)-moduléw (to znaczy takim, ze
jadro kazdego homomorfizmu jest réwne obrazowi poprzedniego), gdyz X
jest wielodcianem $ciagalnym,

(¥) dla kazdego n > 0, Cn(X) jest wolnym Z(G)-modutem, bo dziatanie G na
X jest wolne.

Ciag o powyizszych wlasnosciach nazywamy wolna rezolwenta trywialnego
Z(G)-modutu Z.

Do obliczania homologii grupy potrzebny jest nam jednak kompleks taiicuchowy
(C.(X),8.) a nie (C,(X),0.). Jak algebraicznie, nie odwolujac si¢ do topologii,
,podzieli¢ (C.(X),8.) przez dzialanie grupy G”?

Stwierdzenie 13. Dla kazdego n > 0, zachodzi Cn(X) = Z ®z(g) Cn(X).

Zauwazmy, ze tensorowanie nad Z(G) przez trywialny modul Z nie zachowuje
dokladnoéci ciagu!

Przyklad 13. Rozpatrzmy wolna rezolwente otrzymana jako kompleks
taicuchowy nakrycia kanonicznego wieloécianu grupy G. Oznaczamy

ja przez C(G) i nazywamy bar-rezolwentq grupy G. Wyglada ona

nastepujaco: C,,(G) jest jest wolna grupa abelowg generowana przez

wszystkie ciagi {(go,91,---,9n); 9 € G}, 2 8n(90,91,.--,9n) =

= z:‘;ll(-l)"(go, ey iy Git1y - -+ Gn)- Struktura Z(G)-modutu na Cp(G) jest
zadana przez g(go0, g1, - -»9n) = (990,991, - - ggn). Latwo sprawdzié, ze istotnie
Ca(G) = Z82(6) Ca(G)- 0

Stwierdzenie 13 sugeruje ogélniejsza algebraiczng ,recepte” obliczania homologii
o wspélczynnikach calkowitych grupy dyskretnej G, niz ta sformulowana

w Definicji 10. Nalezy wziaé dowolna wolng rezolwente (C,, 8,) trywialnego
Z(G)-modulu Z. Grupy homologii kompleksu tafcuchowego {Z ®z(c) Cn}
powinny byé réwne grupom homologii G o wspétczynnikach caltkowitych. Batwo
uog6lnié te ,recepte” tak, by otrzymaé homologie o dowolnych wspétczynnikach.
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Definicja 14. Niech B bedzie prawym Z(G)-modulem. Wéwczas homologiami
G o wspélczynnikach w module B nazywamy homologxe kompleksu
lancuchowego {B ®z(g) Cc.},

H.(G,B)=H, (B®1(G)C ),n>0.

Korzystajac z wolnej rezolwenty trywialnego Z(G)-modutu Z definiuje si¢ takze
grupy kohomologii. Przez Homgz(c)(C, A) oznaczamy grupe homomorfizméw
lewych Z(G)-moduléw. Zauwazmy, ze jezeli (C.,d.) jest kompleksem
taficuchowym Z(G)-moduléw, to w oczywisty sposéb (Homgzg)(C., A),d*) jest
kompleksem kolaricuchowym.

Definicja 15. Niech A bedzie lewym Z(G)-modulem. Grupami kohomologii
0 wspoélczynnikach w A nazywamy grupy kohomologii kompleksu
kotaricuchowego Homzg)(C., A):

H™(G, A) = H"(Homg )(C., 4),8%).

Zauwazmy, ze nietrudno przekonaé sig, e H(G, A) = AC jest podmodutem
punktdéw stalych dzialania G na A. Interesujaca i wazna jest interpretacja
grupy H?(G, A) - jej elementy sa we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci
z klasami izomorfizmu rozszerzea G', 0 — A — G’ — G — 0 przy zadanej
strukturze A jako G-modulu.

PrzedstawilisSmy powyzej czysto algebraiczna definicje homologii i kohomologii
grupy. Nie jest jednak wcale jasne, czy definicja ta jest poprawna — potrzebny
jest bowiem algebraiczny odpowiednik twierdzenia Hurewicza, czyli niezalesnoéé
homologii od wyboru rezolwenty. Zrozumienie tej niezaleznosci doprowadzilto
Samuela Eilenberga i Henri Cartana do stworzenia ogdlnej teorii funktoréw
pochodnych, ktéra przedstawili w monografii Homological Algebra. Teoria ta
unifikowala dotychczasowe przyklady homologii i kohomologii w algebrze. Byla
tez na tyle ogélna, ze stala si¢ podstawg dalszego rozwoju i zastosowan algebry
homologicznej. Do dzi ksiazka ta jest ,biblia” przedmiotu - zresztg termin
»algebra homologiczna” zostal w niej uzyty po raz pierwszy. '

Funktory pochodne

Niech R bedzie piericieniem z 1. Bedziemy rozpatrﬁ& lewe R-moduly i ich
homomorfizmy. Zalézmy, ze mamy dokladny ciag R-moduléw:

0—M —M-— M —0.
Woéwczas dla kazdego R-modulu P dokladny jest ciag grup abelowych:
0 — Hompg(P, M') — Homg(P, M) — Hompg(P, M").

Nie zawsze natomiast zachowywana jest jest dokladnoéé na ostatnim miejscu, to
znaczy nie zawsze Homp(P, M) — Hompg (P, M") jest epimorfizmem.

Definicja 17. R-modul P nazywa sie projektywny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciagu dokladnego moduléw M — M" — 0, dokladny jest ciag
Hompg (P, M) — Hompg(P, M") — 0.

Przyktad 18. Kazdy modul wolny jest projektywny.

Dowéd. Niech {a;};cr bedzie zbiorem wolnych generatoréw modutu
wolnego P. Niech f: M — M" bedzie epimorfizmem, za$ g: P — M"
dowolnym homomorfizmem moduléw. Definiujemy h: P — M okreslajac

go na generatorach, h(a;) = m;, gdzie m; € f~!(g(a;)). Poniewaz w zbiorze
generatoréw {a;}icr nie ma zadnych relacji, wigc homomorfizm h jest dobrze
zdefiniowany. a

Kompleksy laicuchowe R-moduléw projektywnych maja nastepujaca waina
wlasnoéé, ktéra zreszta ma swéj topologiczny odpowiednik w postaci twierdzenia
Whiteheada.

Twierdzenie 19. Przeksztalcenie taricuchowe ograniczonych z dotu komplekséw
taricuchowych modutow projektywnych, ktdre indukuje izomorfizm grup homologii,
Jjest taricuchowq homotopijng réwnowaznosécig.
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Woprowadzamy definicj¢ motywowana rozwazaniami na temat homologii grupy
dyskretnej.

Definicja 20. Rezolwenta prbjektywnq R-modulu M nazywamy ciag dokladny:

On- 8
o Py s Py 2 L S P M — 0,

taki, ze dla kazdego i > 0, P; jest R-modulem projektywnym.

Uzasadnienie wprowadzenia takiej definicji jest nastepujace: zamiast modutu M
bedziemy rozpatrywaé ciag dokladny moduléw projektywnych, ktdry jest jego
rezolwenta, uwazajac ze to on go opisuje. Rozwazmy przyklad, w ktérym ten
punkt widzenia, jak si¢ okaze kluczowy dla algebry homologicznej, jest zupelnie
naturalny. Przykiad ten byl rozpatrywany przez Hilberta:

Przyklad 21. Elementarnym faktem jest, ze zbidr rozwigzan ukladu réwnan
liniowych 37~ a5z =0, i =0,...,m, aij € K, gdzie K jest ciatem, jest
podprzestrzenia liniowa K™ i jako taka ma baze. Hilbert rozpatrywat
analogiczny uklad réwnat, ale o wspélczynnikach w pierscieniu wielomianéw, to
jest a;; € K[ty,...,t,]. Wowczas kazde rozwigzanie jest wprawdzie kombinacja
skoriczonej liczby rozwiazan, ale bazy rozwigzan na ogét nie ma. W jezyku
moduléw oznacza to, ze modul M rozwiazan ukladu jest skoficzenie generowany,
ale nie jest wolny. Hilbert rozpatrywal wiec nastepujacy dokladny ciag moduléw
nad K{tl,. e ,tr}:

..—>P1~—>PQ—PM-—>0,

gdzie Py jest modulem wolnym generowanym przez rozwigzania, P jest
modulem wolnym generujacym relacje miedzy rozwiazaniami, ktéry Hilbert
nazywal modutem pierwszych syzygii itd. Hilbert udowodnil, ze w ten sposéb
konstruowany ciag moduléw zawsze bedzie skoficzony i bedzie mial co najwyzej
7 + 1 niezerowych elementéw. Zatem w naszym jezyku mozna powiedziec, ze
zamiast modulu rozwiagzati M rozpatrywal jego wolna rezolwentg, a twierdzenie
Hilberta méwi, ze kazda taka rezolwenta jest skoficzona i ma co najwyzej r + 1
niezerowych elementéw. O

Gdy zastapimy modut M jego prdjektywnq rezolwentg, naturalne stanie sie
pytanie, jaki jest zwiazek migdzy dwoma projektywnymi rezolwentami tego
samego modulu.

Twierdzenie 22. Jezeli (P,,8,) i (Q.,d.) sq projektywnymi rezolwentami
modutu M, to istnieje przeksztatcenie taricuchowe (P.,8.) — (Q.,0.) bedgee
taricuchowg homotopijng réunowaznoscig.

Dowéd. Rozpatrzmy diagram:

L, B 2 M —0
||

1 1 fo‘[

B Q0 B Q@ S M — 0
Poniewaz Qq jest modulem projektywnym, to istnieje homomorfizm
fo: Qo — Py, taki ze eofo = €g. Dalej korzystajac z projektywnosci @1
konstruujemy homomorfizm Q; — P i tak dalej. Dostajemy w rezultacie
przeksztalcenie taficuchowe (f.): (P.,8s) — (Q.,d.) komplekséw laricuchowych,
w ktérych przyjmujemy, ze 8o = 0. Zauwasmy, ze przeksztalcenie to indukuje
izomorfizm grup homologii, gdyz Ho((Ps,8.)) = Ho((Q.,8.)) = M, adlai#0,
H;((P.,8.)) = Hi((Q.,8.)) =0. Z twierdzenia 19 wynika wigc, Ze skonstruowane
przeksztalcenie laicuchowe jest tancuchowa homotopijng réwnowaznoscia. O

Podobnie jak wyzej, wykazujemy, ze homomorfizmy moduléw mozna zastapic
homomorfizmem laficuchowym ich rezolwent projektywnych.

Twierdzenie 23. Jezeli f: M — M’ jest homomorfizmem modutdw, (P, d.)
i (Q.,8.) zaé sq projektywnymi rezolwentami M i M’ odpowiednio, to istnieje
przeksztatcenie taricuchowe (f.): (Py,8x) — (Q.,0.), dla ktdrego diagram
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B, @ Q =~ M —0

f:J' fo‘l fl
By gy Sy Q —= M

jest przemienny i, co wigcej, przeksztatcenie (f.) jest jednoznacznie zdefiniowane
z doktadnodcig do homotopii taricuchowej.

&

—_— 0

Powyisze fakty tlumacza takze, dlaczego w naszych rozwazaniach nie
ograniczamy si¢ do wolnych rezolwent, a rozpatrujemy rezolwenty projektywne
- po prostu wszystkie wlasnoéci potrzebne do tego, by dowolny modul zastapié
jego rezolwentg s3 spelnione przez klase modutéw szerszg niz moduly wolne.

Wprowadzimy teraz waine pojecie funktora. Zalézmy, ze dane jest
przyporzadkowanie F, ktére kazdemu modulowi M przypisuje grupe

abelowa F(M) oraz kazdemu homomorfizmowi modultéw f: M — N*
homomorfizm grup abelowych F(f): F(M) — F(N), w taki sposéb, ze
F(idy) = idp(ar) oraz F(f o g) = F(f) o F(g). Przyporzadkowanie takie
nazywamy funktorem. Bedziemy dodatkowo zakladaé addytywnoéé F, co
oznacza, ze dla dowolnych dwéch homomorfizméw moduléw f,g: M — N
zachodzi F(f + g) = F(f) + F(g). Rozpatrywaliémy juz dwa przyklady
funktoréw addytywnych — funktor mnozenia tensorowego przez ustalony modut
i funktor homomorfizméw w ustalony modut. -

Niech F bedzie funktorem addytywnym, M za$ dowolnym modulem. Zgodnie
z naszg filozofia rozpatrzmy dowolng rezolwente projektywna (P., 8,) modutu M
i zastosujmy do niej funktor F'. Dostajemy kompleks lancuchowy:

23 pp) £ pey) £ Py —0.

Jezeli funktor F' przeprowadzal ciagi dokladne na dokladne, to homologie
kompleksu laficuchowego

... 2% pp) 2O PRy — 0
s3 réwne F(M) w wymiarze 0 i zerowe w wyzszych wymiarach. Wiele
waznych funktoréw nie jest dokladnych (na przykiad wymienione wyzej
funktor homomorfizméw i funktor mnozenia tensorowego). Wéwczas grupy
homologii kompleksu tanicuchowego (F(P,), F(8,)) zerowe nie s3. Zauwazmy,
ze addytywnos$¢ funktora F' gwarantuje nam, ze obrazem przy F kompleksow
laricuchowo homotopijnie réwnowaznych s kompleksy tarficuchowo homotopijnie
réwnowazne, a zatem grupy homologii (F(P,), F(8;)) nie zaleza od wyboru
rezolwenty projektywnej (P,,d.), a jedynie od modutu M i funktora F.

Definicja 24. Lewym n-tym funktorem pochodnym funktora F nazywamy
funktor:

L, F(M) = H,((F(P.), F(.))),
gdzie (Py,8.) jest dowolng projektywna rezolwenta M.

Zwiazek funktoréw pochodnych z wyjéciowym funktorem wyjaénia nastepujace
stwierdzenie.

Stwierdzenie 25. Jezeli funktor F jest prawodokladny, to znaczy kazdy
dokladny cigg modutéw M’ — M — M"” — 0 przeprowadza na ciag
doktadny F(M') — F(M) — F(M") — 0, to

LoF(M) = Ho((F(P.), F(8.))) = F(M).
Dowéd. Jezeli (P,,d.) jest rezolwenta projektywna, to ciag P, — Py —
— M — 0 jest dokladny. Poniewaz funktor F jest prawodokladny, to
cigg grup abelowych F(P,) — F(Py) — F(M) — 0 jest doktadny, czyli
F(M) = F(Py)/im F(P,) = Ho((F(P.), F(8.)))- O

W &wietle powyzszego stwierdzenia na ciagg funktoréw pochodnych funktora
prawodokladnego mozemy patrzeé jak na jego rozwiniecie.
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Przykladem prawodokla,dréego funktora jest F(M) = N Qg M. Jego funktory

pochodne oznacza sie Tor;, (N, M) i nazywa n-tym produktem torsyjnym.
Jezeli G jest grupa dyskretna, B za§ prawym Z(G)-modulem, to w terminologii
funktoréw pochodnych '
H,(G, B) = Tor>(®)(B, Z).
Jasne jest wiec, ze w definicji homologii grupy mozna braé rezolwenty
projektywne, a nie tylko wolne, trywialnego Z(G)-modutu Z oraz, ze definicja
nie zalezy od wyboru rezolwenty, czyli otrzymali$my szukany algebraiczny
odpowiednik twierdzenia Hurewicza.

Gdy rozpatrywany funktor nie jest prawodokladny, lecz lewodokladny tj.
kazdy cigg dokladny modutéw 0 — M’ — M — M" przeprowadza na

ciag dokladny grup abelowych 0 — F(M') — F(M) — F(M"), to chcac
uzyskaé ciag funktoréw pochodnych rozwijajacy F, nalezy wszystko, co zostalo
powiedziane dla funktoréw prawodokladnych, ,,0dbi¢ w lustrze” odwracajac
kierunki strzalek. Pojecie modulu projektywnego nalezy wigc zastapi¢ dualnym
pojeciem modutu injektywnego.

Definicja 26. R-modut I nazywa si¢ injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ciagu dokladnego modutéw 0 — M’ — M, dokladny jest ciag grup -
abelowych Homg(M,I) — Hompg(M',I) — 0.

Zamiast kompleksu laficuchowego bedacego rezolwenta projektywng nalezy
rozpatrywaé kompleks kolaricuchowy stanowiacy rezolwente injektywna.
Wiasnoéci przystugujace rezolwentom projektywnym, ktére pozwolity na
zdefiniowanie funktoréw pochodnych (Twierdzenia 19, 22, 23), sa prawdziwe dla
rezolwent injektywnych i ich dowody sa ,lustrzanym odbiciem” poprzednich.
Analogicznie jak poprzednio definiujemy funktory pochodne, jako odpowiednie
grupy kohomologii:

Definicja 27. Prawym n-tym funktorem pochodnym funktora F' nazywamy
funktor:

R"F(M) = H"((F(L), F(8.))),
gdzie (I,,d,) jest dowolna injektywna rezolwenta M.
Analogicznie jak poprzednio dowodzimy

Stwierdzenie 28. Jezeli funktor F jest lewodoktadny, to

R°F(M) = H°((F(L.), F(8.))) = F(M).
Waznym funktorem lewodoktadnym jest F(M) = Hompg(N, M). Jego
funktory pochodne oznaczamy przez Extz(N, M). Dowodzi sig, ze dla grupy
dyskretnej G,
S to funktory pochodne funktora punktéw stalych F(A4) = AS.

Wspomniane tu jedynie homologie'i kohomologie Hochschilda algebr tacznych
oraz kohomologie algebr Liego takze podpadaja pod ten schemat.

Punkt widzenia Cartana i Eilenberga okazal si¢ niezwykle plodny. Nie tylko
podawal jednolita konstrukcje znanych wéwczas w algebrze teorii homologii

i kohomologii, ale tez dostarczal metody na konstruowanie nowych i znakomicie
nadawal sie do uogélnieni. Jezeli popatrzymy na wystepujace definicje widzimy,
e mozna je odnieé¢ niekoniecznie do modultéw nad ustalonym pierscieniem.
Musimy tylko méc méwié o jadrach i obrazach rozpatrywanych przeksztalcen,
méc w zbiorze przeksztalcen miedzy dwoma obiektami wprowadzi¢ operacje
dodawania, tak by otrzymaé grupe abelows. Te zalozenia sa wystarczajace, by
méwié o projektywnych i injektywnych rezolwentach funktoréw addytywnych
o wartoSciach w grupach abelowych, a wiec takze o ich prawych ewentualnie
lewych funktorach pochodnych. Taki punkt widzenia przyjal Aleksander
Grothendieck piszac Sur quelques points d’algebre homologique, Tohoku Math.
J. 1947 oraz Fondaments de la géometrie algébrigue, sem. Bourbaki, 1962.
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Pracami tymi zrewolucjonizowal geometrie algebraiczna. Grothendieck
rozpatrywal przestrzenie topologiczne wraz ze snopem grup abelowych
okre$lonym na nich. Snop mozna sobie wyobrazaé, jako przypisanie kazdemu
punktowi przestrzeni pewnej grupy abelowej i to w ciagly sposéb zaleznej od
punktu. Scista definicja jest nastepujaca:

Definicja 29 (J. Leray). Niech X bedzie przestrzenia topologiczng. Snopem
F grup abelowych na X nazywamy przyporzadkowanie kazdemu otwartemu
podzbiorowi U przestrzeni X grupy abelowej F(U), tak ze:

(1) kasdej parze V C U odpowiada homomorfizm iyy: F(V) — F (0),

( ) ’I.UU = .ld

(3) iwviow = iuv,

(4) dla kazdego pokrycia otwa.rtego U= Uge 7 Uj i dowolnej zgodnej rodziny
s; € F(U;), tj. takiej ze iy,u,nv, (8:) = tv,u; nuj(sj) dla dowolnych i,j € I,
istnieje dokladnie jeden element s € F(U ) ta.kl ze iyy, (s) = s; dla kazdego
jel

Morfizmem snopéw F — G na przestrzeni X nazywamy rodzine

homomorfizméw fr;: F(U) — G(U), dla ktérej iyv fu = fvivv.

Przekrojem snopa F nazywamy element F(X).

Snopy nad ustalong przestrzenia X i ich morfizmy spelniaja wymienione

wyzej warunki. Funktor przypisujacy snopowi F grupe jego przekrojéw

jest lewodokladny. Tak wiec mozemy moéwié o funktorach pochodnych tego
funktora. Nazywamy je grupami kohomologii X o wspélczynnikach w snopie F
i oznaczamy H™(X, F).

" Przyklad 30. Niech M bedzie gladks rozmaitoscia. Rozpatrzmy na niej snop

staly R, to jest F(U) = R dla kazdego otwartego U oraz iyy = id. Jezeli ™
bedzie snopem kietkéw form rézniczkowych stopnia n na M, a d: F* — Fn+1
morfizmem snopdw wyznaczonym przez rézniczke zewnetrzna, to mozna
sprawdzié, ze R — F° — F! — ... jest injektywna rezolwenta snopa
stalego R. Przekroje snopa F" to formy rézniczkowe stopnia n na M, tak wiec
kohomologie rozmaitoéci M o wspétczynnikach w snopie stalym R to nic innego
jak wspominane wczeéniej kohomologie de Rhama rozmaitosci. O

Teoria Grothendiecka pozwolila okresli¢ na danej rozmaitosci algebraicznej z
zadana topologia rézne snopy, kazdej takiej parze przypisujac odpowiednie grupy
kohomologii. Uzyskane tg droga niezmienniki pozwolily na udowodnienie wielu
starych hipotez i otworzyly przed geometria algebraiczng nowe kierunki rozwoju.

Na zakorniczenie tego artykulu nalezy wspomnieé o sytuacji a.léebry
homologicznej pod koniec XX wieku. Tak jak wspomnialam we wstepie, na stale
weszla ona jako narzedzie badan niemal do wszystkich dzialéw matematyki.
Sama algebra homologiczna takze rozwija sie. Chodzi o to, by rozszerzy¢
pojecie funktora pochodnego na takie sytuacje, w ktérych nie mozemy méwié

o jadrze homomorfizmu i ciggach dokladnych i te pojecia trzeba zastapié¢ czyms
ogoblniejszym. Teoria taka zostala stworzona przez D. Quillena i nazywa sie
zamknigta kategoria modeli. O jednym z jej waznych zastosowan w geometrii
algebraicznej méwil na ostatnim kongresie w Berlinie V. Voevodski. Wszystko
wiec wskazuje na to, ze znaczenie algebry homologicznej w matematyce XXI
wieku nie bedzie mniejsze od roli, jaka odegrala ona w wieku przemijajacym.
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