Czym jest slowo, badacz musi
zdecydowaé. Jedni za rézne uwazajg
slowa, rézne znaczeniowo (kofo (figura
matematyczna) i kolo (gospodyri
wiejskich)), ale utozsamiaja stowa

w réznych formach gramatycznych (idzie,
utoisamiajg z poszedl); inni uwzgledniaja
tylko rzeczowniki i czasowniki w ich
podstawowych formach slownikowych

(a wiec nie uwzgledniaja takich jednostek,
jak lub, wiec, bialy) itp.

Osiem i pot + ¢

(czyli dodatek z ostatniej chwili do artykulu
»Osiem i pé” (MSN nr 21))

Andrzej DABROWSKI, Wroctaw

Na dwa tygodnie przed zamknieciem tego numeru MSN przypadkowo wpadl mi
do reki artykut Shraggi Irmaya, z 1997 roku, opublikowany w niedostepnym,
przynajmniej we Wroclawiu, czasopi$mie Journal of Applied Statistics (3.
Moja uwage zwrdcil tytul ,, Zwiagzek pomiedzy prawem Zipfa i rozkladem
pierwszej cyfry”. Z obu zagadnieniami, wymienionymi w tytule pracy

Irmaya spotkalem si¢ w réznych okresach mojej dzialalnoéci. O prawie Zipfa
wspominalem w swojej ksigzeczce o teorii informacji, wydanej 24 lata temu [2],
za$ o rozkladzie pierwszej cyfry pisalem calkiem niedawno [1].

Rozpoczne od przedstawienia bojgé, wystepujacych w pracy Irmaya w tak
rozumianym porzadku chronologicznym. ;

Prawo Zipfa i okolice

Profesor Uniwersytetu Harvarda G.K. Zipf w latach 30. badal czestosé
pojawiania si¢ réznych sléw w tekstach. Zwrdcil uwage na zadziwiajaca, jego
zdaniem, wlasciwosé jezykdw:

jezeli uporzqdkujemy stowa w miare zmniejszania si¢ ich czestoéci pojawiania sie
w tekscie, to czgstosé stowa o numerze n bedzie w przyblizeniu réuma f, = c/n,
gdzie stala ¢ zwiazana jest z liczba réznych stéw danego jezyka.

Zipf staral si¢ objasni¢ mechanizm uzywania sléw i swoje prawo wydedukowat z
nazwanej przez siebie zasady najmniejszego wysitku [5]. Wzér empiryczny Zipfa
byl jednak w wielu przypadkach bardzo niedokladny. Benoit Mandelbrot, 30

lat pézniej, w latach 60., bazujac na teorii informacji sformulowal prawo Zipfa
w nieco innej postaci:

czgstos¢ stowa o numerze n bedzie w przyblizeniu réwna f, = c/nb,
gdzie b (b > 1) charakteryzuje bogactwo uzytego stownictwa.

W tekstach, w ktérych b jest znaczaco wigksze od 1 uzywa si¢ niewielkiego
zasobu sléw, czestosé pojawiania sie stéw spoza tego wydzielonego repertuaru
jest bardzo mala. Pézniej Mandelbrot dolozyl w swoim wzorze jeszcze jeden
‘parametr, uzyskujac zadowalajaca elastycznodé wzoru:

fa=c/(n+a).

. Dla réznych jezykéw dopasowywano wzér Mandelbrota i uzyskiwano ciekawe,

ilodciowe opisy bogactwa stéw: w potocznym jezyku angielskim parametr b jest
réwny 1,1, w norweskim jest bardzo bliski 1, a w chiriskim daleki od tej wartosci.
Jezyk Jamesa Joyce’a w jego Ulissesie jest niezwykle bogaty (b praktycznie
réwne 1). Parametr b dla jezyka rozwijajacego si¢ dziecka maleje od wartosci 1,6
do 1,15.

Wzér Mandelbrota mozna uzasadnié, przyjmujac zalozenie, ze dlugoéé'
wypowiadania (zapisu) danego slowa jest taka, aby najlatwiej mozna bylo

je odnale?é wéréd wszystkich tekstéw jezyka. System identyfikacji polega na
dzieleniu zbioru tekstéw na d czesci na kazdym etapie identyfikacji. Optymalny
system identyfikacji to taki, w ktérym oczekiwana (érednia) liczba etapéw
systemu identyfikacji jest najmniejsza. Twierdzenie 1.2 z [2] pokazuje, ze taki
optymalny system identyfikacji istnieje, gdy prawdopodobiefistwa pojawienia
si¢ stlowa o numerze n wynosi p, = d~%, gdzie ¢, jest dtugoscia wypowiadania
n-tego slowa, a u jest stala normujaca. Z kolei, z badari eksperymentalnych
wynika, Zze pomigdzy numerem slowa na liscie stéw uporzadkowanych od
najczesciej do najrzadziej wystepujacych a dlugoscia jego wypowiadania
zachodzi relacja logarytmiczna. Gdy przyjmiemy, e t, = v; + vy loggn, to
otrzymamy wzér Mandelbrota p,, = c/n®.
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Cyfra ,p” w systemie liczenia o podstawie
wiekszej niz 10 jest réwna liczbie p.

Mozemy w ten sposéb obliczyé, na
przyklad, prawdopodobienstwo, Ze
poczatkowymi cyframi pewnej liczby jest
314. Wystarczy bowiem wzia¢ N = 1000

i p = 314. Prawdopodobiefistwo to wynosi
(dla ¢ = 0)

LY 12
logn (T) = log, 000 (314

== 0,00046.

Stala 1/ lug(N) jest przyblizong wartoécig
prawdopodobiefistwa, ze wybierajac
losowo liczbe ze zbioru {1,2,..., N}
otrzymamy liczbe pierwsza.

Powrét do prawa Benforda

W artykutach [4] i [1] zajmowalidmy si¢ pokazaniem, jak mozna poprawnie
zdefiniowaé odpowied na pytanie o prawdopodobieristwo, ze liczba zaczyna
sie cyfra p. Przyjeliémy model liczb rzeczywistych jednorodny wzgledem skali,
oznaczajacy z grubsza, ze prawdopodobienstwo zauwazenia liczby o razy
wieksze]j od tej, przy ktérej stoimy zalezy tylko od . Otrzymane wzory mozna
bez trudu uogélni¢ na dowolna podstawe liczenia.

Prawdopodobienstwo, ze ‘liczba zacznie sie cyfrg ,,p” w systemie liczenia
o podstawie N wynosi
: p"'q - (p + 1)—q
P(Dpl[1,0)) = —F—"N=¢
Uogdlnienie prawa Benforda dla takiego systemu liczenia, czyli granica
pOWYZSZego WzOru przy q zmierzajacym do 0, przybierze postac

P(D o, 00) = logw (222).

Gdy ¢ > 0, to rozwijajac P(Dp|[1,00)) w szereg Taylora, otrzymanmy, dla doéé
duzego a (chodzi o to, by 1/(p + a) bylo niedaleko od zera), biorac wyrazy do
pierwszego rzedu, wzér przyblizony
~ g !
P(Dpl[l,OO)) ~ 1—N-9 (p+a)q+1'
Pamietajac o tym, ze E;,v:l P(D,|[1,00)) = 1, wprowadzimy wspéiczynnik c,
taki ze

C

P(Dyll1,00)) ® Ty

i taki, by
: N
3 — s
;=
— (p + a)Q+
Podobnie mozna postapié¢ dla ¢ = 0 (prawo Benforda), otrzymujac przyblizenie
1/log(N)
P =
(Dl 00)) = 20
(mozna ten wzér otrzymaé réwniez przechodzac z ¢ do 0 we wzorze
przyblizonym).

Prawo Benforda a prawo Zipfa

Irmay w artykule [3] zauwazyl podobiefistwo migdzy prawem Benforda:

P(Dy1, o)) = l%ﬂ a prawem Zipfa: f, = c/n.

Zaproponowal on ponumerowanie stéw liczbami zapisanymi w systemie

o podstawie liczenia N, gdzie N jest liczba réznych stéw w jezyku. Stowo

o numerze 1 (najczesciej uzywane) ma zapis, zaczynajacy sig cyfrg ,17, za$
adresy w tekécie, gdzie to stowo wystepuje, kodowane s3 w dowolny sposéb
tworzac kolejne cyfry zapisu, slowo o numerze 2 ma zapis, zaczynajacy si¢
cyfra ,,2”, itd. Wtedy prawdopodobiefistwo wystgpowania stowa o numerze p
jest réwne prawdopodobieistwu wylosowania liczby, zaczynajacej sie cyfra p
w systemie o podstawie liczenia N

Podobnie mozna zauwazyé podobieristwo miedzy wzorem na
prawdopodobiefistwo wystepowania pierwszej cyfry i prawem Mandelbrota dla
przypadku ¢ > 0. Zaréwno we wzorze Zipfa jak i Mandelbrota parametr b jest
réwny q + 1. Interpretacja wspdiczynnika g jest wiec taka, jak parametru b.
Oznacza to, ze wspélczynnik ¢ moze by¢ interpretowany jako mierzacy
bogactwo stownictwa, a jednoczesnie oceniajacy zasigg naszej listy stéw.
Prawdopodobiefistwo, ze spotkamy slowo o numerze o razy dalszym jest aP
razy mniejsze od prawdopodobieristwa naszego stowa [1]. Prawo Zipfa odpowiada
przypadkowi ¢ = 0, a wiec przypadkowi pelnej jednorodnoéei wyboru stéw, czyli
réwnemu dostepowi do stéw calego stownika. Przypadek ten oznacza, ze tekst

o wspélczynniku ¢ = 0 ma najbogatsze mozliwe stownictwo.
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Korzystajac z informacji o statystyce stéw w niektérych jezykach (3] sprébujmy
opisaé je parametrami, o ktérych byla mowa w artykule.

Jezyk |Wielkosé |Liczba Procent pierwszych n stéw

préby réznych stéw [n = 10|n =50|n = 100|{n = 1000 |n = 2000
angielski|5 088 721 |86 741 (1,7%)| 25 50 59 82 95,4
arabski [136 089 |5 981 (4,4%) | 17,4 29 35,1 75,4 88,6

Bogactwo réznych sléw jest

zdumiewajace: popularny slownik W tabeli wielkoéé préby oznacza laczng liczbe stéw w tekstach podlegajacych
jezyka angielskiego zawiera 80 000 o : . Loy & ¥ 3 Ae %

sléw, Le Petit Larousse ma ich ponad analizie, liczba réznych stéw jest uzupelnfona. mformaac,]a}, jaka czesc .sléw w tgrch
50 000. Praypusacsa sie, 4e w jezyku tekstach stanowia rézne stowa. Procent pierwszych n sléw oznacza, jaka czesé
angielskim wystepuje ponad 1 000 000 zestawu réznych stéw stanowi n najczesciej uzywanych.

sléw. Z danych, ktére odnalazlem
w sieci Internet, w bazie danych TREC W ponizszej tabeli s3 parametry prawa Mandelbrota, oszacowane tak, by

o objetoici 1 gigabajta wystepuje ponad - 1t wiecei i i, zawierajacej rzeczywiste dane. Dla kontrastu
120 milionéw sléw, w tym pél miliona o e odpomada.ly tabeh’ zawierajace) Y ; ?

réinych (0,4 %). umieécilem oszacowanie, wynikajace z prawa Zipfa i wzoru Benforda.
Przyblizony procent pierwszych n stéw
ze wzoru Mandelbrota
Jezyk ¢ algq (prawo Zipfa; prawo Benforda)
n=10 | n=50 | n=100 | n = 1000 | n = 2000
angielski | 0,25 | 5 | 0,1 21 43 54 . 86 94
(26;21) | (40;35) | (46;41) | (66;61) (72;67)
arabski | 0,18 [ 5 | 0,06 16 35 44 73 81
(34;28) | (52;45) | (60;53) | (86;79) (94;87)

Dla jezyka angielskiego, prawdopodobienstwo wedtug prawa Benforda jest
dalekie od rzeczywistych wartosci, bo g jest istotnie rézne od 0. Jak mozna
zauwazy¢, bogactwo jezyka arabskiego w analizowanych tekstach jest znacznie
wieksze, niz bogactwo jezyka angielskiego.
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