Jest to skrét drugiej czeéci
odczytu z XXI Szkoly Matematyki
Pogladowej, Zdarzylo sie w XX wieku.

Red.

Jest takie zadanie...
Krzysztof CIESIELSKI, Krakéw

Zadanie, o ktérym bedzie mowa, brzmi:

Prostokat P dzielimy na skoriczenie wiele mniejszych prostokatéw P, ..., P,
o wngtrzach parami rozlacznych, tak, ze boki prostokatéw podziatu sa
réwnolegle do bokéw prostokata P. Wykazaé, ze jesli kazdy z prostokatéw
Py,..., P, ma bok o dlugosci catkowitej, to réwniez prostokat P ma bok

o dlugosci caltkowitej.
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Zadanie jest z rodzaju takich, ktére ,tygrysy lubia najbardziej”. Ma bardzo
proste i elementarne sformulowanie, zrozumiale nawet dla uczniéw szkél
podstawowych, a rozwigzaé je wcale nie jest.tak latwo. ..

Skad wiadomo, ze zadanie nie jest proste? Tu si¢ pojawia klopot, ,klasyczny”
przy pisaniu o takich problemach. Dopiero po samodzielnej prébie zmierzenia

si¢ z zadaniem mozna w pelni docenié jego smak. Gdy od razu poznajemy
rozwigzanie, nie raz i nie dwa mamy ochote krzyknaé , Alez to $miesznie proste!”
— tak, jak doktor Watson, gdy Sherlock Holmes objaénial mu droge swojego
rozumowania. W zasadzie najlepiej byloby redagowaé teksty o interesujgcych
zadaniach w postaci powiesci w odcinkach; w pierwszym odcinku zadanie,

w drugim, po przerwie, rozwiazanie. A czasami mosna sie spodziewaé odcinkéw
kolejnych. .. Tak bedzie i w naszym przypadku, tyle, ze — niestety — nie bedzie
odstepéw w czasie; Czytelnik moze je sobie zrobié we wlasnym zakresie.

PrzejdZmy zatem do czeéci drugiej — rozwigzania. Oto ono. Krétkie, ale czy
proste?

Rozwazmy na plaszczyznie z wprowadzonym ukiadem wspéirzednych prostokat

Q o bokach réwnoleglych do osi uktadu; niech Q = [a,b] x [c, d]. Policzmy

catke podwdjna po Q z funkeji f(z,y) = e2milz+y), Wykorzystujac twierdzenie

Fubiniego i podstawowe reguly catkowania mamy:
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Rys. 4

Zauwazmy teraz, ze badana calka réwna sie zero wtedy i tylko wtedy, gdy
ktéry$ z czynnikéw otrzymanego iloczynu réwna si¢ zero, a wigc wtedy i tylko
wtedy, gdy e2™i¢ = e?™¢ lub ¢2™b = ¢2mi¢ cayli (na mocy znanego faktu, ze
funkeja t — e't jest okresowa o okresie zasadniczym 2m) wtedy i tylko wtedy,
gdyd—c€Zlubb—a€Z To z kolei réwnowazne jest temu, ze ktéry$ z bokéw
prostokata Q ma diugodé catkowita.

Teraz juz jestemy o krok od rozwigzania. Skoro kazdy z prostokatéw P; ma bok
o dlugosci catkowitej, to (na mocy powyisze] wiasnoci) [ [ e?"i(=+¥)dzdy = 0.
P;

Skorzystajmy z a.ddytywndéci catki:

n
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P " P it
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Wykorzystajac ponownie wykazang wyzej wlasnoéé wnioskujemy, ze prostokat P
ma bok o dlugoéci catkowitej. Koniec dowodu.

Sadze, ze bardzo wiele 0s6b zgodzi si¢ ze mna, ze powyzsze rozwigzanie nie
jest pozbawione swoistego uroku. Jednak chyba kazdemu nasunie si¢ jakze
naturalne pytanie: a czy tego nie da si¢ zrobié proéciej? Dowdd, cho¢ byt
krétki, wykorzystywal jednak wcale zaawansowane rezultaty matematyczne;
podnosiliémy liczby do potegi zespolonej, catkowaliémy funkcje zespolone,
wykorzystana byla addytywnoé¢ calki, twierdzenie Fubiniego, zwiazek calki
oznaczonej z nieoznaczong. ..

Na tym przykladzie widaé, ze nie zawsze podanie tematu zadania wraz
2 rozwiazaniem musi oznaczaé koniec zabawy.

Wiem o trzech (co nie oznacza, ze nie bylo ich wiecej) powaznych, ,twardych”
matematycznych konferencjach (w réznych krajach), podczas ktérych pokazano
uczestnikom to zadanie — od razu z powyzszym rozwiazaniem. Na wszystkich
tych konferencjach zadanie wywolalo gorace dyskusje; na zadnej nikomu nie
udalo sie podczas konferencji znalei¢ innego dowodu. . .

To, ze nikomu si¢ tam nie udalo, nie oznacza, ze nie mozna poradzié sobie

z problemem bardziej elementarnie. Jak? Przechodzimy do czeéci trzeciej.
Ponownie wprowad#my na plaszczyznie uktad wspéirzednych. Na plaszczyznie
poprowadzmy proste réwnolegle do osi ukladu, odlegle od siebie o 1. Powstanie
sie¢ kwadratéw o bokach % Pokolorujmy co drugi z tych kwadratéw na czarno;
otrzymamy ,nieskoriczong szachownice” (rysunek). Zalézmy, ze kwadrat

[0, 1] x [0, }] jest pomalowany na czarno.

Rozwazmy dowolny prostokat o bokach réwnoleglych do osi zawarty

w pomalowane]j plaszczyZnie. Pokazemy, ze jedli jeden z jego bokéw ma dlugosé
caltkowita, to przykryty przez ten prostokat obszar pomalowany na czarno ma
takie samo pole, jak przykryty przez prostokat obszar nie pomalowany.

Bez straty ogélnoéci mozemy przyjaé, ze liczba catkowita jest wysokoscé
prostokata (czyli dlugoéé boku pionowego). Wystarczy wykazaé réwnosé ,,pola
czarnego” i ,pola bialego” w przypadku prostokata o wysokoéci 1 (odpowiednie
pola mozna pééniej dodaé). Prostokat o wysokoéci 1 podzielony jest prostymi
pionowymi na pewng liczbe prostokatéw o wysokosci 1; podstawy ich wszystkich
oprécz co najwyzej dwéch maja dhugosci % Oczywiscie, kazdy z tych malych
prostokatéw pokrywa czarny obszar o polu § i bialy obszar o polu £, gdzie

p to dhugoéé podstawy odpowiedniego malego prostokata; to koniczy dowéd
interesujacej nas wlasnosci.

Teraz mozemy rozwigzaé zadanie.

Polézmy na plaszczyznie prostokat P tak, by jego toki byly réwnolegle do osi
i by lewy dolny wierzcholek pokrywal si¢ z poczatkiem ukladu. Zalézmy, ze
podstawa prostokata to a, wysoko§¢ za$ b. '

30




Rys. 6

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze a € Z i b € Z. Na mocy zalozenia

i obserwacji uczynionej powyzej kazdy z prostokatéw P; przykrywa obszary
wbialy” i ,czarny” o takim samym polu. Stad wynika, ze takze prostokat

P przykrywa taki sam obszar bialy, jak i czarny. Odcinajac od P kolejno
prostokaty: [a — 1,a] x [0,b]; [@ — 2,a — 1] x [0, b] i tak dalej nie zmieniamy tej
wlasnodci; w kazdym z odcietych prostokatéw ,,pole biale” réwne jest ,,polu
czarnemu”. Czynimy tak, dopéty nie zostanie nam prostokat [0, ¢| x [0, b] gdzie
¢ € (0,1); bedzie tak, gdyz a nie jest liczba catkowita. Teraz odcinamy kolejno
wod gory” prostokaty [0,¢] x [b—1,B]; [0,¢] x [b—2,b— 1]... W efekcie zostanie
prostokat [0,c] x [0,d], przy czym c € (0,1) i d € (0,1); przykryte przez ten
prostokat ,pole biale” réwne jest ,,polu czarnemu”. Latwo jednak zauwazyé, ze
to sie zdarzyé nie moze!

Jeslic< 3 id < 3, to ,pole biale” wynosi 0. Jesli ¢ < 1 i d € (,1) to ewidentnie
pole czarne jest od pola bialego wieksze; gdy ¢ € (-%, 1)id < 1, sytuacja jest
symetryczna. , Pole czarne” jest wigksze od bialego réwniez wtedy, gdy ¢ € (%, 1)

id € (3,1). Uzyskana sprzecznoéé koticzy dowéd.
1
d
0Olc 1 )

Zauwazmy — a to bardzo ciekawe — ze gdy wglebimy si¢ w matematyke ukryta za
tymi dwoma rozwiazaniami, to okaze si¢ ona w zasadzie taka sama! Céz bowiem
zrobilimy za drugim razem? Oznaczmy przez C zbiér pomalowany na czarno,
przez B zbiér pomalowany na bialo, a przez 1x funkcje charakterystyczna
zbioru X (to znaczy taks, ktéra na zbiorze X przyjmuje wartoéé 1, zaé poza nim
wartos¢ 0). Poréwnujac odpowiednie pola, po prostu liczyliémy calke z funkcji
f=1p = 1¢. Z tym, ze w tym drugim przypadku mozna byto przeprowadzié
cale rozumowanie nie odwolujac sie do funkcji zespolonych, calek i twierdzenia
Fubiniego.
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Rys. 5

Okazuje si¢ — i jest to byé moze jeszcze ciekawsze — ze metod rozwiazan

tego zadania jest znacznie wigcej. Ba, rézne dowody wykorzystuja rozmaite,
czasem niestychanie odlegte, dzialy matematyki! Niektére z nich pozwalaja
na uogélnienia, na przyklad na wyzsze wymiary. Przy okazji powstaja kolejne
problemy.

Podawanie tu wszystkich, ktére znam (wiem o szesnastu!) sposobéw tego
rozwigzania mijaloby sie z celem; mozna je znalezé w cytowanej literaturze. Nie
wypada jednak skoniczy¢ na dwéch powyzszych metodach. Ponizej przedstawiony
zostanie (czes¢ czwarta) jeszcze jeden dowdd, wykorzystujacy pewne uogdlnienie
lematu Spernera.

Zacznijmy od sformulowania tego uogélnienia.

Zatdzmy, ze wielokgt na plaszczyinie dzielimy na skoriczong liczbe trdjkqtéw o
parami roztgcznych wnetrzach. Wszystkie wierzchotki tréjkgtow ponumerujmy
liczbami 0, 1 lub 2 tak, by spetniony byt warunek:

(*) na dowolnym boku trdjkgta podziatu .wszystk'ie wierzchotki podziatu, ktdre
2najdujq si¢ na tym boku, s¢ ponumerowane co najwyzej dwoma liczbami.

Wéweczas liczba tréjkatéw podziatu ponumerowanych (0,1,2) jest nieparzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba odcinkéw o koricach ponumerowanych (0,1)
zawartych w brzegu wyjéciowego wielokata i nie zawierajacych wewnatrz
zadnego wierzchotka podzialu jest nieparzysta.

Osoby znajace lemat Spernera latwo zauwaza, ze jest on natychmiastowym
wnioskiem z powyzszego twierdzenia. Istotnie; w lemacie Spernera dzielimy
tréjkat na male tréjkaty, ale podzial ten ma byé symplicjalny — to znaczy, jesli
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dwa tréjkaty podzialu nie sa rozlaczne, to ich cz¢é¢ wspélna jest albo wspélnym
wierzchotkiem, albo wspélnym bokiem obu tréjkatéw. Kazdy zatem bok tréjkata
podziatu zawiera tylko dwa wierzcholki podziatu - jego koiice, wobec tego
wierzchotki znajdujace si¢ na tym boku sg ponumerowane co najwyzej dwoma
liczbami.

Zanim zobaczymy, jak przy pomocy powyzszego twierdzenia rozwigza¢ zadanie
o prostokacie, dwie uwagi.

Podobno pewien wybitny matematyk mawial, ze kazde twierdzenie ma
dowéd i powdd. Powyzsze uogélnienie pokazuje, ze powodem tezy lematu
Spernera w przypadku dwuwymiarowym nie jest specyficzny wymég podziatu
(triangulacja), ale pewne restrykcje przy numerowaniu wierzchotkéw, ktére
przy ‘podziale symplicjalnym s w banalny sposéb spelnione. Uwaga druga.
Twierdzenie to jest (niestety?) tylko dwuwymiarowe; analogiczne uogdlnienie
lematu Spernera juz w przypadku wieloscianu nie bytoby prawdziwe. To jest
jednak temat na oddzielne opowiadanie.

Przejdzmy teraz do rozwiazania zadania. Tak, jak poprzednio, umie$émy
prostokat P na plaszczyznie; niech jego boki beda réwnolegle do osi, a lewy
dolny wierzcholek pokryje si¢ z punktem O = (0,0). Oznaczmy pozostale
wierzcholki prostokata przez A, B i C; niech A nalezy do osi OX, a C nalezy
do osi OY. Przypuéémy, dla dowodu nie wprost, ze odcieta punktu A i rzedna
punktu C nie s3 liczbami calkowitymi.

W kazdym z prostokatéw P; poprowadZzmy przekatna (obojetne, ktéra). W ten
sposéb podzieliliémy prostokat P na tréjkaty. Latwo si¢ domysli¢, ze teraz
bedziemy numerowaé wierzchotki. Jak?

Jesli wierzchotek tréjkata podzialu ma wspélrzedne (z,y), to przypisujemy mu '
liczbe 0, 1, lub 2 wedlug nastepujacej reguly:

0 - jesli x jest liczbg catkowitq,
1 - jesli x nie jest liczbg catkowity, ale y jest liczbg catkowitq,
2 - jedli x nie jest liczbg catkowitg i y nie jest liczbg catkowitq.

Zauwazmy teraz, ze — zgodnie z powyzszg regula:

— punkty O i C maja numer 0, punkt A ma numer 1, punkt B ma numer 2,

— wszystkie wierzchotki podziatu znajdujace si¢ na odcinku OC maja numer 0
(bo odciete réwne sg 0),

- wszystkie wierzchotki podziatu znajdujace sie na odcinku BC maja numer 0
lub 2 (bo ich rzedne réwne sg rzednej B, ktdra nie jest catkowita),

- wszystkie wierzchotki podzialu znajdujace sie na odcinku OA maja numer 0
lub 1 (bo ich rzedne réwne s3 0),

— wszystkie wierzcholki podzialu znajdujace si¢ na odcinku AB maja numer 1
lub 2 (bo ich odcigte réwne sa odcietej A, ktéra nie jest catkowita).

Na brzegu prostokata odcinki ponumerowane (0,1), bez punktéw podziatu
w érodku, znajduja sie wylacznie na odcinku OA. Bardzo latwo wykazaé,
ze ich liczba jest nieparzysta (notabene jest to teza lematu Spernera w
jednowymiarowym przypadku).

Pokazemy teraz, ze wprowadzona numeracja spelnia warunek (*). Rozwazmy
dowolny tréjkat podzialu; jest to tréjkat prostokatny, przeciwprostokatna
zawiera tylko dwa numerowane punkty — wierzchotki, wiec spelnia odpowiedni
warunek. Zbadajmy przyprostokatne. Kazda z nich jest albo réwnolegla do osi
rz¢dnych, albo do osi odcietych. W pierwszym przypadku odcigte wszystkich
numerowanych punktéw na pionowym odcinku sg takie same, wiec sa tam albo
same zera, albo wylacznie jedynki i dwéjki. W przypadku odcinka poziomego
wszystkie numerowane punkty maja te sama rzedry; jesli jest ona liczba
calkowita, to wéréd numeréw na odcinku nie ma dwdéjki, jeéli nie jest liczba
calkowita, to wiréd numeréw na odcinku nie ma jedynki.
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Mozemy zatem zastosowaé zacytowane uogélnienie lematu Spernera. Wynika
2 niego, ze wéréd tréjkatéw podzialu istnieje tréjkat o wierzchotkach (0,1,2). Ale
to jest niemozliwe!

Niech tym tréjkatem bedzie tréjkat XY Z. Przyjmijmy, ze odcinek XY jest
pionowy, XZ poziomy; YZ to przeciwprostokatna. Punkty X i Y maja te
samg odcigta, zatem albo oba maja numer 0, albo zaden. Oba tego samego
numeru mie¢ nie moga, jeden z nich otrzymat zatem jedynke, drugi dwéjke.
Oznacza to, ze rzedna jednego z tych punktéw jest liczba calkowita, a drugiego
nie, wiec dlugoéé odcinka XY nie jest liczba calkowita. Punkt Z musi mieé
jednak numer 0, wigc jego odcigta jest liczbg calkowita, ale odcigta punktu X
nie jest calkowita (niezaleznie od tego, czy ma numer 1, czy 2), wigc i dlugosé
odcinka XY nie jest liczba catkowita. Tréjkat XY Z powstal jednak po
podzieleniu przekatng prostokata podzialu, zatem przynajmniej jedna z jego
przyprostokatnych ma dlugoéé catkowita. Uzyskana sprzecznoéé koriczy dowéd.
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Na zakoriczenie parg uwag bibliograficznych. Tym, ktérych zadanie
zainteresowalo, polecam przede wszystkim znakomity artykul Stana Wagona
(13], gdzie mozna przeczytaé miedzy innymi az o czternastu rozwigzaniach
zadania! '

Nie wiem, kto pierwszy wymyslil rozwigzanie z szachownica. Wagon podaje jako
autoréw Richarda Rochberga i Shermana K. Steina. Opisuje on jednak dowody
znalezione w roku 1985 lub pézniej, za$ interesujace nas zadanie znajduje sie

(w przypadku tréjwymiarowym) m.in. w zbiorze [10] (zad. 16.25) z adnotacja,
ze pochodzi z jugostawianskiej olimpiady matematycznej z roku 1979. Nie jest
Jednak zaskakujace, ze na ten pomyst moglo wpaéé niezaleznie wiele oséb;

po opublikowaniu zadania w Delcie ([3]), wiréd znalezionych péiniej przez
rozmaitych entuzjastéw matematyki rozwiazan bylo i takie, podane niezaleznie
przez kilka oséb.

Autorem picknego dowodu z wykorzystaniem lematu Spernera jest James
Schmerl ([13]). Problem jednak w tym, ze Schmerl stosuje inne uogélnienie
lematu Spernera, ktérego zalozenia w przypadku wprowadzone]j przez niego
powyzszej numeracji wierzchotkéw moga nie by¢ spelnione. Ot6z Schmerl
wykorzystuje twierdzenie podane w [7]; tam w zalozeniach wprowadzony jest
podzial n-wymiarowego wieloscianu na sympleksy, ktéry réwniez nie musi byé
symplicjalny, ale spelnia warunek nastepujacy:

(*x) dowolna k-wymiarowa podprzestrzeri afiniczna, zawierajgca wierzchotki
ponumerowane 0,...,k (taka, Ze wszystkie numery sie tam pojawiajg) nie
zawiera zadnego z wierzchotkéw ponumerowanych k +1,...,n.

W naszym przypadku sprowadza sie to do niemozliwoéci znalezienia sie na jednej
prostej wierzchotkéw o numerach 0, 1, 2. A to, niestety, moze sie zdarzy¢ na
prostej ukosnej, zawierajacej przekatne. Punkty 0, 1, 2 mogsa zloéliwie lezeé
nawet na jednym odcinku, powstalym po sklejeniu dwéch przekatnych. Gdy
jednak wykorzystamy uogélnienie lematu Spernera z warunkiem (%), wszystko
Jjest juz w porzadku.

Okazalo si¢, ze tym zadaniem, odleglym przeciez od wyzszej, zaawansowanej,
chwilami tak abstrakcyjnej matematyki, zainteresowalo sie (i to czynnie!) wiele
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0s6b. Moim zdaniem, to bardzo dobrze. Uwazam, Ze w tego rodzaju problemach
i historiach z nimi zwigzanymi tkwi niebagatelna czes¢ uroku matematyki.
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