Za ten odczyt na XXI Szkole
Matematyki Pogladowej Zdarzylo sie¢
w XX wieku Autor otrzymal medal Filca.

Red.
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Matematyka chaosu

Mirostaw LACHOWICZ, Warszawa

1. Wstep
Badanie zjawisk chaotycznych jest jednym z najmodniejszych kierunkéw

we wspélczesnej nauce. Swiadczy o tym choéby liczba poéwieconych temu

tematowi publikacji, ktére ukazaly si¢ w ostatnich latach (por. bibliografie).

Powszechna jest opinia, ze ,teoria chaosu, oprécz teorii wzglednosci

i mechaniki kwantowej, jest trzecig wielka rewolucjs naukowa w fizyce naszego

stulecia” ([Te], str. 208). Przy czym rewolucja ta, zdecydowanie bardziej niz

dwie poprzednie, dotyczy Nauki jako caloéci (Por. rozdzial VII w ksigzce

Coveneya i Highfielda [CH], ksiazke Glassa i Mackeya [GM] oraz prace

wymienione na str. 586 w ksigice [Hi]). Naukowcy dostrzegaja (lub chea

dostrzegaé) zjawiska chaotyczne w wielu procesach przyrodniczych, takich jak:

(-) ruchy ptynéw (turbulencja),

(-) nszataczanie” si¢ Hyperionu — jednego z ksigzycéw Saturna,

(-) przebieg choréb (uklad immunologiczny w walce np. z wirusem HIV, arytmia
serca, arytmie oddechowe, napady padaczkowe).

(Por. [CH], [G]] oraz [St]. Jeden z paragraféw rozdziatu VII ksiazki [CH] nosi

tytut ,,Chaos przyczyna seksu”. J. Gleick [Gl], str. 17, stwierdza: , Teraz nauka

zdaje si¢ dostrzegaé chaos wszedzie”)

Teoria chaosu doprowadzila do nowego paradygmatu nauki (por. [Te]).
nZnajomos¢ praw rzadzacych $wiatem nie gwarantuje Jjego poznawalnosci” (|La],
str. 57).

Duzym problemem jest odréznienie chaosu (zjawiska deterministycznego) od

. szumu (zjawiska losowego).

Jak wielokrotnie bywato w historii nauki (por. np. [LP]) nadzieje rozbudzone
nodkryciem” chaosu deterministycznego stymuluja rozwéj matematycznych
teorii zwigzanych z jego opisem. Istnieje wiele matematycznych podejéé do

tego fenomenu (np. [De], [LM] oraz [Ru2]). Fundamentalnym pytaniem jest

— co naprawde nalezy rozumieé¢ przez chaos. Nie ma jedynej, powszechnie
akceptowanej definicji chaosu. Jednakze wielu matematykéw przyjmuje definicje
R.L. Devaneya, zaproponowana w ksigsce [De].

Devaney wyodrebnit 3 cechy chaosu:
T — topologiczng przechodniodé (topological transitivity),

P — gestosé punktéw okresowych,

& — wrazliwoé¢ na zmiane danych poczatkowych (sensitive dependence on initial
data).

Jak bedzie widoczne w nastepnym paragrafie, warunek T wyraza
nierozkladalnoé¢ danej przestrzeni (rozrzucanie punktéw po calej przestrzeni),
P jest ,elementem regularnosci”, a G wyraza nieprzewidywalnog¢.

2. Chaos wedlug Devaneya

W artykule tym bedg rozwazal dyskretne uktady dynamiczne (krétka wycieczke
do krainy proceséw z czasem ciaglym zaproponuj¢ pod koniec artykutu).
Odpowiada to sytuacji, w ktérej pomiary danego procesu dokonywane s3 nie

w sposéb ciagly (o ile to w ogéle jest mozliwe), lecz w oddzielonych od siebie
chwilach czasu. Kazdy kolejny pomiar, to kolejna iteracja okreélona przez pewna
funkcje f (prawo danego zjawiska).

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna oraz niech
f: X-X
bedzie ciagla funkcja. Funkcja f zadaje dynamike na przestrzeni (X,d).
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Definicja 2.1. Orbita punktu x € X nazywamy zbiér
o+($) = {!B, f(:ﬂ), fz(m)ﬁ s o }a
gdzie f(z) = f(f"(z)) dlan €N oraz f°(z) = z.

Definicja 2.2. Punkt £ € X nazywamy punktem okresowym o okresie n € N
& f*(z) =z oraz jezelin > 2, to f¥(z) #zdlak=1,...,n—1.

N jest zbiorem liczb naturalnych:
N={1,2,3,...}

Definicja 2.3. Punkt okresowy o okresie 1 nazywamy punktem statym.
Definicja 2.4. Orbit¢ punktu okresowego nazywamy orbita okresowa.
Wprowadze teraz pojecie topologicznej przechodnioéci.

Definicja 2.5. Funkcja f ma wlasnosé¢ topologicznej przechodniodci (spetnia T)

< dla dowolnej pary niepustych zbioréw otwartych U/, V w X istnieje n € N:
rUNv #£0.

Wtasnoé¢ T oznacza, ze punkty przemieszczaja sig (w kolejnych iteracjach)

z kazdego dowolnie malego zbioru otwartego do kazdego innego. Innymi stowy,

punkty sa rozrzucane po calej przestrzeni X i przestrzeni tej nie mozna rozlozy¢

na rozlaczne (niepuste) otwarte podzbiory niezmiennicze wzgledem funkcji f

(T wyraza nierozkladalnos$¢”).

Mozna zauwazy¢ ([De]), ze jezeli funkcja f ma orbite gesta w X, to spetnia %
(dla zwartych przestrzeni metrycznych prawdziwe jest réwniez twierdzenie
odwrotne).

Definicja 2.6. Funkcja f ma wlasnoé gestosci punktow okresowych (spetnia )
<> punkty okresowe funkcji f s3 geste w X.

Wlasnoéé B wyraza element regularnosci w chaosie. Orbity okresowe sa orbitami
regularnymi (w tym sensie, Zze po pewnym czasie wraca si¢ do punktu wyjcia). -
Wlasnoéé ‘B oznacza, ze takich punktéw, z ktérych wychodza regularne orbity, ,
jest duzo. W odréznieniu od przypadkowosci (losowodci), w deterministycznym
chaosie powinien by¢ pewien porzadek.

Definicja 2.7. Funkcja f ma wlasnoé¢ wrazliwosci na zmiane danych
poczatkowych (speinia &) <> istnieje taka & > 0, ze, dla kazdego = € X i kazdego
jego otoczenia U,, istnieje y € U oraz n > 0 :

d(f*(z), f"(y)) > 0.

Stala § nazywa sig stalg wrazliwosci (zalezy ona, oczywicie, jedynie od (X, d)
if)

Wlasnos¢ 6 oznacza, ze, dla kazdego punktu z, istnieje punkt, dowolnie bliski
punktowi z, ktéry iteracje oddalaja (o wigcej niz &) od iteracji punktu . Nie
oznacza to jednak, Ze wszystkie punkty bliskie musza oddalié si¢ o wiecej niz 6.

Mocniejszg wlasnoscig (wszystkie bliskie punkty musza si¢ oddalaé) jest
rozszerzalnoéé (ezpansiveness).

Definicja 2.8. Funkcja f ma wlasnoéé rozszerzalnosci (spelnia €) « istnieje
taka a > 0, Ze dla kazdego z € X i kazdego z € X, z # y, istniejen > 0 :

d(f*(z), f*(v)) > e

Przyklad 2.9. W X = R! z klasyczna metryka, kazda funkcja rézniczkowalna. f,
taka, ze

If'(z))=a >1 VzeR!
ma wlasnos$¢ € (a zatem &).

Wiasnos¢ & powszechnie uznawana jest za kwintesencje chaosu. M. Heller ([He],
str. 228) stwierdza: ,Z chaosem dynamicznym mamy do czynienia wowczas,

gdy réwnanie (lub réwnania) opisujace dany proces mechaniczny wykazuja
szczegdlng wrazliwo$é na mala zmiang warunkéw poczatkowych”. Natomiast

J. Gleick ([Gl], str. 17) pisze: ,Drobne réznice na wejsciu moga szybko
przeksztalcic si¢ w potezne réznice na wyjsciu. Zjawisko to otrzymalo nazwe:
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»Predictability: does the flap of
a butterfly’s wings in Brasil set off
a tornado in Texas?”

M. Crichton, Jurassic Park: a novel,
Knopf, New York 1990

R. Bradbury, A Sound of Thunder,
Doubleday 1953

wrazliwoéci na warunki poczatkowe. W pogodzie, na przyklad, manifestuje
si¢ to w zjawisku Zartobliwie nazwanym efektem motyla: motyl zaburzajacy
powietrze dzisiaj w Pekinie moze byé przyczynsa huraganu w nastepnym
miesigcu w Nowym Jorku”.

Nawiasem méwiac, E.N. Lorenz (autor fundamentalnej pracy [Lo]), protoplasta
badan nad chaosem, poczgtkowo méwil o efekcie mewy. Jak stwierdza

J. Gleick ([Gl], str. 29), termin ,efekt motyla” pochodzi z wystapienia

E.N. Lorenza na sympozjum Amerykanskiego Towarzystwa Postepu Nauki

w roku 1979. '

O trafnosci tego terminu éwiadczy fakt, Ze przeniknat on do literatury
popularnej, np. do ,Jurassic Park” Crichtona , a nawet mozna go spotkaé

w codziennych gazetach. Jak zauwaza A. Crannell [Cr], termin ten moze
nawigzywacé do ksiazki R. Bradbury’ego , w ktérej podréznik w czasie
zmienia bieg historii nastepujac na prehistorycznego motyla (sa tez inne $lady
w literaturze).

P. Coveney i R. Highfield, nawigzujac do modnej obecnie ekonomii, byé moze
chcieliby zastapié¢ efekt motyla — ,efektem emeryta”: , ... zgodnie z teoria
ukladow dynamicznych, moze si¢ zdarzyé, ze pewien emeryt, wyciagajac
oszczednosci z banku, spowoduje krach ekonomiczny” (ksiazka [CH], str. 247).

Do popularyzacji zagadnien zwigzanych z chaosem przyczynila si¢ zapewne
trafnos¢ i obrazowo$¢ terminu ,efekt motyla”.

Reasumujac, mozna podaé definicjg¢ chaosu wedtug Devaney’a:

Definicja 2.10. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Ciagla funkcja
f: X — X jest chaotyczna na (X, d), jezeli f spelnia T, P oraz &.

Przyklad 2.11. W roku 1838 matematyk belgijski P.F. Verhulst zaproponowat
funkcje : '
fu=pz(l-1z), L >0,
do opisu szybkoéci ograniczonego (,logistycznego”) wzrostu populacji. Okazalo
sig, ze pewne populacje, np. pierwotniakéw i bakterii (por. [Da] oraz [Lt]) dadza
sie dobrze opisywaé funkcjg Verhulsta. Na zwyklym kalkulatorze mozna si¢
przekonaé ([PR], str. 23-26), ze orbity funkcji f; moga byé bardzo dziwne.
Okazuje si¢ (dowéd mozna znalezé w ksigzce [De], str. 50-51), ze funkcja f4 jest
chaotyczna na [0, 1] oraz, dla u > 2 + /5, funkeja f, jest chaotyczna na pewnym
zbiorze Cantora A C [0,1].

3. Zwiazki migedzy warunkami %, P oraz &

Z trzech warunkéw T, P oraz G, w definicji chaosu, najbardziej intuicyjny jest
warunek &. Jak wspomnialem w poprzednim paragrafie, to wlaénie warunek
G jest powszechnie kojarzony z chaosem przez szeroki krag odbiorcéw teorii
matematycznej. To tym warunkiem mozna uzasadnia¢ wage i piekno badan
matematycznych w dziedzinie chaosu, szczegélnie gdy chce sie o tym przekonaé
laika (np. dawce grantu).

Dlatego moze wydac si¢ gleboko frustrujacym fakt, e warunek &, w definicji
chaosu, jest zbyteczny. Jak pokazali Australijczycy J. Banks, J. Brooks,
G. Cairns, G. Davis oraz P. Stacey, w pracy [BB],

T & P = 6,
doktadniej:

Twierdzenie 3.1. (BBCDS 1992) Niech X bedzie zbiorem nieskoficzonym
i (X, d) — przestrzenia metryczna. Jezeli funkcja ciagla f : X — X spelnia T
i B, to spekia 6.

Dowéd ([BB)) jest elementarny i sprowadza sie do wykorzystania kilkakrotnie
nieréwnoéci tréjkata.
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By¢ moze wynik ten, podobnie jak
termin ,efekt motyla”, wart jest
rozpowszechnienia. Szczegélnie politycy
powinni byé uswiadomieni, ze chaosu
nie mozna si¢ pozbyé przez gladkie
odwracalne zmiany.

Twierdzenie 3.1 odpowiada na fundamentalne pytanie: czy chaos zwiazany
jest tylko z topologicznymi wlasnoSciami przestrzeni (tzn. czy chaos jest

‘zachowywany przez topologiczne sprzgzenia).

Definicja 3.2. Funkcje f: X = X ig:Y — Y, okreslone na przestrzeniach
topologicznych X i Y sa topologicznie sprzezone, jezeli istnieje homeomorfizm

h: X — Y, taki, ze diagram_ ;
X ———» X
Y —-—g——» Y

ho foh™'(y) = g(y).
T i P sa, oczywiscie, wlasnosciami topologicznymi. Natomiast & jest wlasnoscig
metryczng i w ogélnoéci nie jest zachowana w topologicznych sprzezeniach, jak
pokazuje nastepujacy przyklad (podany w [BB]): :

jest przemienny, czyli

Przyklad 3.3 (BBCDS 1992) Niech X =|1, oo[ z klasyczna metryks, f(z) = 2z,
Y =]0, 00|, h(z) = log z. Wéwczas

9(y) =ho foh7 (y) = h(2e¥) =y + log 2.
Zatem f spelnia G (nawet €), natomiast g jest przesunieciem, a wiec nie
spelnia G. ‘

Jednakze, twierdzenie 3.1 gwarantuje, ze razem T i ¥ implikuja G. Zatem chaos
jest wlasnoécia topologiczng, a nie metryczna.

Na marginesie warto zauwazyé, ze G mozna traktowaé jako warunek
topologiczny w zwartej przestrzeni metryczne;. Rzeczywiscie: mozna pokazaé,

ze jezeli X jest przestrzenia zwarta, a f i g sa topologicznie sprzezone, to jezeli f
spelnia G, to réwniez g spelnia & (choé byé moze z inna staly wrazliwodci).

Warunek G nalezy usunaé z definicji chaosu, ale jak sie okazuje w praypadku
ogdlnym, oba warunki T i P musza w tej definicji pozostaé. D. Assaf IV
i 8. Gadbois [AG] skonstruowali dwa elementarne przyktady pokazujace, ze

T & 6 # P
B & & # T
Natomiast, w przypadku jednowymiarowym, udowodniono:

Twierdzenie 3.4 (BC 1992, VB 1994). Jezeli X jest ograniczonym lub
nieograniczonym przedziatem w R!, to

T =9
(a zatem T = G). '

Dowéd mozna znalezé w [CB|, gdzie wykorzystuje sie kilka bardzo
nietrywialnych wynikéw. Elementarny dowéd podali M. Vellekoop i R. Berglund
[VB]. W dowodzie wykorzystuje si¢ w spos6b istotny porzadek w R!.

W przypadku jednowymiarowym definicja chaosu sprowadza si¢ do jednego
warunku %. Natomiast, jak pokazuja przyklady Vellekoopa i Berglunda, nie da
sig¢ przyjac tylko obu warunkéw P i &.

Przyklad 3.5 B # 6

Aby si¢ o tym przekonaé wystarczy wzig funkcje identycznosciows na dowolnym
przedziale.

Przykiad 3.6 B & 6 # %
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Niech X = [0,00] i

| ( | 3z ‘05.7:<§
1 2
" =& =]
flijmd "2 Flexs
3z -2 §5m<i
L flz—-1)+1 z>1

Funkcja ta spelnia warunek &, gdys |f’ (z)] =3 Vz € [0, 0o[. Latwo mozna
zauwazy¢, ze f™ ma 3" — 2 punktéw stalych miedzy dwiema liczbami
-catkowitymi, a odlegloéé miedzy najblizszymi punktami stalymi jest mniejsza
od 37-t. Zatem spelniony jest warunek P. Ale £([0,1]) =[0,1] i f nie spetnia
T na [0, co[ (f nie rozrzuca punktéw po calym [0, o). Przyktad dla przedziatu
ograniczonego otrzymuje sie np. rozpatrujac t¢ samg funkcje na X = [0,2].

Przyklad 3.7 G # P
Na ograniczonym przedziale: niech X = [0, %] i

g:&: 053:<%

flz) =
E(1— ) 1<2:<§
g\ =% § =" %3

Funkcja f spelnia €, a zatem i G. Mozna pokazaé, ze nie ma punktéw
okresowych w |0, %[ Rzeczywidcie: jezeli z, €]0, 3, to

Bt e BN _log(2zo)
f(:ro)—(z) o dla n< logg §

Jezeli ng = E (— l°|°:”° + 1), gdzie E(z) jest czedcia catkowita z, to

1 g .

E £

3 <J™(z0) < i | .
Natomiast f([3,3]) c [2, 3]. Zatem orbity startujace z ]0, 3[ wychodza z tego
odcinka i juz nigdy do niego nie powracajg.

Na nieograniczonym przedziale: X = [0,00[, f(z) = 2z.

Z twierdzenia 3.4 wynika, ze w przypadku jednowymiarowym (na przedziatach)
warunki B i G sg zbedne w definicji chaosu, a warunek 7T jest réwnowazny
chaosowi. Widaé stad, ze warunek T jest w definicji chaosu fundamentalny

i warto pokusié si¢ o jego intuicyjne uzasadnienie. ‘

4. Nowe pomysty

Warunek T, w przeciwieistwie do warunku G, nie poddaje si¢ latwej
interpretacji. Nalezy watpié, czy udaloby si¢ go wprowadzié¢ do literatury
popularnej. Szczegdlna rola petniona przez warunek T wymaga wytlumaczenia
(a odbiorcy i granto-dawcy czekaja).

Annalisa Crannell, w artykule [Cr], zadaje pytanie: »dlaczego topologiczna
przechodnioéé, dlaczego nie coé innego?. Wprowadza dwa warunki, jej zdaniem,
latwiej interpretowalne niz . '
Definicja 4.1 Funkcja f : X — X ma wlasnosé slabego Iaczenia (weakly
blending) (speia b) <« dla dowolnej pary niepustych zbioréw otwartych U, V
w X, is'tn.ieje n € N, t.z.

UN V) £0.

Definicja 4.2 Funkcja f : X — X ma wlasnoé¢ mocnego laczenia (strongly
blending) (spelnia B) <« dla dowolnej pary niepustych zbioréw otwartych U,
V w X, istnieje taka liczba n € N, ze

F*(U) N f*(V) zawiera niepusty podzbiér otwarty.
Warunki {aczenia Crannell intuicyjnie wyrazaja cechg przeciwstawna do G&: G to
odpychanie bliskich punktéw, podczas gdy laczenie — przyciaganie odleglych.
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Li i York stwierdzajac, ze ,okres 3
implikuje chaos” rozumieli chaos w sensie
istnienia nieprzeliczalnego zbioru

" punktéw nieokresowych, ktérych orbity

nigdy nie stang sie¢ okresowe.

Jak zauwaza Crannell laczenie ma wade w poréwnaniu z T: funkcja, ktéra
spelnia warunek laczenia, nie jest homeomorfizmem. Ponadto, nawet

w niskich wymiarach ani laczenie nie musi implikowa¢ %, ani T nie musi
implikowaé laczenia. Natomiast, przy dodatkowych zalozeniach, spelnione jest
twierdzenie [Cr]:

Twierdzenie 4.3 (Crannell 1995). Jezeli X jest zwartym podzbiorem R!,
funkcja f spelnia warunek P oraz ma punkt staly odpychajacy, to
B = T = b.

Pat Touhey zaproponowala nowg definicje chaosu (réwnowaing, jak pokazata
w [To], definicji Devaneya 2.10):

Definicja 4.4 Ciagla funkcja f : X — X jest chaotyczna na X & dla kazdej
pary niepustych otwartych podzbioréw U, V w X, istnieje taki punkt okresowy
z, € U oraz istnieje taka liczba n > 0, ze

fM(zp) € V.

Warunek Touhey oznacza, ze kazda para niepustych otwartych podzbioréw X
ma wspdlng orbite okresowa. Zostawiam Czytelnikowi oceng, czy powyzszy
warunek rzeczywiscie odzwierciedla intuicje zwigzane z chaosem.

5. Tréjka
Wiadomo, ze liczba 3 ma wyjatkowe znaczenie. W teorii chaosu réwniez.

Liczba 3 spelnia wyrézniona role w twierdzeniu A.N. Szarkowskiego,
matematyka z Ukrainy. Szarkowski ([Sh1]) rozwazal nastepujacy porzadek
(P.Sz.) liczb naturalnych
3 < 5 < 7T < 9 <
Ix2 < Hx2 < T7Tx2<9x2 < ...
3x2%2 <5x2% < 7Tx2? <9x2% < ...

<22 <22 x2<«1
i udowodnit:

Twierdzenie 5.1 (Szarkowski 1964) Niech X bedzie zwartym przedzialem w R!
albo X = R!. Jezeli funkcja ciagla f : X — X ma orbite okresowa o okresie n
in <k, to f ma orbite o okresie k.

Liczba 3 poprzedza wszystkie pozostale liczby naturalne w porzadku
Szarkowskiego (P.Sz.), a zatem, jesli ciagla funkcja ma orbitg okresowa
o okresie 3, to ma réwniez orbite okresowa o okresie k, dla kazdej liczby
naturalnej k: ,okres 3 implikuje kazdy inny okres”.

W rzeczywistosci twierdzenie Szarkowskiego jest mocniejsze (por. [Shl], [Sh2]
oraz [Mi]). Ciekawe uwagi historyczne i bibliografi¢ dotyczaca twierdzenia
Szarkowskiego mozna znalezé w krétkiej pracy M. Misiurewicza [Mi).

Nalezy podkre§lié, ze twierdzenie Szarkowskiego zachodzi tylko dla wymiaru 1.
Rozwazmy prosty przyklad obrotu plaszczyzny o kat 120°: punkt, wokél ktérego
nastepuje obrét, jest punktem stalym, kazdy inny punkt jest okresowy o okresie
3 i nie ma punktéw o innych okresach!

Prace Szarkowskiego opublikowane w 1964 i 1965 r., po rosyjsku (angielskie
tlumaczenie pracy [Shl] ukazalo sie dopiero w 1995 r. w Internat. J. Bifur.
Chaos Appl. Sci. Engrg 5, 1995, 1263-1273) w ukraifiskim czasopi$mie
naukowym, nie zostaly od razu zauwazone przez $rodowisko matematyczne. Ich
stawa rozpoczela si¢ dopiero po opublikowaniu w 1975, przez T.Y. Lii J. Yorka,
pracy [LY], chociaz jej autorzy nie znali twierdzenia Szarkowskiego. Li i York
zauwazyli, ze istnienie orbity o okresie 3, to ,krok w kierunku” chaosu.

Innym przykladem wyjatkowego znaczenia liczby 3 w teorii chaosu jest
twierdzenie J.C. Robinsona [Ro].
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Uklady 1-, lub 2-wymiarowe (z czasem
cigglym) nie mogg mieé atraktoréw o
skomplikowanej strukturze, a zatem nie
mogg mie¢ skomplikowanej dynamiki.
W przypadku 2-wymiarowym wynika to
z twierdzenia Poincarégo-Bendixsona.

Te skomplikowane atraktory nazywa
si¢ dziwnymi, lub chaotycznymi.
Czesto definiuje sie dziwny atraktor,
Jako atraktor, ktéry jest fraktalem.
Przystgpnym wprowadzeniem do teorii
dziwnych atraktoréw jest praca D.
Ruelle’a [Rul].

Funkcja f zalezy od € i T, w taki sposéb,
ze jezeli £ maleje i T roénie, to stala
Lipachitza funkcji f rosnie.

Nie jest pewne, czy réwnanie
Naviera-Stokesa rzeczywiscie opisuje
turbulencj¢. Mimo powszechnej chyba
wiary, ze tak jest, nie ma teorii, ktéra
by precyzowala sens takiego opisu.
Nawet gdyby réwnanie Naviera-Stokesa
opisywalo turbulencje, nie jest zatem
jasne, czy matematyczny kontekst,

w ktérym sig rozwaza réwnanie
Naviera—-Stokesa, nie wyprowadzalby poza
zakres turbulencji.

Do tego momentu rozwazali$émy jedynie uklady dynamiczne z czasem
dyskretnym. Rozwazymy teraz uklad dynamiczny z czasem cigglym.

Niech bedzie dany uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych
d

(5.1a) FTa F(u), te R,
z danymi poczatkowymi '
(5.1b) ul =y,

t=0

gdzie u: R! - R*, dlan € N.

Zaléimy, ze F : R® — R™ jest funkcja ciggla i istnieje jednoznaczne rozwigzanie
u = u(t, uo) = @(t)uo zagadnienia (5.1), dla kazdego ug i t € R!.
Ponadto zalézmy, ze uklad (5.1a) jest dyssypatywny, tzn. istnieje ograniczony
zbiér By, ktéry przyciaga dowolny, ograniczony zbiér B C R*, w skoficzonym
czasie, czyli: dla kazdego zbioru ograniczonego B w R™, istnieje takie
to = to(B) €]0, o[, ze

$(t)uo € By

Warunek dyssypatywnosci jest wystarczajacy ([BL]) dla istnienia zwartego
zbioru A, niezmienniczego i przyciaggajacego, czyli

upg € A = d(t)up € A

Vt>ty Vug € B.

vt € R!
oraz
tlirgo dist (¢(t)uo, A) =0,
gdzie dist (z,Y) = ilé{r |z — y|. Taki zbiér A nazywa sie globalnym atraktorem.
v

Globalny atraktor jest zbiorem, do ktérego zblizaja si¢ asymptotycznie orbity
(trajektorie) startujace z jego dopelnienia. Poznanie dynamiki w atraktorze
pozwala zrozumie¢ dlugookresows dynamike danego ukladu. Atraktory
ukladéw n-wymiarowych, dla n > 3, moga mie¢ bardzo skomplikowang
strukture geometryczng. Przykladem jest atraktor dla (3-wymiarowego)
uktadu E.N. Lorenza ([MM]). Atraktory o skomplikowanej strukturze wigze sig
z istnieniem chaosu.

Twierdzenie J.C. Robinsona gwarantuje, ze, z dowolng dokladnoécia £ > 0,

na dowolnym odcinku czasu [0, T}, dowolne rozwigzanie n-wymiarowego
uktadu (5.1), ktére lezy w globalnym atraktorze A, moze by¢ przyblizane przez
rozwigzanie uktadu 3-wymiarowego:

d
(52) EEU = f(‘U),

gdzie f jest 'funkch spelniajaca warunek Lipschitza, . Doktladniej:
Twierdzenie 5.2 (Robinson 1998). Niech T > 0je > 0 beda ustalone. Istnieje

taka funkcja f : R — R®, spehiajaca warunek Lipschitza oraz taka funkeja
®: R® — R", spetniajaca warunek Héldera, ze

teR,

dla kazdego ug € A istnieje takie rozwigzanie v ukladu (5.2), ze
(5.3) 12 (v(t) - d(t)uol < Wt e [0, T)

Dowéd w [Ro).

Zatem dynamika n-wymiarowego uktadu (n € N), w globalnym atraktorze A,
moze byé¢ przyblizana dynamiks odpowiednich ukladéw 3-wymiarowych. Wynik
ten J.C. Robinson rozszerzyt na pewny klase ukladéw réwnan rézniczkowych
czastkowych (a wigc ukladéw nieskoriczenie wymiarowych). Owa klasa obejmuje
wazne réwnanie Naviera-Stokesa (por. [Li]), opisujace przeplyw lepkiego,
niescisliwego ptynu. Zatem rozwigzanie réwnania, ktére byé moze opisuje
zjawisko turbulencji, przybliza si¢ dynamika 3-wymiarows.

Ideg twierdzenia 5.2 mozna réwnies wyrazic tak: jezeli odpowiednio diugo
poczekamy, to dany skomplikowany uklad zacznie zachowywaé si¢ w przyblizeniu
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jak uklad B-Wymia.rowy. Czy stad mozna wyprowadzi¢ wniosek, ze Swiat, nawet
.jezeli nie jest 3-wymiarowy, to jest ,prawie” 3-wymiarowy?
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