200 lat wczesniej,
czyli Gaussa konstrukcja wielokatéw foremnych
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Rys. 1. Bok pietnastokata to PB
(takze CQ).

Marek KORDOS, Warszawa

Czytajac $wietny artykul Zbigniewa Marciniaka o dowodzie Wilesa, doszedlem
do wniosku, ze warto przypomnieé¢ wynik w pewnym sensie podobny (problem
znany, trudny, lezacy na obrzezu matematyki) — uzyskane dwiescie lat wczeéniej
(1796) twierdzenie o konstruowalnosci wielokgtéw foremnych.

Redukcja problemu

Pierwszy krok w kwestii konstruowalnosci znajduje si¢ w Elementach Euklidesa.
Mianowicie uzyta tam konstrukcja pigtnastokata (rys. 1) pozwala bez trudu
uogdlnié si¢ do twierdzenia

(E) jesli konstruowalne sq foremne p;-kqty dlai=1,2,...,k, gdzie p; sg

réznymi liczbami pierwszymi, to konstruowalny jest foremny n-kqt dla
n=2".py py-... Pk, gdziem =0,1,2,... (dla k =0 liczba m jest réwna co
najmniej 2).

Poniewaz kazdy umie z danego l-kata foremnego cyrklem i linijka zrobi¢ 2I-kat
foremny, wiec pozostaje do udowodnienia spostrzezenie, iz

jezeli konstruowalne sg foremne p-kqt i g-kqt, gdzie liczby p i q sq wzglednie
pierwsze, to konstruowalny jest foremny pq-kqt.

To za$ faktycznie dowiéd! juz Euklides. Mianowicie skonstruujmy wpisane

w jeden okrag i majace jeden wierzcholek wspdlny foremne p-kat i g-kat. Ich
wierzcholki dziela odpowiednio okrag na p i na ¢ réwnych tukéw. Wobec tego,
e p i q sa wzglednie pierwsze, istnieja takie liczby catkowite a i b, ze

() ap+bg=1

(dowodzi sie tego za pomocg algorytmu Euklidesa) — niech, powiedzmy,
liczba b bedzie ujemna. Luk pomiedzy —b-tym wierzcholkiem p-kata, a a-tym
wierzchotkiem ¢ kata jest pg-ta czeécia okregu, o co nam chodzi. Aby si¢ o tym
przekonaé wystarczy podzieli¢ (x) stronami przez pg:

1 1 1
a—+b-=—

q P Pq

(na rysunku 1, gdyp=3ig=5,jesta=2ib=-1).

Pozostala wiec kwestia konstruowania p-katéw foremnych dla pierwszych p.
Poczatek odziedziczony po Starozytnych to byla liczba 4 oraz liczby pierwsze
3i5.

Samoograniczenie

Dziewietnastoletni Gauss zabierajac si¢ za problem opuscil liczby pierwsze 7,

11 i 13 i zaatakowal liczbe 17. Dlaczego? Trudno to orzec — sam pisal potem

(do czego wréce), ze wiedzial, iz tylko w ,takim” przypadku moze rzecz si¢
udaé. Takim, to znaczy, gdy mamy do czynienia z liczba pierwsza postaci 2k +1.
Nietrudno zauwazy¢, ze w istocie chodzi o liczby pierwsze Fermata.

{Dygresja o liczbach Fermata

Kazda liczba pierwsza postaci 2F + 1 jest postaci 22 4 1, czyli jest liczba
Fermata. Istotnie, w przeciwnym przypadku mozna ja rozlozy¢:

22'0HY 11 = (22) b 1= (2 +1) (@) - @)+ -2 1),
Liczby pierwsze Fermata to 3, 5, 17, 257, 65537 i tu sie na razie lista urywa (jest
wiec taka sama jak za czaséw Gaussa); dla | = 5 otrzymujemy liczbg ztozong
4294967297 =22 +1 =232 454228 _ (5%.2% 1) =
=282 +54) — (52-2M)(5-2" +1)(5-2" - 1) =
= 641(2% — (5% - 2) - 639).
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Rys. 2

Prosz¢ samemu si¢ przekonaé, ze liczby ztozone otrzymamy taksze biorac liczbe
Fermata dla ! réwnego 6, 7, 8, 9, 11, 12, 15, 18, 23, 36, 38, 73 (no, w tym
ostatnim przypadku podpowiem, ze najmniejszym dzielnikiem pierwszym jest
5.27 4+ 1). W kazdym razie do tej pory jest znanych tylko pie¢ przytoczonych
liczb pierwszych Fermata. { ;

Gaussowi zalezalo na tym, aby liczba bokéw konstruowanego wielokata
foremnego minus 1 dawala si¢ ,bez korica” dzieli¢ przez dwa. Najpierw jednak
algebraiczne spojrzenie na wielokaty foremne.

Pierwiastki z jednosci i ich potegowanie

Kazdy, kto kiedykolwiek miat do czynienia z pierwiastkami stopnia n z jednosci -
(dalej przez dluzszy czas zakladamy, ze n jest ustalone) wie, ze s to liczby

2R = G s B,

k.
+ ¢sin
czyli (patrzac na obrazek na plaszczyznie) po prostu wierzchotki n-kata
foremnego. W szczegélnoici (na rysunku 2 jest n = 5), gdyby znaé sume
8 = €1 + €n—1 (ktéra, wobec symetrii rysunku, jest liczbg rzeczywista!) mozna by
przeprowadzi¢ nastepujaca konstrukcje n-kata foremnego: w punkcie prostej 01
o wspélrzednej £ wystawiamy prostopadta do tej prostej — punkty jej przeciecia
z okregiem jednostkowym wraz z punktem 1 s3 trzema kolejnymi wierzchotkami
n-kata foremnego. Metoda Gaussa prowadzi wlasnie do znalezienia s. Aby
miec¢ pewnos¢, ze uzyskana liczba s jest konstruowalna, Gauss uzyskuje ja
poprzez rozwigzywanie ciagu réwnan kwadratowych, co — jak wiadomo - daje
si¢ powtérzyé cyrklem i linijks. Z teorii réwnan kwadratowych potrzebny mu
jest tylko fakt, ze gdy wspélczynnik przy kwadracie jest 1, a wyraz wolny jest
ujemny, to réwnanie ma pierwiastki rzeczywiste i to réznego znaku. Wiecej
potrzebuje informacji o potegowaniu pierwiastkéw z Jjednosci.

2
Ek = COS

Zalézmy, ze n jest liczba pierwsza. Jesli nazwiemy z = g1, to bedzie z* = ¢.
W ten sposéb zwiazaliémy z kazdym e) pewnga funkcje potegowa, oznaczmy ja
0x. Mamy, w sposéb oczywisty

di(ex) = E(i-k) modn-
Zauwazmy, ze poddanie dowolnego pierwiastka z jednosci dzialaniu wszystkich
funkcji &; daje nam wszystkie pierwiastki z jednosci. Podobnie, poddanie zbioru
wszystkich pierwiastkéw z jednosci dziataniu jednej z funkcji 4; zachowuje ten
zbiér. Oba dowody s3 bardzo podobne:
— gdyby bylo d;(ex) = J;(ex), to musialoby by¢ zF% = 2% cayli 2%(i~9) = 1,
a wiec liczba k(i — j) dzielilaby si¢ przez n, co jest mozliwe jedynie gdy i = j;
~ gdyby bylo di(e:) = dk(e;), to musialoby byé 2%* = 23°*, co sie nie résni od
rozpatrzonego przypadku. :

Niech teraz n bedzie dodatkowo liczbg Fermata. Gauss zadat pytanie, jakie
— poza calym zbiorem pierwiastkéw z jednosci i @ — s3 podzbiory niezmiennicze
funkcji 4;. Okazalo sie, ze po pierwsze — dla pewnych 7 takie podzbiory istnieja,
a po drugie - ze latwiej to zaobserwowaé jeli przenumeruje sie pierwiastki z
jednosci. Chodzi tu o przenumerowanie w skali potegowej (czy, jak kto woli
logarytmicznej) i powstal problem, przy Jjakiej podstawie mozna tego dokonaé.
Chcemy, zeby dla pewnego a przeksztalcenie

€k ma nowy numer I, gdy k = o' (modn)
bylo bijekcja na zbiorze pierwiastkéw réznych od 1. Okazuje sie, ze do tego
potrzeba i wystarcza, aby a bylo pierwiastkiem pierwotnym dla n. Co powoduje,
ze konieczna jest

{Dygresja o pierwiastkach pierwotnych

Liczba a nazywana jest pierwiastkiem pierwotnym dla liczby n, gdy

rozwiniecie % W systemie n-tkowym ma okres maksymalnej dtugosci. Np. 7 jest
pierwiastkiem pierwotnym dla 10, bo 1 =0,(142857). Bardziej dla nas przydatna
bedzie konstatacja, ze jest tak wtedy, gdy przy dzieleniu pojawiaja sie wszystkie
mozliwe reszty (tu kolejno: 3, 2, 6, 4, 5, 1). Jest rzecza zaskakujaca, ze do dzis
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Rys. 3. Liczby w nawiasach [] podaja
liczbe pelnych owinigé.

(4]

Rys. 4. Prosze uzupelnié brakujace liczby
pelnych owinieé.

nie jest znana pelna lista pierwiastkéw pierwotnych nawet dla 10. Faktycznie

i tu nie posuneliémy si¢ istotnie naprzéd od czaséw Gaussa. Wiemy wigc, np. ze,
poza liczba 7, pierwiastkiem pierwotnym dla 10 jest 17, 19, 23, 29, 97, 337,

a nie sa nim 3 (okres diugoéci 1), 11 (2), 13 (6); zreszta do 1000 wszystkie
odwrotnosci rozwinal Gauss bedac w szkole — jak wobec tego faktu wyglada
powtarzana przez popularyzatoréw anegdota o sumowaniu liczb od 1 do 1007

To, co Gauss udowodnit o pierwiastkach pierwotnych w interesujacej nas
materii, to fakt, ze liczba 3 jest pierwiastkiem pierwotnym dla liczb pierwszych
Fermata. {

Znalezienie réwnan kwadratowych

Tak wiec bedziemy dalej postugiwali si¢ przenumerowaniem okreslonym przez
warunek

£x ma nowy numer I, gdy k = 3’ (modn).

Nowe numery bedziemy umieszcza¢ w nawiasach, np. &; = ¢(g).

Zwiazek z problematyks pierwiastkéw pierwotnych latwo zauwazy¢ obserwujac
dwa (eksploatowane dalej) przyklady. Na rysunkach 3 i 4 pokazane jest
przenumerowanie dla n réwnego 5 i 17. Wszystkie (poza 1) pierwiastki
otrzymaja nowe numery, gdy z dzielenia przez n odpowiedniej potegi otrzymamy
wszystkie mozliwe reszty — dokladnie jak dla rozwinigcia dziesigtnego. Na
rysunku 3 otrzymujemy kolejno 1 =3%,3=3!,4=32-1.5,3=3-5-5. Na
nastepnym rysunku mamy 1=3%3=3",9=23%10=3%-1.17,13=3*-4.17,
5= 35 = 14+ 17,005

Ze wzgledu na charakter przenumerowania mamy w szczegélnosci

Seybay = 8wy 1 Sy (E@) = ey
Nietrudno tez wskazaé¢ podzbiory niezmiennicze. Dla k nieparzystego
niezmiennicze sa jedynie podzbiory niewlaiciwe, dla k parzystego dochodzi
jeszcze zbi6r pierwiastkéw o nowych numerach parzystych (a wigc
i o nieparzystych), dla k podzielnego przez 4 — zbiér pierwiastkéw o nowych
numerach podzielnych przez 4 (i, wobec tego, tych, ktérych nowe numery
z dzielenia przez 4 daja reszte 2) itd.

Te wlaénie podzbiory beda ,producentami” réwnan kwadratowych. Oznaczmy
przez o; ; sume tych pierwiastkéw, ktérych nowe numery z dzielenia przez

i daja reszte j. To, co zauwazyl Gauss, jest dos¢ niewidoczne. Mianowicie
okazuje sie, e zar6wno sz = 020 + 02,1 1 t2 = 020 - 02,1, jak tez (dla n = 17)

84 =040+ 042 1t4 =040 0472, jak tez 53 =030 + 08,4 183 = 08,0034, 53
liczbami rzeczywistymi, co wiecej, liczby ¢; sa ujemne. Gdy sie je obliczy, bedzie
mozna wiec znajdowaé wszystkie te sigmy poprzez rozwigzanie odpowiednich
réwnan kwadratowych, co doprowadzi w koficu do znalezienia liczby rzeczywistej

o20 =€) +tE@z) =2+ 2, gdyn=5

o080 =€(0) + E@8) =2+ 2%, gdy n =17,

a wiec do rozwigzania problemu konstrukcji odpowiednio piecio-
i siedemnastokata foremnego.

Wezmy sie wiec za obliczenia. Zauwazmy, ze jest s; = —1, tak dla n =5, jak

i dla n = 17. Bowiem wszystkie pierwiastki z jednosci dla kazdego n, a wiec
wraz z pomijang wyzej liczba 1, sa wierzchotkami wielokata foremnego, a zatem
ich suma (ze wzgledu na obrotowa symetri¢ takiego wielokata) jest réwna 0.
Obliczenie t; i w konsekwencji znalezienie réwnania kwadratowego na o3¢
przeprowadzimy oddzielnie dla n = 5 (gdzie na tym problem konstrukeji sie
zakoniczy) i dla n = 17, gdzie bedzie to pierwszy krok. Dla n = 5 mamy

G20 =E(0) T E(2) 1 021 =¢€q)+E3)-
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Wobec tego
t2 = 02,0 - 02,1 = E(0)€(1) T E(0)E(3) T E(2)E(1) T E(2)€(3) =

=£0)E) T E)E@E) T E@)EE) T EEE©) =

= 8o (E@e) + dnyEmem) + 8@ (E@en)) + 3y (E@Em) =

=) +Eu) +E@ HEm =1L _
W przedostatniej réwnoéci wykorzystaliémy odnotowany wczesniej fakt, ze
obrazy dowolnego pierwiastka poddanego dzialaniu wszystkich przeksztalceri §;
wypelniaja caly zbiér pierwiastkéw.

Zatem mamy s; = —1 = t2, wobec czego do rozwiazania jest — wobec wzoréw
Viéte’a — réwnanie
Vv5-1
z24+2-1=0, zatem T=090= 3

i w polowie tej odlegloéci ma byé wystawiona prostopadla na rysunku 2, dajac
wierzcholki pigciokata foremnego.

Dla n = 17 rachunek jest bardziej skomplikowany, choé — w gruncie rzeczy — taki
sam. s
20 =€) +E@2) +...teEny 1 o021 =¢€n)t+EEt... +Equs).
Wobec tego :
ta = 02,0 02,1 = €(0)E(1) T E(0)E@) + - -+ T E(14)E(13) T E(19)E(15) =
=€(0)€1) T E)E(2) T - - - T E(19)€(1s) HE5)E0) T
T EE@E) FEME@ T .- HEuEQ) T EasER) T
+ E(0)E(s) T E)E(6) T+ - - - T E4)EB) + Ers)Eyt
+ewEr +EMEEB) T .- - T EQaEBs) + EQs)E®.) =
> (Sorle@ee) +SwlE@en) + -

r=1,3,5,7

co-+oaa(E@Em) + 5(15,(5(0,5(,,)) =

I

Z (e@ +e@) +---+eq +eas)) = Z -1= -4
r=1,3,5,7 r=1,3,5,7

“Jak sie¢ wydaje, jedyna watpliwos¢é moze budzié, czy uporzadkowanie iloczynéw

po trzeciej réwnoéci wyczerpuje je wszystkie — ale jest ich 16 i wiecej by¢ nie
powinno.

Tym razem otrzymali$my na og i 023 réwnanie

V17 -1 —-17-1
r?+r—-4=0, zatem 0'2,0=--——é-——~=34i02'1=._27_,

To, ze akurat tak nalezy przyporzadkowaé pierwiastki réwnania, najlatwiej
jest stwierdzi¢ geometrycznie: poniewaz s3 one liczbami rzeczywistymi, wigc
ich wielko$¢ bierze si¢ tylko z zsumowania czeéci rzeczywistych odpowiednich
pierwiastkéw z jednoéci, a wiec rzutéw prostokatnych tych pierwiastkéw na
prosta 01 — tu juz nietrudno przekona¢ sie, ze o209 > 02 1.

Podobne rozumowanie daje nam, ze t4 = 04,9 - 04,2 = —1, co pozwala znalezé
te sigmy i, idac dalej, obliczy¢ sg i ts — trudnosci, jakie si¢ moga pojawi¢ beda
czysto rachunkowe. Ostatecznie otrzymamy

1
080 =3 (\/17 ~ DAl 2\/17)+
1
¥ Z\/ 17 + 3V17 — /170 + 38V1T.

Zatem w polowie poczatkowego odcinka o tej dlugosci na pélprostej 01 nalezy
wystawié prostopadla, by otrzymaé wierzcholki siedemnastokata foremnego.
Rzecz jasna, konstrukcja siedemnastokata foremnego za pomocg cyrkla i linijki
zostala pézniej opisana bezpoérednio. Zaden jednak z takich przepiséw nie
korzysta z jakich$ rozumowan bezposrednio geometrycznych, lecz tylko stara sie
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mozliwie w malej liczbie krokéw uzyskaé odcinek o podanej wyzej dlugosci. Nie
wiem, czy byl notowany rekord oszczednosci (minimum nakre§lonych linii, na
przyklad) — doéé oszczedny przepis mozna znalezé np. w dwukrotnie wydanej
przez PWN ksigzce: H.S.M. Coxeter, Wstep do geometrii dawnej i nowej.
Faktem jednak pozostaje, ze konstruowalnoéé¢ siedemnastokata foremnego
érodkami klasycznymi jest rezultatem algebraicznym, jedynie z geometryczna
ilustracja.

Maksymalna ogélnosé

Nie jest specjalnie skomplikowane intelektualnie uogdlnienie rozumowari
(obliczen) podanych dla n = 5 i n = 17 na n bedace dowolna liczba pierwsza
Fermata. I to Gauss zrobil. Stusznie zreszta uwazal, ze to, co bylo najcenniejsze
w jego wyniku, to wlasnie konstrukcja siedemnastokata.

Tym sposobem podane na poczatku twierdzenie (E) przybralo postaé bardziej
konkretna ;

(E-G) jeslip; dlai =1, 2,..., k, sg réznymi liczbami pierwszymi Fermata, to
konstruowalny jest foremny n-kqt dlan =2™-py -pa- ... pk,

gdziem =0,1,2,.... (dla k =0 liczha m jest réwna co najmniej 2).

Gauss jednak podal spolecznodci matematycznej twierdzenie bez poréwnania
mocniejsze _

(G) n-kgt foremny jest konstruowalny wtedy i tylko wtedy, gdy

n=2"-py pa-... Pk, gdziep; dlai =1, 2,..., k, sqg réinymi liczbami
pierwszymi Fermata, m=0,1, 2, ....

(dla k = 0 liczba m jest réuna co najmniej 2).

Warto zwrdcié uwage, ze jest to stwierdzenie zupelnie innego typu, niz to,

o czym byla mowa poprzednio. Tam podana byla metoda skonstruowania
pewnych n-katéw foremnych. Tu twierdzi si¢ dodatkowo, ze dla tych n, do
ktérych ta metoda sie nie stosuje, nie ma zadnej skutecznej metody. Tak wiec
nie dadza si¢ skonstruowaé ani 7-kat foremny (bo 7 nie jest liczba Fermata),
ani 9-kat foremny (bo uzyte liczby pierwsze Fermata nie s3 rézne), ani
4294967297-kat foremny (bo ta liczba Fermata nie jest pierwsza). Metody

takiego dowodu nie maja nic wspélnego z tymi, o jakich wyzej byla mowa.

Warto (dla pelniejszej analogii z tematem artykulu Zbigniewa Marciniaka)
wspomnie¢, ze Gauss napisal zamiast dowodu tego twierdzenia w nieporuszana
tutaj strone: '
Chociaz rozmiary tej pracy nie pozwalaja na jego dowdd, to myslimy, ze nalezy
to jednak oglosic, aby nikt nie zabieral sie do szukania innych przypadkow
konstruowalnosdci, poza tymi, kidre zostaly przedstawione w naszej pracy, i nie
tracit bezowocnie czasu.

Dowdd tego twierdzenia nie zostal nigdy przez Gaussa opublikowany. Autorytet
Gaussa byl jednak tak wielki, Ze wynik nie zostal zakwestionowany i jego
opublikowane dowody maja jedynie anonimowych autoréw.
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