Jest to zapis odczytu wygloszonego
podczas XXI Szkoly Matematyki
Pogladowej, Zdarzylo sig w XX wieku.

Red
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Historia jest dobrze znana: studiujac w dziele Diofantosa przepis na tréjki liczb
naturalnych z, y, z spelniajace réwnanie Pitagorasa z? + y? = 22, Pierre Fermat
odnotowal na marginesie, ze réwnanie z" + 3" = 2" nie ma dla wykladnikéw

n > 3 rozwigzah w liczbach caltkowitych dodatnich z, y, z. Cho¢ mialo to
miejsce w XVII wieku, do bardzo niedawna nie potrafiliémy rozstrzygnat, czy
Fermat mial racje. Dzigki pracy Andrew Wilesa, korzystajacej z dorobku wielu
innych uczonych, dzi§ wiemy, ze Fermat sie nie mylil. Celem tego artykulu jest
przedstawienie idei lezacych u podstaw dowodu Wilesa.

To tez dobrze wiadomo: jeli wykladnik n dzieli si¢ przez d, to wystarczy
udowodni¢ Twierdzenie Fermata dla wykladnika d, a dla n wyniknie ono
automatycznie. Gdyby bowiem liczby catkowite a, b, c spelnialy réwnosé

a® + b* = c*, to liczby a, = a™d, by = b4, e = n/d beda spetniaé ré6wnosé
ad +b¢ = ¢4, co jest niemozliwe. Stad w prosty sposb wynika, ze wystarczy
udowodni¢ Twierdzenie Fermata dla n = 4 (co uczynil sam Fermat) oraz dla
wszystkich nieparzystych liczb pierwszych.

Poszukiwanie rozwiagzah réwnania z" +y" = 2" w zbiorze liczb naturalnych N
nie jest latwe takze dlatego, ze zbiér ten ma zbyt uboga strukture algebraiczna.
Zbiér liczb catkowitych Z jest pod tym wzgledem znacznie lepszy: liczby te
mozna nie tylko dodawaé i mnozy¢, ale takze odejmowaé. Dla liczb catkowitych,
Problem Fermata mozna sformulowaé jak nastgpuje:

jezeli z™ + y" =z"iz,y,z,n € Zorazn > 3, to zyz =0.

Jeszcze proéciej mozna go sformutowaé dla ciala Q liczb wymiernych, ktére
oprécz dodawania, mnozenia i odejmowania mozna takze dzielié:

jeée]iX“+Y"=1iX,Yerrazn_>;3, to XY =0.

Zauwazmy, ze w ostatnim sformulowaniu wystepuja tylko dwie niewiadome:
X iY, co pozwala przedstawi¢ zbidr opisany réwnaniem X" +Y" =1 na
plaszczyinie. Dowodzac twierdzenia Fermata mamy wykazaé, ze jedynymi
punktami tej krzywej o obu wspéirzednych wymiernych sa punkty przecigcia
krzywej z osiami ukladu wspélrzednych.

Dokladnie analizujac whasnosci tych krzywych, Gerd Faltings potrafit w 1983 r.
wykazaé, ze posiadaja one skoriczenie wiele punktéw wymiernych. Znaczy to,
e réwnanie Fermata ma co najwyzej skoficzenie wiele rozwiazan w liczbach
naturalnych. Byl to ogromny postep, ale w ciagu nastepnych 10 lat nikt nie
potrafil poprawié¢ tego wyniku i ,dokonczyé” dowodu Wielkiego Twierdzenia
Fermata.

Matematycy od dawna badali wlasnoéci krzywych, zwlaszcza tych opisanych
réwnaniem niskiego stopnia. Na przyktad, krzywe opisane réwnaniem stopnia
drugiego to stozkowe. Do najlepiej poznanych krzywych stopnia trzeciego nalezg
krzywe opisane réwnaniem postaci y* = z° +az + b.

Potrzeba badania tych krzywych wynikla z probleméw, jakie napotykamy
przy obliczaniu calek, w ktérych wystepuje funkeja vz + az + b. Takie calki
pojawiaja sig doé¢ czesto w mechanice i geometrii, np. wtedy, gdy chcemy
obliczy¢ dtugoéé tuku elipsy. Dlatego calki tego rodzaju nazywamy calkami
eliptycznymi, krzywe za$ opisane réwnaniem y? = 2° + az + b - krzywymi
eliptycznymi.

Na potrzeby dowodu Twierdzenia Fermata to ostatnie po jecie nieco zawezimy:
krzywa eliptyczna E nazwiemy zbiér opisany réwnaniem y? = 2% + az + b, gdzie
liczby a, b sa obie calkowite, a wielomian w(z) = z% + az + b ma trzy rézne
pierwiastki (w ciele liczb zespolonych C).
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Rys. 1

Rys. 2

W istocie, powyzsze réwnanie opisuje wiele zbioréw: wszystko zalezy od tego,
na ,ktérej” plaszczyznie go narysujemy. Zamiast znanej ze szkoly plaszczyzny
euklidesowej R? mozemy bowiem rozwazy¢ plaszczyzne k? nad dowolnym
cialem k. Zamiast ciala liczb rzeczywistych k = R mozemy wziaé k = Q, C,
QW2) ={p+qv2:p,qe Q}, itp. Mozemy si¢ réwniez postuzyé cialami
skoriczonymi: najprostsze z nich to ciala F, ={0,1,...,p — 1} reszt modulo p,
gdzie p jest ustalong liczba pierwsza. Ponadto kazde z cial F, mozna powiekszy¢
do ciala Fy,-, ktére ma dokladnie p" elementéw, dla kazdego r > 2.

Ta niejednoznacznoéé w wyborze plaszczyzny jest korzystna: otrzymujemy dla
kazdego ciala k inng ,emanacj¢” naszej krzywej

E(k) = {(z,y) € k¥* : y* = z® + az + b},
zwigzang z tym cialem. Pozwala nam to na spojrzenie na E z wielu réznych
stron.

Przyklad. Dla krzywej o réwnaniu y? = 23 —  opiszmy zbiory E(Fs), E(R)
i E(C).
Aby opisaé zbiér E(Fs), sporzadzamy tabelki kwadratéw i szescianéw w ciele Fs:
lvlolil2|3|a| |o]of1]a]s]d]
[ lolalalalr] [oTol1 2 s]q]
Poréwnujac zawartoéci tych tabelek, otrzymujemy
E(Fs)={(z,y) €F} : 9> =2° -z} =
= {(0, 0), (1,0), (4:0)1 (2;1)’ (2, 4), (3,2)1 (3, 3)}.
Aby narysowaé zbiér E(R), rozpoczynamy od wykresu pomocniczej funkcji

y = z° — z. Nastepnie dla tych z, ktére spelniaja nieréwnosé 3 — z >0
pierwiastkujemy wartoéé y i odkladamy ja nad i pod osig poziomg (rys. 1).

Otrzymany rysunek sklada sie z dwéch skladowych: krzywej zamknietej

1 nieograniczonego tuku. Kazda krzywa E(k) korzystnie jest domknaé

(w plaszczyinie rzutowej), uzupetniajac ja jednym punktem ,w nieskoniczonoéci”.
Domknieta krzywa dalej takie bedziemy oznaczaé E(k). Dlaciala k =R
nieograniczony luk stanie sig czescia drugiej krzywej zamknigtej. Zatem
(topologicznie) E(R) jest suma dwéch rozlacznych okregdw.

Aby opisac zbiér E(C), rozwazmy plaszczyzne zespolong C = C U {0}
z dolaczonym punktem w nieskoriczonoci, ktéra wygodnie jest wyobrazaé sobie
jako sfere (rys. 2).

Rozwazmy teraz przeksztalcenie 7 : E(C) — C, dane wzorem m(z,y) = z. Na
sferze C lezg catery punkty: -1, 0, 1, 0o, na ktére 7 przeksztalca dokladnie

po jednym punkcie (z,y) € E(C). Nad kazdym innym punktem lezy para
punktéw krzywej. Niech S bedzie sfera C, z ktérej usunieto dwa roztaczne

tuki laczace pary punktdw —1, 0 oraz 1, co. Wtedy ta czes¢ krzywej E(C),
ktéra 7 przeksztalca na zbiér S, wyglada jak dwie rozlaczne kopie zbioru S.
Dodanie brakujacych tukéw w C U {co} odpowiada w krzywej zlepieniu tej pary
podzbioréw otworami w taki sposéb, ze powstanie torus (rys. 3).




Okazuje sig, ze dla dowolnej krzywej eliptycznej E zbiérE(C) jest torusem.
Zauwazmy, ze przecigcie tego torusa plaszczyzng R? C C? daje pare
okregéw E(R).

Torus mozna otrzymaé z plaszczyzny zespolonej C przez jej zwinigcie kolejno
w dwéch niezaleznych kierunkach (rys. 4.).
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Rys. 4

Proces zwijania mozna opisaé za pomocg pary niezaleznych wektoréw. Sumy

i réznice wszystkich wielokrotnoéci tych wektoréw tworza regularna krate
punktéw A C C, ktére po zwinieciu reprezentuja jeden z punktéw torusa. Kazda
krzywa E(C) jest trochg inacze] zwinigta z plaszczyzny C. Na przyktad krzywa
y? = 23 — z odpowiada kracie A = {p+¢i: p,q € Z} cC.

Zwiazek kraty A z réwnaniem krzywej eliptyczne]j nalezy do klasycznej analizy
i przedstawia si¢ pokrétce jak nastepuje. Dla ustalonej kraty A C C rozwaimy
zbiér wszystkich funkcji okresowych f : C — C, ktérych okresy lezg w A:
f(z+ A) = f(2) dla wszystkich z€ Ci A € A. Takie funkcje mozna dodawac,
odejmowaé, mnozy¢ i dzieli¢ — tworzg one cialo £, funkcji eliptycznych
zwiazanych z krata A. Mozna udowodnié, ze kazda funkcje eliptyczna mozna
przedstawié jako funkcj¢ wymierna od funkcji Weierstrassa

1 1 1
plz)=—+ D (—'__—2'_2)
z e} (z =) A
oraz jej pochodnej. Inaczej méwiac, Ex = C(p, p')- W koricu, funkcje p(z) i p'(2)
zwiazane sa relacja

©'(2) = f(p(2)), gdzie f(z) = 42° — goz — gs.
Stale g3, g3 53 wyznaczone przez krate A za pomoca wzoréw:

g2=60- > A% g3=140 S s
AEAND AEANO
Jest to, z dokladnoécia do prostego podstawienia, réwnanie odpowiednie]
krzywej eliptycznej E. Funkcja C — C?, dana wzorem z — (g(2), ©'(2))
wyznacza utozsamienie C/A ~ E(C) C C*.

Powyzszy opis ma wazne konsekwencje. Na przyklad, plaszczyzna C
z dzialaniem dodawania wektoréw jest grupa przemienna, krata A za$ jest jej
podgrupa. Zatem krzywa E(C) posiada strukture grupy (ilorazowej) C/A.

Podobnie jak w problemie Fermata, mozemy pytaé o to, ile punktéw o obu
wspéirzednych catkowitych lezy na danej krzywej eliptycznej. Zauwazmy, ze
kaidy punkt (z,y) € E(Z) wyznacza pewien punkt (Z,7) € E(Fp) dla kazdej
liczby pierwszej p: liczby T, ¥ 53 resztami z dzielenia z, y przez p. Warto wobec
tego zainteresowaé si¢ krzywymi E(Fy).

Zauwazmy tez, ze jesli k jest cialem skoficzonym, to krzywa E(k) sklada si¢

ze skonczonej liczby punktéw. Pojawia si¢ naturalne pytanie: z ilu punktow
sklada sie krzywa E(Fp)? Ogolniej, z ilu punktéw sklada sie krzywa E(Fp-) dla
o I P

Niech N, oznacza moc zbioru E(Fp-). Liczby naturalne Ny, N3, N, ...
posiadaja bardzo interesujaca wlasnosé: jesli uzyjemy ich jako wspélczynnikéw
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w nieskoiczonym szeregu ¢
| =, T" ;o uk
Zp(T) = exp (,z_; N,fr—),- gdzie exp(u?.§_= et = Z =P

to okazuje sie, ze tak otrzymana funkcja zmiennej Tgest wymierna. Dokladniej,
dla dowolnej krzywej eliptycznej E odpow1ada.34ca. .LEJ funkqa jest postaci

- a, T+ pT’" :
(1 “TYA-p1)
dla odpowiednio dobranej liczby catkowitej a,. Zauwazmy, ze a, jest jedynym
wspélczynnikiem we wzorze, zalezacym od naszej krzywej. Co oznacza ta liczba?

Zp(T) =

Latwo to obliczyé, badajac wspélczynnik przy T w szeregu Z,(T'). Z jednej
strony mamy
N.
Z,(T) = exp(NlT + ST+ ) =
' 2
(MT+ 372 +-)  (MT+%T%+.)

1 + 2

=1+
SLEE .

Z drugiej za$ strony:

1—a,T+pT?

A-T)1-7T)

=(1-apT+pT?) -1 +T+T2+--)- 1+ pT +p*T*+ .- ) =

=14 (-ap+1+p)T+---

Zp (T)=

Zatem
ap, =p+1-~#E(F,).

Liczba a, jest zatem SciSle zwigzana z liczbg punktéw skoriczonej krzywej
eliptycznej E(F,). Na pierwszy rzut oka jest ona latwa do obliczenia — poréwnaj
nasz przyklad. Jednakze dla duzych p jest to doéé klopotliwe. Co wiecej, jedli
interesuja nas punkty calkowite na naszej krzywej, to warto znaé wartosci liczb
a, dla wszystkich liczb pierwszych p. Chodzi o to, ze dwa rézne rozwigzania
catkowite (z,y) € Z* moga si¢ redukowaé do tego samego punktu E(F,) dla
jednej liczby pierwszej, lecz byé doskonale rozréznialne przez inna.

Aby zapanowa¢ nad wszystkimi liczbami a, naraz, konstruujemy tzw. L—funkcje
Hasse-Weila krzywej E. Uzyskujemy ja, umiejetnie zlepiajac funkcje Z,(T) dla
réznych liczb p. Dokladniej,

C(a)(s = 1)
Lele) =1 2,679

W powyzszym wzorze ((s) = Hp l-—p_‘ jest zeta-funkcja Riemanna. Zauwasmy,
ze

dla. se€C, Re(s) >1

S o —sy_ l—ap™*+p-p-
C("3“1)_1_[1-11-10" oraz Zylp )—(I—PZ’)(l—p-p")’

czyli licznik funkcji Lg(s) jest za.pro_]ektowany tak, by pochlona¢ malo dla nas
interesujace mianowniki funkcji Z,.

Nietrudno zauwazy¢, ze

=TI+ () + () + (3) ) - £

n=1
gdyz kazda liczba naturalna ma (jednoznaczny) rozklad na iloczyn poteg liczb
pierwszych.

Postepujac podobnie, otrzymujemy wzér
- .
1
LE(B) = Z Qn ;:
n=1
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gdzie wspélczynniki ap, o numerkach n bedacych liczbami pierwszymi,
pokrywaja si¢ z rozwazanymi wczesniej liczbami a,. Chcieliby$my umieé prosto

' wyznaczaé wspélczynniki a,, szeregu Lg.

Sposéb na wyznaczanie liczb a, mozna znalezé w teorii form modularnych. Sa to
funkcje zespolone, okreslone na gérnej pélplaszczyzinie H = {z € C:Im(z) > 0}
i posiadajace dosé szczegblne wlasnosci.

Aby opisaé te wlasnoéci nalezy przypomnieé, ze na pélplaszczyZnie H dziala
grupa macierzy

SLy(Z) = { [:3] :a,b,¢c,d € Z,ad - bc = 1}

cz+d’
Latwo obliczyé, ze Im(g(z)) = Im(z)/|cz + d|?. Stad wynika, ze jedli z € H, to
takze g(z) € H.

Wraz z grupa SLz(Z) dzialaja na zbiorze H wszystkie jej podgrupy. Szczegdlnie
interesujace dla nas beda grupy

T(N) = {[‘: 3] € SLy(Z) : N|c} ,
okreslone dla wszystkich liczb naturalnych N € N.

w taki sposéb, Ze macierz g = [‘: 3] przeksztalca punkt z na punkt g(z) = 2ztb

Funkcje f : H — C nazwiemy forma modularng wagi 2 dla grupy I'(N), jesli jest
meromorficzna na H, holomorficzna w nieskoriczonoéci oraz spelnia warunek

f (az + b) =(cz+ d)zf(z) dla dowolnej macierzy [Z Z] € T'(N).

cz+d

Ten ostatni warunek gwarantuje, ze forma rézniczkowa f(z)-a!z2 jest
niezmiennicza wzgledem dzialania grupy I'(N).

Zauwazmy, ze dla macierzy [51] € r‘(N ) powyzszy warunek przyjmuje postaé
f(z+ 1) = f(z), a zatem kazda forma modularna jest funkcjs okresowa
o okresie 1. Skoro tak, to mozna ja rozwinaé w szereg Fouriera:

f(z) e Zane‘z'n'z_
Zalozenie, ze f jest holomorficzna w nieskoriczonoéci implikuje, ze a, =0
dla n < 0. Jeéli ponadto zachodzi réwnoéé ag = 0, to f nazywamy formg
paraboliczna wagi 2 dla grupy ['(N).

Takie formy tworza przestrzei wektorowg S(N), na ktérej dziala pewna
algebra H, zwana algebrg operatoréw Hekkego. Jesli ,wektor” f € S(N)
(tj. pewna forma paraboliczna) nie porusza si¢ pod dzialaniem zadnego elementu
a € ‘H, to wspélczynniki a,, jego szeregu Fouriera mozna bardzo latwo wyznaczy¢
rekurencyjnie. Zmieniajac nieco dtugos¢ wektora mozna zalozyé, ze a; =1,
a wtedy obowiazujg wzory

{a,,=a,,,,,+;p-aﬂ/p dla p [N,

ap = Gnp dla p|N.

Chcialoby sie réwnie latwo wyznaczaé wspdlczynniki a,, funkcji Lg dla krzywej
eliptycznej E. Wprowadzmy wiec definicje:

Definicja. Krzywa eliptyczna jest modularna, jesli dla pewnej liczby naturalnej
N istnieje forma paraboliczna f € S(N), f = Y ane?™*, ktérej wspélczynniki a,,
pokrywayja sie ze wspélczynnikami wystepujacymi w szeregu Lg(s) =Y an .

Sens tej definicji jest taki: dla tych krzywych nie mamy problemu z
wyznaczeniem Lg.

Nastepujaca $miala, lecz bardzo trudna hipoteza prosto rozprawia si¢ z
problemem wyznaczania wspélczynnikéw szeregu Lz w ogélnym przypadku.

Hipoteza Taniyamy—Weila: Kazda krzywa eliptyczna jest modularna.
A gdzie w tym wszystkim jest schowane Wielkie Twierdzenie Fermata?
Przypusémy, ze dla nieparzystej liczby pierwszej p potrafilibySmy znalezé
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trzy calkowite liczby dodatnie a, b, c, ktére spelniaja warunek a? + b? = cP.
Frey zaproponowal w takiej sytuacji rozwazenie krzywej eliptycznej
= z(z — aP)(z — cP). Okazalo sie, ze krzywa Freya nie moze byé modularna!

: Gdybyémy wiedzieli, Zze hipoteza Taniyamy-Weila jest prawdziwa, to mielibyémy
dowéd Twierdzenia Fermata. Istotnie, gdyby réwnanie z? + y? = 2? mialo
rozwigzanie w liczbach naturalnych, to otrzymalibyémy pare zdan sprzecznych:

e Krzywa Freya jest krzywa eliptyczng i nie jest modularna.
e Kazda krzywa eliptyczna jest modularna.

Ta sprzecznoéé dowodzi, ze réwnanie Fermata rozwigzan nie ma.

Pozostaje jeszcze jeden drobiazg: nie umiemy udowodnié hipotezy
Taniyamy-Weila!

Ale jest z tego impasu sprytne wyjécie. Okazuje si¢, ze o krzywej Freya mozna
powiedzie¢ takze coé dobrego: jest péistabilna, tj. jej redukcje do wszystkich
ciat F, sg ,dobre”. W przybhzemu oznacza to, ze po redukcji wspélczynnikéw
dostajemy réwnanie postaci y? = w(z), gdzie w(z) jest wielomianem stopnia
trzeciego, ktéry ma co najmniej 2 rézne pierwiastki.

W koiicu mozemy powiedzieé, co udalo sie udowodnié A.Wilesowi: udowodnit
on, ze kazda pélstabilna krzywa eliptyczna jest modularna. Poniewas krzywa
Freya jest eliptyczna, poélstabilna i nie jest modularna, to — istnieé nie moze.
Wobec tego réwnanie Fermata nie ma rozwnqzan w liczbach calkowitych
dodatmch c.b.d.o.
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