Chodzi tu o artykuly ,Osiem” oraz
»Osiem i p6l”.

Frank Benford, fizyk zatrudniony

w General Electric Company uwazany
jest za autora tego prawa. Jak to czesto
w nauce bywa, Benford swoim artykulem
(1] przyczynil si¢ do spopularyzowania
tego problemu. Tymczasem, 57 lat
przed Benfordem, Simon Newcomb,
astronom z wyksztalcenia, edytor The
American Journal of Mathematics,
rozpoczgl prace [5] od nastepujacego
stwierdzenia: ,To, ze dziesieé cyfr nie
pojawia si¢ z réwng czestodcia musi byé
oczywiste dla kazdego, kto korzysta

z tablic logarytmicanych i widzi, ze
pierwsze strony sa bardziej zuzyte, niz
ostatnie”.

Dla liczb mniejszych od 1 chodzi
o pierwszg cyfrg znaczacg (czyli rézng
od 0).

Wybraé losowo — to znaczy wybraé kazda
liczbe rzeczywista dodatnig z jednakowym
prawdopodobieristwem.

Osiem i pél
Andrzej DABROWSKI, Wroctaw

Znowu wraca problem sensownego okreélenia prawdopodobienstwa w zbiorze
liczb. Méj wspélnik aby uniknaé klopotliwej sytuacji i aby nie straszy¢
czytelnika, uzywa slowa-wytrychu szansa, podobnie jak w teorii liczb uzywa
sie stowa gestodé ([2]). W artykule [3] pisaletn o mozliwosci wybrnigcia

z klopotliwej sytuacji przez wprowadzenie bardzo intuicyjnego pojecia
warunkowej przestrzeni probabilistycznej Rényi’ego [6].

W przypadku zadania o prawdopodobieristwie (przepraszam, szansie)
wylosowania liczby naturalnej parzystej intuicja podpowiada, ze wynosi
ono (ona?) 1/2. W pytaniu, jaka jest szansa wylosowania liczby naturalnej
zaczynajacej sie 6semka, intuicja, jak pokazal méj wspélnik, prowadzi na
manowce. Co w takim wypadku nalezaloby zrobi¢?

Rozwiazanie, podane w artykule ,,Osiem” jest matematycznie pociagajace.
Kazdej liczbie naturalnej przypisuje si¢ arbitralnie pewna wage n=7 — (n + 1)79.
Suma tych wag jest réwna 1, sa one nieujemne, wiec moga postuzy¢ jako jedna
z mozliwych propozycji na okreélenie prawdopodobienistwa na zbiorze liczb
naturalnych. Propozycji jest zreszta doi¢ duzo, bo tyle, ile mozna wybraé
wartoéci ¢ > 0. Autor zauwaza, ze dla duzych ¢ male liczby naturalne sa
uprzywilejowane. Wiec, po wyliczeniu stosownych prawdopodobienstw przy
ustalonym g, autor przechodzi z ¢ do granicy réwnej 0. I wtedy otrzymuje sig
wynik, zgodny ze spostrzezeniem Benforda (zwanym prawem Benforda):

Prawdopodobienistwo, ze liczba naturelna zaczyna sie cyfrg p wynosi
log(p + 1) — log(p).

Mnie takie rozwigzanie problemu nie w pelni cieszy. Martwi mnie dowolnosé
wyboru sposobu liczenia prawdopodobienstwa. Zaniepokojony moze by¢ tez
nauczyciel, ktéry musi przekonaé ucznia, ze wybrany przez niego sposob
obliczania prawdopodobiefistwa nie moze by¢ dowolny, ze musi wynikaé z opisu
doéwiadczenia (modelu). Udamy sie zatem na

Poszukiwanie modelu

Nie utrudnimy sobie zycia, jesli bedziemy szuka¢ zadowalajacego modelu na
zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich. Bedzie nas bowiem
interesowaé¢ odpowiedZ na pytanie:

Jakie jest prawdopodobienistwo, ie losowo wybrana liczba rzeczywista dodatnia
zaczyna sie cyfrg p.

Naszym celem jest skonstruowanie modelu losowego wyboru liczby
rzeczywistej dodatniej. Wiadomo, ze taki model w klasycznym rachunku
prawdopodobiefistwa nie istnieje. Zaproponuje model prawdopodobienstwa
warunkowego.

Osobom, nie zainteresowanym szczegdélami, proponuje teraz rozpoczaé czytanie
artykulu od definicji modelu jednorodnego.

Przypomne definicje Rényi’ego ([6], [3]):

Uklad (12,9, %, P(. | .)), gdzie

o 2 jest niepustym zbiorem — przestrzenig zdarzen elementarnych,

o o/ jest o-algebra Boole’a podzbioréw £2,

e B C & jest niepustg rodzing zbioréw — rodzing warunkdw,

® P(A | B) jest dwuargumentowsa funkcja zbioru dla A € &, B € &,
nazywamy warunkowg przestrzenig probabilistyczng, gdy spelnione sg
aksjomaty:
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1. P(A| B) jest dla kazdego ustalonego B € % prawdopodobiefstwem
w przestrzeni (2, 2,4, P(. | B)),
2. Dla kazdej tréjki A € &, B€ &, BC C, P(B | C) > 0 zachodzi
_P(AnB|C)
P(A|B) = PBIC)

W naszym przypadku przestrzenia 2 jest zbidr liczb rzeczywistych dodatnich
z rodzina zbioréw borelowskich & jako o-algebra Boole’a, ze zbiorem %
wszystkich odcinkéw na pélprostej dodatniej jako rodzing warunkéw.

Funkcja P, ktéra bedzie opisywaé prawdopodobieristwo warunkowe powinna
odzwierciedlaé nasze zalozenie o losowym wyborze liczb naturalnych. Proponuje
nastepujagcy model:

Model jednorodny
Dla kazdego a > 1 i dla kazdego u > 0 zachodzi relacja

P([au, 00) | [u,00)) = G(a)
dla pewnej funkcji skalujgcej G.

Warunek ten jest bardzo naturalny. Wyobrazmy sobie, Ze stoimy w punkcie

u na osi liczbowej i patrzymy w prawo (czyli w strone coraz wigkszych

liczb dodatnich, lub jak kto woli, patrzymy w strong plus nieskoriczonosci).
Wskazujemy losowo liczbe na prawo od tej, przy ktérej stoimy. Chcemy
oszacowaé prawdopodobienstwo, ze wskazemy liczbe co najmniej a razy od niej
wieksza. W modelu jednorodnym zakladamy, ze prawdopodobienstwo to zalezy
jedynie od wzajemnej proporcji wspéirzednych tych punktéw. Jest to wigc model
jednorodnodci wzgledem skali.

Zadziwiajace jest, ze przy takim skromnym zalozeniu mozna wyznaczy¢ w peini

szukane prawdopodobienstwo warunkowe. .

Model znaleziony!

Ustalmy na pewien czas liczbe ug > 0. Niech u bedzie dowolng liczba

rzeczywista, nie mniejsza niz uo (czyli spelniajaca nieréwnosé u > ug), natomiast

niech a > 1. Z warunku 2. definicji warunkowe] przestrzeni probabilistyczne;j

uzyskamy ciag réwnosci:

G(e) = P([ou, 00) | [u,00)) =

(%) _ P([au,00) N [u,00) | [ug,00)) _ P([au,0) | [uo, 00))
P([u,00) | [uo, 0)) P([u, 0) | [uo, 00))

Wprowadzmy oznaczenie H(u) = P([au, c0) | [ug,o0)). O funkcji tej, okreslone;

na poélprostej [ug, c0) mozna powiedzied, ze

(1) H(w)=1 i H(u)<1,
() H(w)=w=9Hw),

(3)  Hu)w=s0,

4) H(au) = G(a)H(u).

Wtasnoéé (1) wynika bezpoérednio z warunku 1, definiujacego
prawdopodobienstwo warunkowe. Podobnie, wlasnoéci (2) i (3) wynikaja
z warunku 2, gdyz, jak nietrudno zauwazy¢, funkcja 1 — H(u) jest dystrybuanta
(a kazda dystrybuanta jest lewostronnie ciggla). Wlasnoéé (3) wynika
z pierwszej i ostatniej réwnodci ciagu (x).
Funkcje G(a) mozna tez wyrazi¢ przy pomocy H:
G(a) = G(a)H(uo) = H(auo).

Poniewaz argumenty i wartoéci funkcji H sa dodatnie, wiec mozemy wprowadzié
dalsze oznaczenia (ln oznacza logarytm o podstawie e):

a=é, gdzie g > 0,

u=-¢e", uy=e",

In(H(e")) = V(v),
10
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W ten sposéb nasze podstawowe réwnanie (4) przyjmie postac:
(5) V(B+v)=V(B+uv)+V(v), gdzie >0,
(6) V(vw)=0.
Réwnanie funkcyjne (5) nalezy rozwigzac dla funkcji V' lewostronnie ciaglych,
spelniajgcych warunek (6). Latwo zauwazy¢, ze

V(2B+v)=V(B+(B+0v)=V(B+w)+V(B+v)=2V(8+w)+V(v).
Podstawiajac do powyzszego wzoru v = v i powtarza.jacc to -postqpowanie,
otrzymamy wzoér

V(kB +wvo) = kV(B+ ), gdzie k € N.
Z tego wzoru, po podstawieniu zamiast 8 warto$¢ 8/k otrzymamy
V(B +vo) = V(k(B/k) + vo) = kV(B/k + vo),

Vv (g— +'U0) = %V(ﬁ + vp).

Niech teraz w = % bedzie dowolng, nieujemna liczba wymierng. Z dopiero co
udowodnionych wzoréw wynika

k
V(w,@ + ‘Uo) = V(k(?) + 'U(]) = kV(? + ’Uo) = TV(ﬁ + 'Uo) = wV(ﬂ + ’Uo).

Niech teraz A > 0 bedzie dowolng liczba rzeczywista, {wn} ciagiem liczb
wymiernych, zbieznych lewostronnie do A. Korzystajac z lewostronnej ciagtosci
V otrzymamy z poprzedniej tozsamosci réwnanie

V(AB + vo) = AV (B + vo)-
Z drugiej strony _
V) =V(B+(-B+v) =V(B+w)+ V(-6 +v)
V(-B+v)=-V(B+w)+ V().
Weimy teraz liczba rzeczywista A < 0. Z poprzednich réwnan otrzymamy
tozsamosé:

V(A8 +vo) = V(=|AB +vo) = V(|8 + vo) = —|AIV(B + v0) = AV(B + )
Ostatecznie, V musi spelniaé réwnanie funkcyjne:

| VOMB+w) =AV(B+wu), AER, gdzie B> 0. |

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja Vj(v) = go(v — vo) spelnia to réwnanie. Oznaczmy
przez V; taka funkcje, ze V(v) = Vp(v)V1(v). Funkcja V) jest funkcja stala.
Mamy bowiem dla lewej strony réwnania definiujacego V
V(AB +vo) = Vo(AB + vo) = AV (B + v0) Vi(AB + o).
Podobnie, dla prawej strony tego réwnania:
AV (B + vo) = AVo(B + vo) Vi (B + vo).

Z por6éwnania tych dwdch stron otrzymamy réwnanie

Vi(AB+w) =Vi(B+w), A€R, B2>0.
Kladac B = 1 otrzymamy natychmiast nasza teze, ze V) jest stala. Ostatecznie,

V(v) = —g(v—1p), gdziegq>0

(V jako logarytm z H < 1 ma wartoéci ujemne).
Przechodzac do wyjéciowych oznaczen, otrzymamy

In(H (u)) = In(H(e")) = V(v) = —q(v — wo),

ug\ 9

H(u) = e~9(v=0) = (?0) :

czyli

P([u, 00) | [uo, 0)) = (%)" gdzie u > up, g > 0.
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Funkcja po prawej stronie jest ciagla, z czego wynika, ze P({u} | [uo,00)) = 0.
Oznacza to, ze w dalszych rachunkach mozemy nie zwracaé uwagi na konce
przedziatu, ktérego prawdopodobienistwo chcemy obliczy¢.

0d razu warto obliczy¢

'%q "_(“_bg)q, dla uo < u,
P([a,b] | [0, 00)) =4 ; _ (“.bﬂ)“ dla ug € (a,b),
0, dla ug > b.

Przy okazji otrzymali§my postaé¢ funkcji skalujacej G(a)

G(a) = H(aug) = a™".
Zauwazmy, ze im ¢ jest blizsze 0, tym mniejszy jest wptyw funkcji skalujacej na
obliczenie prawdopodobienistwa P([au,o0) | [uo,00)) = G(a) = a™%. A wigc, dla
g bliskich 0 prawdopodobienistwo to jest niezmiennicze wzgledem skali.

Uzywajac naszego poréwnania z patrzeniem w prawo na of liczbowa, ¢ jest
wspolczynnikiem odpowiedzialnym za zasieg naszego patrzenia — im g jest
blizsze 0, tym latwiej zauwazyé daleka liczbg. Na przyklad, prawdopodobierstwo
zauwazenia liczby 100 razy wiekszej niz najmniejsza z dostepnego nam zakresu
wynosi: 0,1 dla ¢ = 0,5, 0,40 dla ¢ = 0,2, 0,63 dla ¢ = 0,1 i 0,96 dla ¢ = 0,01.

Pora wiec na odkrycie kart i
Obliczenie prawdopodobienistwa, ze liczba zaczyna 6semka

Oznaczmy przez D, zdarzenie, polegajace na tym, ze pierwsza cyfra znaczaca
(czyli pierwsza cyfra rézng od 0) losowo wybranej liczby dodatniej jest p
o0

(p=1,2,...,9). Nietrudno zauwazyé, ze Dp = |J [10™p,10™(p +1)).

m=—=00
Niech po bedzie pierwsza cyfra znaczaca uo. Wtedy uo = 10%z, gdzie 1 < z < 10,
po = (2], t € Z (gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych).
Rozwazymy dwa przypadki
Przypadek 1. z jest liczbg catkowitq.
Wtedy

=t d >
< 10™ t m m » BAY P = Do,
ug < 10™p > 10°pp, < 10 pﬁ{m>t, gdy p < po.

Natomiast nieréwnosé
10™p < up < 10™(p+1) & 10™p < 10%py < 10™(p + 1)
nigdy nie zachodzi.

Stad

P(D, | [uo, ) = é((%)q—(m_io—(%"j)q)’ gdy p > po,

10¢pg q 10tpo q
m;m((m"‘p) N (m_m(pTl)) ) gdy p < po,

co upraszcza si¢ do wyrazenia:
qp_q - (P + 1)_q

P(D 0 1—10-9 ) ngPZPO:
( p|[’u.o,00))— Po qqp“'q-—(p—}-l)_q edy p < o
10/ 1-10"¢ ‘
Przypadek 2. z nie jest liczbg catkowitq. '
Wtedy
< 10™ t m m=t, gdyp 2 po,
uy < 10™p < 10°2 < 10 p@{m>t, 2y < o
oraz

10™p < up < 10™(p+1) & 10™p < 10°2 < 10™(p+ 1) ©m =1tip=po.
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Analogicznie, jak w przypadku 1,

[ > () - (mtr)
)

) , gdyp < po,
m=t+1

> ((%p)q B (10m(?+ ) q)*

P(Dp | [ug, 0)) = { m=t+1 :
0 _

| t(( g’“p) ( om(?+1))q) gdy p > po.

Podsumowujac, otrzymamy ostateczny wynik:

-+
( ) e gdy p < po,
T—(p+1 g %7
P(Dy | [ug, 00)) = ( )p 1_(1;0 q) +1—(m), gdy p = po,
—9 — (p+1)‘?
dy p > po.
1-“10'3 ) gayp Po

Ostateczna warto$é prawdopodobienstwa, ze liczba rzeczywista zaczyna sig cyfra
p, gdy ograniczymy sie do liczb nie mniejszych od ug wynosi:

((z\'p-(p+1)~¢
L Y B BT d ,
(10) 1= 10-9 ; gdy p < po
BRAET 1
10 1-10-9
q
P(D, | [ug,00)) = {4 : - [E =
(Dyp | [uo,00)) +1 (p+1), gdy p = po, 2 > po,
pi= (pl )
q i s
1— 10-¢ ) ngP—PD:Z—P{),
= (pl) e
q d
| T gdy p > po,

gdzie po jest pierwsza cyfra znaczaca up = 10z i gdzie 1 <z<10,teC.

Z tego olbrzymiego wzoru na prawdopodobienstwo widaé, ze nie zalezy ono od
cechy t liczby ug. Ciekawe jest tez to, Ze na prawdopodobienstwo wplywa fakt,
czy W ug jest jedna, czy wiecej cyfr znaczacych.

Dla modelu niezmienniczego wzgledem skali zachodzi, niezaleznie od ug, prawo
Benforda

P(D, | [ug, 0)) £20% log (%’i).

W niezwykle ciekawej pracy [5], gdzie podana jest obszerna historia prawa
Benforda, oraz gdzie omdéwione sa rézne, matematyczne metody podejscia
do tego problemu, przedstawiona jest tablica liczb, przedstawiajaca czestosé
pojawiania sie pierwszej cyfry znaczacej w réznych zbiorach danych.

Prawo Benforda 0,301 0,176 | 0,125 | 0,097 | 0,079 | 0,067
Tablice matematyczne | 0,306 | 0,185 (0,124 | 0,094 | 0,080 | 0,064
Elektrycznosé 0,316 0,167 (0,116 | 0,087 | 0,085 | 0,064
Miejscowodci 0,190 (0,200 }0,185 | 0,168 | 0,098 | 0,065

W powyiszej tablicy w pierwszym wierszu wystepuje prawdopodobieristwo
wedlug prawa Benforda, w drugim - dane z tablic matematycznych o masach
atomowych 91 pierwiastkéw, w trzecim - sg dane od 1243 mieszkancéw
Wysp Salomona, ktérych zuzycie elektrycznoéci w pazdzierniku 1969 roku
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przekraczalo 1 kilowatogodzine, wreszcie w ostatnim wierszu — dane, zawierajace
liczbe mieszkafcéw miejscowosci w pigciu stanach USA w latach 1960-1970,
przekraczajacych 2500.

W ostatnim wierszu tablicy widaé wyrazne odstgpstwo od prawa Benforda.
Moim zdaniem wynika to z dwdch faktow:
(i) dane nie zaczynaja sie od potegi 10 (jak w innych danych, przytoczonych
w tablicy), ani nie sa wieksze od liczby o jedne] cyfrze znaczacej
(uo = 2500),
(i) wspolczynnik g jest odlegly od 0.

W tablicy, ktéra podaje ponizej (za [5]), w wierszach sa podane
prawdopodobiefistwa przy réznych g, dla up, bedacego potega 10 z wyjatkiem
ostatniego wiersza, gdzie ug jest réwne 2500. Widac, ze dane z tablic Raimiego
mozna dobrze przyblizyé przez obliczone przez nas prawdopodobienstwa:

dla danych z tablic matematycznych z ¢ = 0,02 i dla danych o elektrycznoéci

z ¢ = 0,06. Stanowi to pewien przyczynek do oszacowania, jak daleko s3 te

dane od liczb spelniajacych prawo Benforda, gdzie ¢ = 0. W ostatnim wierszu
staralem sie uzyskaé¢ prawdopodobiefistwa, zblizone do danych o miejscowosciach
w USA. Wspétczynnik ¢ w tym przypadku ma warto$¢ 0,84.

0,020,306 | 0,177 {0,125 | 0,096 | 0,078 | 0,066
0,060,316 | 0,179 | 0,124 .0,095 0,077 | 0,064

20,758 | 0,140 | 0,049 | 0,023 | 0,012 | 0,007
0,5|0,4280,190|0,113 {0,077 | 0,057 | 0,044
0,2 0,351 | 0,184 | 0,122 | 0,090 | 0,070 | 0,057
0,050,313 /0,178 [ 0,124 | 0,095 | 0,077 | 0,065

0,840,161 0,201 | 0,215 0,135 | 0,093 | 0,068

A dla mitoénikéw ésemki i czytelnikéw artykutu K. Omiljanowskiego wyréznitem
w obu tablicach prawdopodobiefistwo otrzymania ésemki na poczatku losowo
wybranej liczby.
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