Kilka scen z zycia spiral,

czyli o reinkarnacji i klonowaniu w matematyce

Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

Celem tej pracy jest uwidocznienie (na jednym
wybranym przykladzie) zwigzkéw matematyki

7 otaczajaca nas rzeczywistoscig. Z tego punktu
widzenia wazna role w tym tekscie odgrywaja obrazki.
Dostarczaja one nie tylko wrazeri estetycznych lecz
réwniez pokazuja, ze: przedmiotem matematyki
jest rzeczywisto$é, a sama matematyka jest
uniwersalna: nie ma rzeczy, ktéra bylaby jej
obca (to stowa Hugona Steinhausa zaczerpnigte

z przedmowy do Kalejdoskopu matematycznego).

Spirale prezentowane w tej pracy sa pretekstem do
zwrécenia uwagi na jeszeze jedno zjawisko, ktdre
skrétowo okreélitem jako reinkarnacja i klonowanie.
Przypomnijmy, reinkarnacja oznacza w niektérych religiach
Wschodu wiare w wielokrotne odradzanie si¢ czlowieka po §mierci.
przez wstgpowanie jego duszy w cialo innej istoty (wedréwka dusz),
natomiast klonowanie to rozmnazanie in vitro osobnikéw o z géry

ustalonym (czytaj: ulepszonym) skladzie genetycznym otrzymanym
dzigki inzynierii genetycznej przez rekombinacje gendw.

Istotng rzecza w kulturotwérczym procesie tworzenia
i przekazywania wiedzy (w tym matematyki)

jest wskazywanie co stworzyli nasi poprzednicy

i uzupelnianie, doskonalenie tego wlasnymi ideami.
W przypadku matematyki wiaze sie to nierozerwalnie
z poziomem kultury matematycznej jaki prezenujg
nadawcy i odbiorcy. Kultura matematyczna to
oczywiscie element kultury jako takiej, ale wyrdznia
ja specyficzna umiejetno$é strukturalnego patrzenia
na éwiat i dostrzegania matematyki tam, gdzie inni jej
by¢ moze nie widzg.

1. Spojrzenie na sztuke (starozytna)

Wyobrazmy sobie obracajace sie koto garncarskie
(wynalezione w Mezopotamii w koricu IV tysigclecia
p.n.e.), po ktérym ktos od $rodka do brzegu pociggnal
patykiem. Powstaje wtedy rysa (rys.1), ktérg
nazywamy spiralg.

Rys. 1

Mozemy domniemywaé, ze linie spiralne (jako dzieto
rak ludzkich) od pradziejéw dostarczaly ludziom
przyjemnych wrazen estetycznych. Takie motywy
dekoracyjne, o charakterze by¢ moze mistycznym,
pojawiaty sie w réznych kulturach. Oto kilka
przyktadéw (rys. 2, 3, 4, 5, 6, 7).
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Jest to zapis wykladu wygloszonego
na XX Szkole Matematyki Pogladowej
Kultura matematyczna, teoria i zbidr
zadast, Grzegorzewice, styczer '98.

(pilnocncgn) Egipte

Rys. 2. Jest to jeden z pierwszych dokumentéw w historii Egiptu
tzw. paleta Narmera (legendarnego Mensema) upamigtniajaca
zjednoczenie Gérnego i Dolnego Egiptu przez pierwszego
dynastycznego wladce. Po jednej stronie nosi on Bialg Korone
wlasnego kraju, a po drugiej ma juz Czerwong Korong podbitego
Dolnego Egiptu. Ok. 3100 r. p.n.e., wysoko$¢ 63,5 cm [Muzeum
Egipskie, Kair].

Rys. 3. Gliniany dzbanek na
wode z Fajstos (Kreta) z okresu -
kultury minojskiej wykonany
ok. 1800 r. p.n.e. [Muzeum
Archeologiczne, Iraklion].

Rys. 4. Gliniany dysk z Fajstos (Kreta) o $rednicy 16 cm pokryty
jest ulozonymi spiralnie znakami obrazkowymi (hieroglifami),
ktérych nie udalo sig jeszcze odczytaé. Wykonany ok. 1650-1600 r.
p.n.e. [Muzeum Archeologiczne, Iraklion]. Czy nie tkwi w tym idea
wspélczesnych plyt CD?
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Rys. 5. Matpa z plaskowyzu Nazca (Peru) wykonana przez Indian
miedzy rokiem 500 p.n.e. a 500 n.e. Rysunek tworzy jedna linia
ciagla. Ze wzgledu na swoje rozmiary (kilkudziesi¢ciu metréw)

w calej okazalosci jest on dostrzegalny z lotu ptaka. Rysunki

z plaskowyzu Nazca opisal po raz pierwszy ok. 1920 r. archeolog
Julio Tello. Ich przeznaczenie nie zostalo jeszcze wyjasnione.

Rys. 6. Naramiennik brazowy z okresu kultury luzyckiej, ok.
1400-1100 r. p.n.e.
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Rys. 7. Fragment wschodniej bramy pierwszej stupy [stupa, to
masywna budowla (zabytek buddyjski) nie posiadajaca wnetrza,
w ktérej relikwie zamykano w czasie wznoszenia] w Saiiéi (Indie)
pochodzacej z II-I w. p.n.e.

2. Spirala Archimedesa

Wydaje sig, ze do czaséw Archimedesa (278-212 r.
p.n.e.) matematyczna struktura linii spiralnych

nie wzbudzala wiekszego zainteresowania. Dopiero

w rozprawie O linii spiralnej Archimedes wykazal
kilka wlasnoéci spiral, ktérych charakterystyczna
cecha jest to, ze odleglosé pomiedzy 2wojami jest
wszedzie taka sama. Nazywamy je dzisiaj spiralami
Archimedesa. Mechaniczne okreslenie takiej krzywej
jest nastepujace:

jest to krzywa jaka zakresla punkt plaszczyzny
M poruszajacy sie ze stala predkoscia wzdluz
polprostej o poczatku O, gdy ta pdlprosta
jednoczeénie obraca si¢ wokét punktu O ze stala
predkoécig katowa (rys. 8).
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We wspélirzednych biegunowych spirale Archimedesa
opisuje réwnanie r = a - , gdzie a > 0 jest
parametrem, r jest dlugoécia promienia wodzacego
punktu M (r = |OM]|), a p jest miara kata, jaki
zakreélil promien wodzacy. W szczegdlnodci dla

¢ = 2 otrzymujemy punkt A;, dla ¢ = 4w punkt
As, itd. Punkty te leza w réwnych (!) odstepach:
|A1'A,;+1| = 2’:1‘0., 1= 1,2, i ¥

We wspomnianej rozprawie Archimedes wykazal m.in.,

ze:
¢ Pole powierzchni ograniczonej pierwszym
zwojem spiralir = a- ¢ (0 < ¢ < 27) i osia
biegunowa jest réwne 1/3 pola kola
o promieniu |[OA| = 2ma (rys. 9).

Wazorowo zastosowal w tym przypadku metode
wyczerpywania, patrz [2, str. 130].

Rys. 9

e Styczna poprowadzona do spiralir =a- ¢
w punkcie M (rys. 10) tworzy z promieniem
wodzacym OM Kkat d spelniajacy warunek
tgd = .
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W rzeczywistosci Archimedes wykazal ogélniejsza
zaleznosé, ktéra we wspoélczesnej terminologii mozemy
zapisaé jako: tgd = r/r', patrz (2, str. 136; 4, str. 10].

Uwaga. Mozliwe jest konstrukcyjne wyznaczenie
stycznej w punkcie M nalezacym do spirali
Archimedesa r = a - ¢. Prowadzimy prostopadla
do promienia wodzacego OM przechodzaca przez
punkt O. Przecina ona okrag o $rodku w punkcie
O i promieniu a w punkcie N (rys. 11). Prosta
prostopadta do odcinka N M przechodzaca przez
punkt M jest poszukiwana styczna (dlaczego?).

Rys. 11

Archimedes zauwazyl, ze dzieki drugiej

z wymienionych wlasnosci, spirale r = a - ¢ mozna
wykorzysta¢ do rozwiazania trzech stynnych
probleméw

Rozwigzanie problemu rektyfikacji okregu

Zadanie rektyfikacji (= wyprostowania) okregu
polega na wyznaczenia odcinka, ktérego dlugosé

jest réwna dlugosci danego okregu. W punkcie O
(rys. 12) wystawiamy prostopadly do osi biegunowej,
nastepnie w punkcie A kornczacym pierwszy zwoj
spirali Archimedesa rysujemy styczng. Proste te
przecinaja sie w takim punkcie C, ze dlugos¢ odcinka
OC jest réwna dlugoéci okregu o promieniu |OA|.
Mamy bowiem:

loC] _
04 ~ tgd
i
tgéd = 2,
a stad
|OC| = 27 - |OA|.




Rozwigzanie problemu kwadratury kota

Problem kwadratury kola polega na wyznaczeniu
kwadratu o polu réwnym polu danego kota. W wyniku
poprzedniej konstrukeji tréjkat AOC ma pole réwne
polu kota o promieniu |OA|:

Ppoc = % -10C| - |0A| = = - |0A|*.

Wykreélenie teraz kwadratu o polu réwnym 7 - |0 A|?
nie sprawia trudnoéci (rys. 13). Na przedluzeniu
odcinka OC odkladamy taki odcinek OA', ze |OA'| =
|OA]. Odcinek A'C dzielimy na polowe punktem O’

i z niego promieniem 1 - |A’C| zakreslamy pélokrag.
Przecina on przedluzenie odcinka OA w punkcie B.
Wéwezas |OB| = 1/|0A’| - |OC|. Na odcinku OB
jako na przekatnej budujemy kwadrat. Jego pole jest
réwne:

O0B|\? 1 1
('-\75-') =z |OBJ? = 5104]-10C| == |OA]2.

Rys. 14

Rys. 13
Rozwigzanie problemu trysekcji kgta

Zadanie polega na podzieleniu danego kata na trzy
réwne czesci. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
dany mamy kat AOB: |ZAOB| = ¢. Z punktu O
zaczynamy rysowaé spirale Archimedesa (jedno ramie
kata traktujemy jako o§ biegunowa). Przetnie ona
drugie ramie w punkcie C (rys. 14). Dzielimy odcinek
|OC| = a - ¢ na trzy réwne czeéci takimi punktami
N1, N, ze |ON,| = |N1 N2| = |N,C|. Nastepnie
promieniami |ON,|, |ONs| zakreslamy tuki, ktére
przecinaja spirale w punktach M;, M3, odpowiednio.
Wéwczas proste OM,, OM;, dziela kat ¢ na trzy réwne
czeci: a- a = |OMy| = |ON,| = 3|OC| =} -a- ¢
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Rys. 12

Klasyczne problemy starozytnych Grekéw, to
wykonanie powyzszych zadan, ale jedynie za pomoca
cyrkla i linijki. Dopiero w XIX w. udowodniono,

ze zadnego z tych zadan w ogélnym przypadku nie
mozna wykonaé §rodkami klasycznymi. Méwia o tym
wyniki P.-L.Wantzela (1814-1848(7)) z 1837 r., oraz
F. Lindemanna (1852-1939) z 1882 r.

Zatem spirala Archimedesa jest krzywag, ktdrej nie
mozna wykreslié cyrklem i lingjkg!

Zwrdéémy jeszcze uwage na zwiazek jaki zachodzi
pomiedzy spirala Archimedesa, a szeregiem
arytmetycznym. Wybierzemy dowolny kat, powiedzmy
a > 0. Z punktu na spirali zaznaczymy kolejne
punkty otrzymane w wyniku zakreslenia promieniem
wodzacym wielokrotnosci kata . Diugoéci promieni
wodzacych rqy,72,73, ... tak wyznaczonych punktow
tworza cigg arytmetyczny (rys. 15). Jezelir = a - ¢,
torz=a-(p1 +a), r3 =a- (¢1 + 2a). Zatem

Ty = %(rl + r3), czyli kazdy promier jest $rednig
arytmetyczna promieni z nim sasiadujacych.

Rys. 15




Spirala Archimedesa znalazia zastosowanie w technice
do zmiany jednostajnego ruchu obrotowego na zwrotny
jednostajny ruch postgpowy (rys. 16).
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Rys. 16. Profilem krzywki, o ktéra opiera si¢ dociskana prowadnica
s dwa luki spirali Archimedesa. Przeciwlegle punkty na profilu
krzywki maja stalg odleglosé.

W okresie Odrodzenia dzigki pracom Galileo Galilei
(Galileusza) (1564-1642), P. de Fermata (1601-1665),
R. Descartesa (Kartezjusza) (1595-1650) nastgpilto
ponowne zainteresowanie liniami spiralnymi.

Z powodzeniem badano wéwczas:

spirale Galileusza o réwnaniu biegunowym r = a - 6?
(rys. 17);

spirale Fermata (zwang tez paraboliczng) o réwnaniu
biegunowym 7 = a - V8 (rys. 18).

Rys. 17

Mylry, 6,1

Rys. 18
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Spirala Fermata charakteryzuje si¢ tym, ze dla
rosnacych wartosci 8 odlegloéci pomigdzy kolejnymi
zwojami spirali maleja do 0.

3. Podgladanie przyrody

Innego rodzaju spirale mozna zaobserwowac

w przyrodzie, i to w tej dynamicznie si¢ zmieniajacej
jak i w skamienialoéciach. Na przyklad, ksztalty
spiralne przyjmuja uklady chmur widziane na
zdjeciach satelitarnych (rys. 19), czy tez wielkie
gromady gwiazd i materii miedzygwiazdowej zwane
galaktykami (rys. 20).

Rys. 20. Galaktyka spiralna M51 w gwiazdozbiorze Psy Goiicze
(niebo péinocne).

W skamienialoéciach amonitéw (rys. 21), czy tez
dzisiejszych lodzikéw (Nautilius) (rys. 22) uderzajace
jest jak dokladnie szerokosci kolejnych zwojéw
podlegaja prawu postepu geometrycznego.



Rys. 21. Amonity (Ammonidea) to wymarle glowonogi drapiezne
zyjace od 400 do 66 min lat temu. Muszle (szkielet zewngtrany)

o wymiarach od 1 cm. do 3 m. stanowily ostong przed drapieznikami
oraz podpore dla migkkiego ciala. Pelnily réwniez funkcje
hydrostatyczng dajac mozliwosé balansowania na réznych
glebokosdciach.

Rys. 22. Skorupa glowonoga lodzika (Nautilius) o $rednicy ok.
25 cm. Zamieszkuje on Ocean Spokojny od Plw. Malajskiego do
Fidzi na glebokosci 200-600 m. Jest jedynym zyjacym od triasu
priedstawicielem glowonogdw czteroskrzelnych.

Kolejnych przykladéw mozemy szukaé wéréd
zachowan réznych zwierzat. Pajak krzyzak (Araneus
diadematus) buduje swoja sie¢ w ten sposéb (rys. 23),
ze wspolérodkowe lepkie nici prowadzi (idac od
érodka) prostopadle do ,szprychy”, na ktérej zaczepia
ni¢, az dojdzie do nastepnej, itd.

Rys. 23

Niektére owady poruszaja sie stosujac zasade stalego
kata pomiedzy ich ruchem, a promieniami §wiatla.

W ten sposéb porusza sie np. ¢ma (motyl nocny)
wokél zaréwki zapalonej w ciemnym pokoju. Nie cheae
straci¢ orientacji w przestrzeni stara sie zachowa¢ staly
kat z kierunkiem §wiatla. Poniewaz w tym przypadku

40

promienie éwiatla nie sa réwnolegle (rozchodza
sie promieniécie), wiec éma porusza si¢ po torach
spiralnych.

Przy odrobinie checi linie spiralne mozna réwniez
dostrzec patrzac na wypelhiony nasionami kwiat
dojrzalego stonecznika olbrzymiego (Helianthus
mazimus).

4. Spirala logarytmiczna

Jezeli $rednig arytmetyczna ro = 1(r1 + r3) (rys. 15)
zastapimy érednia geometryczna ro = /Ty - 73, tO
otrzymamy inng spirale, tzw. spirale logarytmiczng.
Po zlogarytmowniu stronami ostatniego wzoru
mamy: Inry = 1(Inr; + Inrs), co oznacza, ze w tym
przypadku logarytmy kolejnych promieni tworza ciag
arytmetyczny. Stad we wspélrzednych biegunowych
dostajemy wzdr na spirale logarytmiczng (rys. 24):

Int=a-plubr=e"%.

Rys. 24. Posuwajac si¢ wzdluz spirali logarytmicznej krokami
o stalym kacie érodkowym dostajemy ciagg geometryczny promieni
wodzgacych: 7y, 72,. ..

Dla tej spirali, jeéli:
e a > 01 ¢ roénie bez ograniczen, to spirala ,rozwija
sie” do nieskonczonodci (rys. 25);

Rys. 25
e o = 0, to otrzymujemy okrag o promieniu r = 1;
e a < 0, to otrzymujemy spirale, ktéra ,zwija sig”
asymptotycznie do érodka ukladu wspéirzednych w
miare jak ¢ dazy do nieskonficzonodci (rys. 26).

Myl1,0)

Rys. 26




Spirale logarytmiczne nie maja ani poczatku ani
konica.

Odkryjemy teraz jedna z wlasnosci spirali
logarytmicznej r = e*¥. Z rozwazan Archimedesa
wiemy juz, ze styczna w punkcie M (nalezacym

do spirali) tworzy z promieniem wodzacym OM

kat & spetniajacy warunek: tgd = r/r’. W naszym
przypadku, tgd = 1/a o ile a # 0. Oznacza to, ze
spirala ta (réwniez okrag jaki otrzymujemy, gdy a = 0)
ma nastepujaca wlasnosé: kqt 6 miedzy styczng

do spirali logarytmicznej, a jej promieniem
wodzgcym, jest staty niezaleinie od polozenia na
spirali punktu stycznosci (rys. 27). Przypominajac
sobie co zaobserwowaliémy w przyrodzie, widzimy

ze przyroda od milionéw lat wykorzystuje spirale
logarytmiczne! Ciekawe dlaczego (w czym) sa one
lepsze od innych?

Rys. 27

Problem. Czy mozna konstrukcyjnie wyznaczyé
styczna do spirali logarytmicznej (gdy a # 0) w danym
jej punkcie?

Badanie spirali logarytmicznych zapoczatkowal
wspomniany juz R. Descartes. Omawia on ich
wlasnosci w listach z 1638 r. do franciszkanina

M. Mersenna’a (1588-1648). Jacob Bernoulli
(1654-1705) tak byt zafascynowany ta krzywa,

ze poéwiecil jej traktat Spira mirabilis (Cudowna
spirala). Wielkie wrazenie wywarlo na nim jej
samopodobienistwo — jednokladne przeksztalcanie
spirali logarytmicznej wzgledem jej srodka daje ten
sam efekt, co jej obrét o pewien kat (rys. 28).

Rys. 28. Powigkszenie spirali logarytmicznej wyglada na jej
obrécenie.
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Réwniez ewoluta, krzywa spodkowa spirali
logarytmicznej jest spiraly logarytmiczng. Zauroczony
ta krzywa, Jacob Bernoulli zyczyt sobie by wyryé

jej ksztalt na jego nagrobku wraz z inskrypcja

Eadem mutata resurgo (taka sama niezaleznie od
zmian). I rzeczywiscie na jego nagrobku w Katedrze

w Bazylei jest spirala, ale Archimedesa (!), ot taki zart
potomnych.

Podobnie jak spirala Archimedesa, tak i spirala
logarytmiczna znajduje zastosowanie techniczne —
luk spirali logarytmicznej jest grzbietem zeb6w noza
frezerskiego (rys. 29), dzieki czemu uzyskuje sie staty
kat skrawania.

5. Dhugosé spirali

Pewne wlasnoéci linii spiralnych zdaja sie wymykaé
naszej obserwacji — na ktérym obrazku (rys. 30) widad
jedna, a na ktérym dwie spirale?

e m

Zadziwiajace jest jak niewiele nasza intuicja moze nam
poméc w ,zobaczeniu”, ktéra ze spiral (rys. 31) ma
dlugosé¢ skonczong, a ktéra nieskonczona?
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Rys. 30
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Rys. 31




Przypatrzmy sie dwum spiralom wielokatnym
otrzymanym wedlug przepisu:

Wybieramy malejacy ciag liczb dodatnich

a; > az > ... Rysujemy pionowo odcinek o dlugosci
a;. W jego gérnym koricu (skrecajac w prawo)
prostopadle dorysowujemy ponownie odcinek a;, ktéry
przedluzamy o odcinek as. Nastepnie, po wykonaniu
zakretu w prawo, znéw prostopadle dorysowujemy
odcinek as, itd. (rys. 32).

Rys. 32

Dlugosé takiej spirali jest réwna: 2(a; +az +...).
Jezeli wybierzemy ax = ¢, k = 1,2,..., to otrzymamy
spirale o nieskoriczonej dlugosci, ktdéra miesci sie na
ograniczonym obszarze! Gdyby

1 1

1+§+5+...=L<+00,
o 1 1 1 1 1 1
—+-+4+...==-(1+=+=-4+...) ==L
2 t1” 2(+2+3+ ) 3
i
1 1 1 1 1
i = S B [ 2 5 — B
Lo o 2 (2+4+ ) S L,
alel1> 3, 3>4%,..., wiec
el sl
gttty tg oo
sprzecznosc.

Natomiast wybér a; = ¢*~1, k = 1,2,..., gdzie np.
g = 0,95, prowadzi do spirali wielokatnej o dlugosci
2- '1#’95 =40 (I'ys. 33).

= L

Rys. 33. Po lewej stronie spirala o nieskoriczonej dlugosci, po prawej
za$ stronie spirala ma dlugoé¢ skoriczona.
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Méwige o spiralach wielokatnych mozemy wskazaé

i inne sposoby ich tworzenia. Wezmy na przyklad
tréjkat réwnoboczny o bokach diugosci 1 (rys. 34).

W ten tréjkat (jak na rysunku) wpisujemy mniejszy
tréjkat réwnoboczny, itd. Eaczac ze soba odpowiednie
odcinki (polowy dlugosci bokéw wpisanych tréjkatéw)
wykreélamy spirale, ktérej dtugos¢ wynosi 1.

(a) (b)
Rys. 34

Dlugosé tej spirali mozna oczywiscie obliczyé
wykorzystujac wzér na sume nieskonczonego ciggu
geometrycznego, ale mozna tez dostrzec podobienstwo
spiral z rys. 34(a) i (b), czes¢ (b) otrzymalismy

z czefci (a) przez usuniecie zewnetrznego tréjkata.
Jezeli spirala z czeéci (a) ma dlugosé S, natomiast
spirala z czesci (b) ma dlugoéé s, to zaleznosé¢ miedzy
tymi wielkoéciami jest nastepujaca: s = 1S (proporcje
dlugosci odpowiednich odcinkéw pomiedzy tymi
tré6jkatami wynosza 3). Z drugiej strony: S = § + s,
skad S=1+35iS=1. ‘

W nastepnym przyktadzie podzielmy kazdy bok
jednostkowego kwadratu w stosunkua: b (a+b=1,
a > 0, b > 0) poruszajac sie zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara. Punkty podziatu kolejno taczymy
otrzymujac kwadrat o boku h = va? + b2, z ktérym
powtarzamy opisana procedure, itd. (rys. 35).

(b)
Rys. 35

Laczac teraz odpowiednie odcinki otrzymujemy spirale
o dlugosci § w przypadku (a). Spirale na rysunku

(b), o dlugosci s, otrzymali$my przez usuniecie
zewnetrznego kwadratu, wiec dzieki proporcjonalnosci
tych figur mamy:

s=h-S=+va2+b. 8.




Z drugiej strony:
S=s+a,

S=vVaZ+b- -S+a.
o _a(l+va?+b?) _

Tl VaEip 1-a-p
_a(l++va?+8?)  1+V22-2b+1

- 2ab - 2b ’
bol-—a?—b*>=2aboraza=1-b. Gdy b— 1),
otrzymujemy gladka spirale o dlugosci 1.

Analogicznie mozemy tworzy¢ spirale oparte na
regularnych n-katach (rys. 36, n =5).

N
>

Rys. 36

Jezeli przyjmiemy, ze dlugo$é boku wyjsciowego
n-kata wynosi L, to dlugos¢ pierwszego odcinka spirali
wynosi 1 L. Kolejny wpisany n-kat ma bok diugosci
l=L-cos(Z) (rys. 37).

Rys. 37 .

Poniewaz stosunek dlugoéci bokéw wpisanego n-kata
i n-kata wyjéciowego wynosi cos(X), wiec diugos¢ calej
spirali wynosi

L

S=1u—wqyy

Problem. Jaka jest dlugo$é spirali otrzymane;j

w analogiczny sposéb, jesli kazdy bok n-kata jest
podzielony w ustalonej proporcji tak, jak bylo to
w przypadku kwadratu (rys. 35)7
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Zamiast spirali wielokatnych mozemy réwniez tworzy¢
spirale gladkie wykorzystujac opisane juz wcaedniej-
konstrukcje. Zauwazmy, ze spirala wielokatna (rys. 32)
byla budowana z katéw prostych o ramionach
jednakowej dtugoéci ax. Kazdy z nich obejmuje
czwarta cze$é okregu o promieniu ax. Odpowiednie
polaczenie tych tukéw (rys. 38) daje gladks spirale,
ktérej dtugodé wynosi :

o] 1 - oo
z'?ﬂ'ﬂk:E;ak.

x*
Il

1

Rys. 38

Ma wiec ona skoriczong dlugosé dla ag = g*~1,

0 < ¢ < 1 oraz nieskoficzona dla ax = §, k=1,2,...
Wracajac do rys. 31, spirala po lewej stronie ma
dlugosé nieskonficzona, natomiast spirala po prawej
stronie ma dlugo$¢ skoficzona.

Méwiac o spiralach gladkich zwréémy uwage na dwie
szczegolne spirale utworzone w zlotym prostokgcie
(stosunek dlugosci boku diuzszego do krétszego jest
réwny ¢ = 3(1+ V/5)) (rys. 39) lub w ztotym trdjkgcie
(to tréjkat réwnoramienny, w ktérym stosunek
dlugoéci ramienia do podstawy wynosi ¢; inaczej: katy
przy podstawie majg po 72°, a kat przy wierzchotku
36°) (rys. 40).

Rys. 39. Jesli przeprowadzimy te konstrukcje zgodnie z idea
wskazang na rys. 32, gdy ax = ;LJ:T' k=1,2,..., to dlugodé tak

otrzymanej zlotej spirali wyniesie (3 + V/5) - b




Rys. 40. Czy jest to spirala podobna do spirali z rysunku 397 Jaka
jest jej dlugodé?

Spirale te maja szczegdlny walor estetyczny, oparte
sa bowiem na zlotej proporcji. Kanon ten najpierw
§wiadomie stosowali starozytni Grecy w architekturze
(Iktinos, Kallikrates przy wznoszeniu Partenonu

w Atenach), rzezbie (Fidiasz), a nastepnie artysci
Renesansu (Leonardo da Vinci, Michal Aniol
Buonarroti).

6. Sztuka w matematyce

Pojawienie sie¢ komputeréw (H. H. Aiken (1900-1973),
I1.1944 r.), a wraz z nimi nowej jakosci ludzkiego
dzialania otworzylo przed matematyka niespotykane
dotychczas mozliwosci — wykonywanie matematycznych
eksperymentéw. Uzyskane w ten sposéb fakty nie
pozostaja bez wplywu na nasza matematyczna
wrazliwosé.

Na przyklad za pomoca komputeréw sprawdzono, ze
dla liczb naturalnych zo < 259, po skoriczonej iloci
krokéw procedura L. Collatza:

1 .
Tnyy = 5.’:;,1 o ile z, jest parzyste

albo

ZTn+1 = 3T, + 1 0 ile z, jest nieparzyste,
gdy n=0,1,2,... doprowadza nas do 1. Czy tak jest
dla wszystkich liczb naturalnych? Dotychczas tego nie
wiadomo, cho¢ eksperyment matematyczny zdaje sie
to potwierdzac.

Rodzi to naturalne watpliwoéci: jak bardzo jeste$my
sktonni wierzyé¢ eksperymentom matematycznym
(obliczeniom komputerowym) skoro przerastaja

one nasze mozliwoéci sprawdzenia ich? Zostawmy

te watpliwoéci na boku i przenie$my sie na chwile

w §wiat matematyki eksperymentalne;j.

Rozwazmy na plaszczyznie XOY dwa przeksztalcenia
afiniczne:

(z59) =, (—0,4z — 1;-0,4y + 0,1)
(z;y) — (=0,76z — 0,4y; 0,4z + 0,76y).
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Wybieramy dowolny punkt plaszczyzny (o, o)

i tworzymy zbiér {(zo,¥o), (z1,%1),- ..}, gdzie kazdy
nastepny punkt otrzymujemy dzialajac na punkt
poprzedni losowo wybranym odwzorowaniem ze zbioru
{S,T}. Czy wystarcza nam wyobrazni, aby ,zobaczy¢”
co otrzymamy? Czy mozna gdzie§ tu dostrzec linie
spiralne? Niezastapiony wydaje si¢ w tej sytuacji
eksperyment matematyczny (rys. 41).

Rys. 41. Rysunek zawiera ok. 65000 wyrazéw tak utworzonego ciagu,
z pominigciem pewnej liczby wyrazéw poczatkowych.

Sprawa matematyki pozostaje wyjaénié:
- dlaczego tak sie dzieje?
- wokdét jakiego zbioru (o jakich wlasnosciach)
koncentruja sie generowane w powyzszy sposéb
punkty?

Jednym z najpopularniejszych obiektéw wspélczesnej
matematyki jest tzw. zbior Mandelbrota (M).

 Pojawil sie on w 1979 r. w wyniku eksperymentu

matematycznego jaki przeprowadzil B. B. Mandelbrot
(ur. 1924 r.). Okreélenie tego zbioru jest troche zawile.

Rozwazmy na plaszczyzinie zespolonej ciag

{20, 21, 22, ...}, ktdérego poczatkowy wyraz jest zerem,
a nastepne wyrazy okreSlamy rekurencyjnie:

(*) Zn4l = fc(zn) = (zn)2 +c

gdzie c jest parametrem zespolonym. W zaleznosci
od parametru c ciag {2z,} moze uciekaé do
nieskonczonoséci lub byé ograniczony. Te wartosci
parametru c (zaznaczamy je na czarno), dla ktérych
ciag {zn} jest ograniczony, tworza na plaszczyznie
zespolonej zbiér Mandelbrota (rys. 42).

Niebanalnym problemem jest tutaj pytanie: jak
numerycznie rozstrzygnaé, czy orbite punktu c jest
ograniczona, czy nie?

Idea zawarta we wskazanej wyzej procedurze jest
znacznie wezesniejsza. W roku 1918 — majac 25 lat -
Gaston Julia [czytaj: zulja] (1893-1978) i niezaleznie
w 1919 r., paryski astronom Pierre Fatou (1879-1929),

IS
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Rys. 42. Wstawka pokazuje wydruk eksperymentu Mandelbrota z
1979 r. Ponizej zbiér M utworzony za pomocg bardzo precyzyjnego
algorytmu.

opublikowali swoje prace podwiecone badaniu
iteracji. Wyniki te zapoczatkowaly ogdlna teorie
iteracji funkcji wymiernych.w dziedzinie zespolone;j.
Proste postepowanie prowadzi tam do bardzo
skomplikowanych zbioréw.

Na przyklad, korzystajac z zaleznoéci (*) dla ustalonej
wartodci zespolonej ¢ tworzymy ciag liczb zespolonych:

222 4eo (P4l 4e—o (P+e) 4 +e— ...

Za pomoca tego ciggu dzielimy plaszczyzne zespolona
na dwa zbiory: tych z, dla ktérych powyzszy ciag jest
ograniczony (zbidr wieZnidw) i jego dopelnienie (zbiér
uctekinterdw). Wspdlny brzeg tych zbioréw nazywamy
zbiorem Julit (J;) dla rozwazanego odwzorowania.
Julia i Fatou (polegajac jedynie na swojej wyobrazni —
w owych czasach nie istnialy komputery(!)) stwierdzili,
ze opisywane w ten sposéb ksztalty moga byé
niewiarygodnie skomplikowane (rys. 43).

Rys. 43. Jeden z mozliwych zbioréw Julii.
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Prawdopodobnie ze wzgledu na stopien
skomplikowania omawianych obiektéw i brak wiary,
ze konstrukcje te moga by¢ do czegos przydatne,
wspomniane prace Julii i Fatou zostaly niemal
zapomniane. Przywrdcil je do zycia i tchnat

w nie nowe idee pod koniec lat siedemdziesiagtych
Mandelbrot. Za pomoca grafiki komputerowej
pokazatl, ze prace Julii i Fatou sa nie tylko

zrédtem fantastycznych obrazéw o niekonczacej sie
roznorodnodci, ale zawieraja matematyke nadajaca
sie do opisu rzeczywistoéci i znajdujacy zdumiewajace
zastosowania [5, 6].

Aby sprébowaé zrozumie¢ jak skomplikowang
strukturg jest zbiér M wskazemy jego zwiazek ze
zbiorami Julii, ktére maja nastepujace wlasnosci:
® 53 spdjne (= skladajg sie z jednego kawalka), badz
s3 totalnie niespdjne;
e nie zawieraja punktéw odosobnionych;
¢ jesli nie s3 domkniets plaszczyznag zespolona, to sa
zbiorami brzegowymi (maja puste wnetrze);
¢ globalna struktura zbioru Julii zawiera sie juz
w dowolnie matej jego czesci (dziatajac skoriczong
liczbe razy przeksztalceniem z — 22 4+ c na
jakakolwiek cze§é zbioru J, otrzymamy caly
zbidr J;).

Ksztalt zbioru Julii J. odpowiadajacy odwzorowaniu
z = fe(z) = 2% + ¢ zalezy od parametru c. Jedno

z twierdzen Julii-Fatou méwi: zbidr J, jest spdiny
wtedy i tylko witedy, gdy lim, . f(0) # co. Wobec
tego zbiér M tworza na plaszczyznie zespolonej te
wartosci parametréw c, dla ktérych J. jest spdjny:

M= {ce C: J. jest spéjny} =
={c€C: lim f0) # co}.
n—00
Zbiér Mandelbrota moze wigc byé traktowany

jako bardzo szczegélowy atlas pokazujacy drogi do
wszystkich mozliwych zbioréw Julii (rys. 44).

£= —01+075 i@f"""

cm —05+055

e=025+05%

e=—14 006 cm — 01+ 000

cm =05+ 05i

Rys. 44. Zbiory Julii odpowiadajgce ré6znym punktom w zbiorze
Maldenbrota.



Chcac wreszcie zobaczy¢ jak skomplikowana -
struktura jest zbiér Mandelbrota przypatrzmy

si¢ kolejnym przyblizeniom jego brzegu (rys. 45).
Tego doswiadczenia nie wolno przegapic, jest
to spektakularne éwiczenie matematycznej
wyobrazni i wrazliwoéci (poréwnaé to mozna

z wptywem idei Cantora zmuszajacych do nowego
spojrzenia na matematyke).

Rys. 45. Podréz w glgb zbioru Mandelbrota.

Najbardziej zadziwiajaca (charakterystyczna) cecha
zbioru Mandelbrota jest to, ze zachowuje on swoja
bardzo skomplikowang strukture przy dowolnie
wielkim powigkszeniu, a malutkie (ale doskonale)
kopie zbioru M mozna znalezé w kazdym otoczeniu
kazdego punktu na brzegu zbioru M.

Zaskakujaca (i do korica jeszcze nie wyjasniona)

jest nastepujaca obserwacja: powiekszenie zbioru
Mandelbrota w otoczeniu punktu ¢ (lezacego blisko
brzegu) jest uderzajaco podobne do zbioru Julii J,
lub jego czesci) (rys. 46).
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Rys. 46. Podobieristwo powigkszenia zbioru M i powigkszenia zbioru
Julii dla parematru ¢ = —0,745429 + 0, 113008i.

Mozemy tutaj méwié jedynie o pewnym
podobienstwie, gdyz fragment zbioru Mandelbrota
musi zawiera¢ nieskorniczenie wiele matych kopii
zbioru M, a fragment zbioru Julii nie moze
zawieraé¢ zadnej takiej kopii (bo przeczyloby to jego
samopodobienstwu).

Ale co to wszystko ma wspdlnego ze spiralami? Sadze,
ze wystarczajacym argumentem sa powyzsze obrazki,
i te dotyczace zbioréw Julii, jak i zbioru Mandelbrota.
Przepelnione sa one strukturami spiralnymi. Wydaje
sie, ze nie jest to tylko sprawa przypadku, ale tkwi

w tym jaka$ prawidlowosc, dla ktdrej nie mamy
jeszcze zadowalajacego wytlumaczenia. Spirale
logarytmiczne juz okazaly sie dobrymi modelami do
opisywania pewnych zjawisk, z jakimi spotykamy

sie w zbiorze Mandelbrota, tzw. asymptotycznego
samopodobieristwa.

Istnieje jeszcze wiele nierozwiazanych problemdéw
dotyczacych wlasnoéci zbioru Mandelbrota. Wiemy
na przykiad, ze jest on spéjny (pokazali to A. Douady
i J. H. Hubbard w 1982 r.), ale bardzo trudny jest
problem zbadania jego lokalnej spdjnoéci. Pewne
wyniki w tym zakresie uzyskal w latach 1989-1990
francuski matematyk J.-C. Yoccoz, za co w 1994 roku
otrzymal medal Fieldsa (zob. [7]).

Podane okreslenie zbioru Mandelbrota mozna
(klonowac) odnie$¢ nie tylko do wielomianu

(2% + ¢), lecz do dowolnych wielomianéw zaleznych

w analityczny sposéb od parametru. Zaczyna sie tu
zupelnie nowa dziedzina wiedzy — dynamika zespolona.

Postugujac sie eksperymentami matematycznymi
nalezy jednak zachowaé szczegdlng ostroznosé —




Rys. 47. ,Spirale” Nicholasa Wade'a z jego ksiazki The Art and
Science of Visual Illusions, Routledge & Kegan Paul, London 1982.

ogladajac skomplikowane rysunki latwo mozna ulec
zludzeniom, jakie one prezentuja (rys. 47).
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