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Stworzenie geometrii nieeuklidesowych mialo bardzo dziwny przebieg. Najpierw
ukazala sie praca Girolamo Saccheriego Fuklides od wszelkich skaz vwolniony —
byta to monografia geometrii nieeuklidesowej, z tym, ze na jej koncu autor (po
udowodnieniu istnienia prostych asymtotycznych) stwierdzil, iz jej twierdzenia
sg tak absurdalne, ze dowodzi to V postulatu Euklidesa. Byla ta praca jednak
na tyle dobra, ze perspektywa istnienia réznej od euklidesowej, ale poprawne;j
teorii przestrzeni, stala sie realna. Wywolalo to reakcje filozoféw, ktdrzy

(w szczegblnosci Kant w Krytyce czystego rozumu) nakazali jedyno$é geometrii
euklidesowej i zadekretowali nienaukowoséé¢ wszelkich badan innych teorii
majacych za cel opisanie przestrzeni. Wobec tego nastepne monografie geometrii
nieeuklidesowych — np. Teoria réwnoleglych Johanna Heinricha Lamberta czy
Geometria astralna Franza Arnolda Taurinusa — byly przez autoréw maskowane
stwierdzeniem, ze nie ma w nich mowy o zadnej teorii przestrzeni, a jest tylko
efektowna igraszka intelektualna. Prace te nie ustepowaly wiele tym, ktére

sie za poczatek geometrii nieeuklidesowej uwaza: O mauanax reomeTpun

i Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien Nikolaja
Iwanowicza Lobaczewskiego i Appendiz Janosa Bolyaia (po tacinie!) do pracy
jego ojca — Farkasa (Wolfganga) — na temat nauczania geometrii.

Chocby z tak ubogiego zarysu zdarzen widaé, ze problem stwierdzenia istnienia,
bad? nieistnienia, geometrii nieeuklidesowej (tej konkretnej, dalej bede o niej
pisal geometria BL) nie byl prosty. Nie wchodzac w szczegdly jej dziejow
wypada przypomnieé, ze skuteczng ide¢ stwierdzenia réwnoprawnosci geometrii
euklidesowej (geometrii E) i geometrii BL wymys$lit Eugenio Beltrami pod koniec
lat 60. XIX wieku. Poczatek lat 70. to realizacja jego pomyshu przez Felixa
Kleina.

Idea ta jest nastepujaca. Jezeli teoria S ma model zbudowany w teori T, to S
jest co najmniej tak samo matematycznie poprawna, jak teoria T. Gdyby wiec
zbudowaé model geometrii BL w geometrii E i model geometrii E w geometrii
BL (np. w zbudowanym poprzednio jej modelu), to udowodniloby sie tym
samym matematyczna réwnoprawnoic obu tych geometrii.

Liczne modele geometrii BL w geometrii E zbudowano stosunkowo tatwo. Nic
dziwnego — doskonale znano materie, z ktérej budowano model. Modele takie

s tez doi¢ powszechnie znane. Model geometrii E w geometrii BL zbudowano
pOzniej, wtedy, gdy postanowiono to zrobié tak, jak podpowiada nawias

w poprzednim akapicie — w modelu geometrii BL (w geometrii E). Tekst ten jest
szkicem dosé prostej konstrukeji i nietrudnego — gdy sie juz go zna — dowodu jej
poprawnosci.

Najdogodniej jest postuzy¢ sie modelem Poincaré’go w kuli. Ten model
geometrii BL w przestrzeni euklidesowej okresla sie w nastepujacy sposéb.
Zbiorem punktéw przestrzeni BL jest zbiér punktéw otwartej kuli euklidesowej.
Wtasnoéci geometryczne tego zbioru okresla zadeklarowanie, ze BL-symetriami
(plaszczyznowymi) sa inwersje zachowujace przestrzenn BL. Inwersje sa zreszta
najbardziej chyba uzywanym narzedziem wszystkich przedstawionych w tym
tekscie rozwazan.

Dla wszystkiego przypomnijmy: inwersja wzgledem ptaszczyzny to zwykla
(euklidesowa) symetria plaszczyznowa; inwersja wzgledem sfery o érodku O

i promieniu 7 to takie przeksztalcenie przestrzeni bez O na nia sama, w ktérym
dowolny punkt P i jego obraz P' leza na jednej pdlprostej o poczatku w O
oraz spelniaja warunek OP - OP' = r2. Inwersje wzgledem prostej czy okregu
definiuje si¢ analogicznie. Juz z definicji widaé, ze inwersje sa inwolucjami, czyli
ich kwadrat jest tozsamoscia.
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Rys. 2. BL-okrag w rozpatrywanym
modelu jest euklidesowym okregiem, tylko
BL-$rodek ma trochg z boku

Rys. 3. Horycykle to w modelu okregi
styczne w tym samym punkcie do brzegu
modelu.

Uwaga. Po angielsku mamy bardzo
podobne nazwy, choé z dziwna zmiang
czwartej litery: horosphere i horocycle.

Rys. 4. Ekwidystanty to w modelu
luki okregéw. Nazwa pochodzi stad,
ze wszystkie punkty ekwidystanty sg
jednakowo oddalone od wyznaczajacej
pek prostej (plaszezyzny).

Nietrudnym ¢éwiczeniem jest sprawdzenie podstawowych wiasnosci inwersji
(zachecam).

o Inwersje wzgledem sfery przeprowadzaja plaszczyzny (i proste) przechodzace
przez O na nie same.

e Przeprowadzaja plaszczyzny nie przechodzace przez O na sfery przechodzace
przez O i wzajemnie; szczegélnym przypadkiem — gdy plaszczyzna jest styczna
do sfery inwersyjnej — jest tu rzut stereograficzny (dlatego tez na og6l nie
definiuje sie, czy odbywa si¢ on ze sfery na plaszczyzng, czy odwrotnie).

e Przeprowadzaja sfery nie przechodzace przez O na sfery nie przechodzace
przez O.

o Poza sfera inwersyjna, wszystkie sfery state (nie punktowo stale) to sfery
ortogonalne do niej.

To spostrzezenie pozwala podaé jednolita definicje inwersji — dla wickszej
jednolitosci postuzmy si¢ nazwa blok obejmujaca sfery i plaszczyzny (na
plaszczyznie — okregi i proste):

o Inwersja wzgledem bloku A to przeksztalcenie, ktére punktowi przeciecia
trzech (na plaszczyznie — dwéch) blokéw ortogonalnych do A przypisuje (gdy
istnieje) drugi ich punkt przeciecia, badz (gdy nie istnieje) — ten sam punkt.

Najciekawsza wlasnoécia inwersji jest to, ze

e Inwersja jest przeksztalceniem wiernokatnym (konforemnym) — jest nawet
twierdzenie Liouville'a orzekajace, ze kazde przeksztalcenie konforemne da sig
z inwersji poskladac.

Sprawdziwszy (badZ przyjawszy na wiarg) powyzsze wlasnoéci inwersji mozemy
powrécié do modelu Poincaré’go w kuli. Plaszczyzny w tym modelu to bloki
ortogonalne do brzegu — sg to przeciez zbiory punktéw stalych BL-symetrii.
Bardzo przydatna wtasnoscia tego modelu jest to, ze katy maja BL-rozwarto$c
taka sama, jak w geometrii E (konsekwencja konforemnosci).

Kazdy z Czytelnikéw moze sprawdzi¢, ze w modelu tym spelnione s3 dowolne
aksjomaty geometrii E niezalezne od V postulatu — rysunek 1 wskazuje, ze
na plaszczyznie przez punkt poza prosta mozna poprowadzi¢ dowolnie wiele
prostych z nig roztacznych, w tym dwie asymptotyczne, zwane réwnoleglymi
(pozostale nazywa si¢ nadréwnolegtymi). Warto na to zwrdci¢ uwage, bo ciag
dalszy do tego nawiazuje.

Tak w geometrii E jak i BL przez powierzchnie (w przypadku dwuwymiarowym
— linie) kofowe rozumie sig¢ powierzchnie (linie) ortogonalne do peku prostych.
Pek za$ prostych (w uproszczeniu — ale poprawnym — dla naszych potrzeb) to
albo zbiér prostych majacych wspélny punkt, albo réwnolegtych (w BL wypada
dodaé: z tej samej strony) do ustalonej prostej, albo wreszcie prostopadlych do
tej samej plaszczyzny (w przypadku dwuwymiarowym — prostej). W geometrii E
ostatnie dwa rodzaje pekéw pokrywaja sie.

Zapewne wiekszoéé Czytelnikéw nie zna pojecia powierzchni (linii) kotowych.
To zupelnie naturalne, gdyz — jak latwo sprawdzi¢ — sa to w geometrii E

sfery (wzglednie okregi — przypadek pierwszy) i plaszczyzny (wzglednie proste
— przypadek drugi). Po co wiec miatyby korzystac z jeszcze jednej nazwy?

W geometrii BL sa trzy rodzaje takich powierzchni (linii): odpowiednio sfery
(okregi), horysfery (horycykle) i ekwidystanty. Na rysunkach 2-4 pokazany jest
ich wyglad w przypadku plaskim. W przypadku przestrzennym jest podobnie
— sa to odpowiednio albo sfery zawarte w modelu, albo pozbawione jednego
punktu, albo ich czasze. Dla pragnacego zawrze¢ z horysferami (horycyklami)
blizsza znajomoéé — éwiczenie: wykazaé, ze dowolne dwie horysfery (dwa
horycykle) sa przystajace. Widaé, ze trzeba jakos$ ze zlozenia stosownych inwersji
uzyskaé ,jednokladnosc”.

I tym sposobem doszliSmy do horysfery, ktdra jest tytulowa bohaterka tego
tekstu. Otéz to, co odkryl Klein, to fakt, ze geometria horysfery jest geometria
euklidesowa. Sformulujmy to dokladnie;j.
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A wiec model geometrii E w geometrii BL bedzie nastepujacy. Punktami
budowanej przestrzeni beda punkty horysfery. Zauwazmy, ze wszystkie
wprowadzane na niej pojecia musimy wyrazi¢ za pomoca poje¢ geometrii BL.

Kazde dwie proste peku réwnoleglych wyznaczajacego horysferg lezg na pewnej
BL-plaszczyznie. Kazde przeciecie dowolnej z takich plaszczyzn z horysfera jest
horycyklem, czyli - z tradycyjnego punktu widzenia - okregiem przechodzacym
przez punkt, w ktérym horysfera dotyka brzegu modelu. I to sa wlasnie

proste w modelu na horysferze. Czyli proste budowanego modelu to lezace na
horysferze horycykle.

Symetrie w budowanym modelu (co okresla wszelkie zaleznoci metryczne) to
zwykle inwersje wzgledem horycykli. Okreélenie to jest w jezyku geometrii BL,
bo - jak to zauwazylidmy — inwersje da sig¢ okresli¢ za pomoca prostopadiosci,
a ta (na szczescie) jest taka sama w geometrii E i w modelu Poincaré’'go w kuli.

To koniczy budowe modelu geometrii E w geometrii BL. Mamy horysfere na
ktérej wyrdznione sa horycykle i inwersje wzgledem nich. Patrzac na to samo
poprzez model Poincaré’go w kuli widzimy sfere bez punktu, z wyréznionymi
okregami przechodzacymi przez ten brakujacy punkt i inwersjami wzgledem tych
okregow.

Rozwazmy teraz plaszczyzne styczng do tej sfery w punkcie antypodycznym
do brakujacego. I rozwazmy rzut stereograficzny rozpatrywanej sfery na te
plaszczyzne z brakujacego punktu. Przypomnijmy: rzut stereograficzny to
pewna inwersja. Co wiec otrzymamy po wykonaniu owego rzutu? Otrzymamy
plaszczyzne z wyréznionymi prostymi i symetriami wzgledem nich. Czyli
geometrie euklidesowa.

Co w tym jest trudne? Moim zdaniem spartanska prostota tego pomystu
i uzasadniajacego go rozumowania.

Notka dla koneseréw. Geometria sfery, na ktérej weZmiemy pod uwagg
wszystkie okregi (i symetrie wgledem nich), a nie tylko przechodzace przez :
jeden punkt, jest definicyjnie réwnowazna euklidesowej, ale od niej bogatsza E
w tym sensie, Ze dopuszczone sa, w roli ,izometrii”, wszystkie przeksztalcenia
konforemne. Jest ona nazywana geometrig Mdbiusa i przez niego wilaénie byla
po raz pierwszy badana. Méwi sie tez o niej, jako o geometrii plaszczyzny
uzwarconej jednym punktem - wtedy nazywa sie plaszczyzng inwersyjng; jest to
zastosowanie tego samego co wyzej rzutu stereograficznego. Plaszczyzna z grupa
odwzorowan konforemnych w sposéb naturalny ma zastosowania w teorii funkcji
analitycznych.

Ciekawe, ze twérca tej geometrii nie doczekal chwili, gdy odpowiedni redukt
badanych przez niego zaleznosci stal si¢ ostatnim elementem dowodu
réwnowaznosci geometrii Euklidesa i geometrii Bolyai-Lobaczewskiego.
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