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1. Cigg geometryczny i punkty hiperboliczne

Uklady dynamiczne zamuja si¢ modelowaniem ewolucji w czasie, a zwlaszcza
wlasnoéciami asymptotycznymi takich modeli. Wzorcowym przyktadem jest
podanie ewolucji za pomocg réwnania rekurencyjnego. Wezmy dla prostoty

Tntl =@- Ty, dla zg,a € R. Ciag geometryczny ma znane wlasnosci jest zbiezny
dla a € (-1, 1] (oscylujaco badz monotonicznie zaleznie od znaku a), rozbiezny
dla |a|] > 1 i okresowy dla @ = —1. Szczegdlny rodzaj zbieznosci zachodzi dla
a=1lia=0

Takie zachowanie jest wzorcowe dla iteracji zn+1 = f(za), gdy badamy lokalng
zbieznoéé ciagu w okolicy punktu statego p = f(p), dla funkcji gtadkiej,
powiedzmy klasy C!. Role a spelnia f'(p). Przy czym nalezy zauwazy¢, ze

w sytuacji niehiperpolicznej, dla | f'(p)| = 1, nie mozemy wiele powiedzie¢, ta
sytuacja moze by¢ wyjatkowa. Ponadto przy |f'(p)| > 1 mozemy stwierdzi¢
jedynie, Ze ciag opuszcza to otoczenie, gdzie |f'| > 1. Jednak wtedy (lokalnie)
mozna rozpatrywaé f1.

Dla przeksztalcen okre$lonych na wyzejwymiarowych rozmaitoéciach, méwimy,
ze punkt staly jest hiperboliczny jesli Df w tym punkcie nie ma wartoéci
wlasnych o module jeden. Wzorzec punktéw hiperbolicznych jest uzywany

tez dla badania otoczeri punktéw okresowych p = f™(p). Mozna powiedzieé,

ze sytuacja hiperboliczna jest dobrze zbadana, ponadto wiadomo, ze jest ona
(w sensie topologicznym) typowa. W otoczeniu punktu hiperbolicznego istnieja
lokalnie dwie podrozmaitosci, modelowane podprzestrzeniami niezmienniczymi
pochodnej. Mozna wydzieli¢ podzbiory przyciagane do punktu iteracjami f

i iteracjami f~1, s3 to podrozmaitoéci modelowane podprzestrzeniami wiasnymi
Df, jedna odpowiada warto$ciom wiasnym z wnetrza kola jednostkowego,

a druga z zewnetrza.

Istnieje analogia w przypadku potokéw (czyli rozwiazan autonomicznych réwnan
rézniczkowych zwyczajnych). Witedy mozna méwié o hiperbolicznosci nie
tylko punktéw krytycznych (czyli stalych), ale takze o hiperbolicznosci orbit

-zamknietych (z wyjatkiem kierunku stycznego do orbity). W przypadku potokéw
- zgdamy, aby wartodci wlasne pochodnej mialy niezerowe czeéci rzeczywiste.

* 2. Obroty N

Jeden z aspektéw niehiperbolicznoci mozna przesledzié na przykladzie iteracji
funkcji liniowej 41 = @ - x5, ale w dziedzinie zespolonej, zg,a € C oraz

a = exp(27i ¢). Mozemy ograniczyé sie do zo € . Geometrycznie mamy

do czynienia z obrotem okregu, przy czym, w zaleznoéci od ¢ méwimy o
obrocie wymiernym, badz niewymiernym. Sytuacja jest tu delikatna, gdyz
dynamika zalezy od doi¢ subtelnej wlasnosci liczby a. Dla obrotu wymiernego
¢ = p/q funkcja f9 jest stala, po zatoczeniu p okrazen punkt wraca na pozycje
poczatkowa. Dla obrotu niewymiernego kazda trajektoria (czyli zbiér {z,})
jest gesta. Jeli wyrazimy ¢ w postaci utamka tanicuchowego, to redukty p,/qn
opisuja przyblizenia f przez obroty wymierne, a punkty z,, podchodzg kolejno
najblizej do zo. o Mo,

Obroty niewymierne sa wzorcowe w nastepujacym sensie. Rozpatrzmy
dostatecznie gladki (C'*, gdzie + oznacza ograniczona wariacje pochodnej)
dyfeomorfizm ¢ okregu zachowujacy orientacje. Jeéli ¢ nie ma punktéw
okresowych, to g jest topologiczniie sprzezony z obrotem niewymiernym.

Sprzezenie topologiczne f z g oznacza, ze istnieje homeomorfizm h taki, ze
f oh=hog. Istnienie sprzezen prowadzi do twierdzen klasyfikacyjnych.
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Ponadto istnieje topologiczny niezmiennik dyfeomorfizméw zachowujacych
orientacje, zwany liczba obrotu, catkowicie wyznaczajacy klase dyfeomorfizméw
topologicznie réwnowaznych, liczba ta réwna jest ¢ dla obrotu. Stopien
niewymiernoéci liczby obrotu (wyznaczony przez nier6wnos¢ diofantyczna)
wyznacza minimalng gladkos¢ sprzgzenia.

Gdy liczba obrotu jest wymierna, to dyfeomorfizm ma punkt okresowy (o okresie
réwnym mianownikowi liczby obrotu). Liczba obrotu jest definiowana punktowo,
ale nie zalezy od wyboru punktu. Jest to graniczna wartos¢ $redniego obrotu
punktu podczas iterowania.

3. Przeksztalcenia nieliniowe

Powréémy do zastosowania wzorca liniowego, czyli do modelowania funkcji

w otoczeniu punktéw stalych przeksztalceniem liniowym. Wezmy przykladowo
Tn41 = T2, wystarczy rozpatrywaé zo > 0. Mamy dwa punkty stale funkcji
f(z) = z*. Sa to silnie éciagajacy = = 0 i odpychajacy z = 1 o pochodnych
odpowiednio 0 i 2. Wszystko co zyje w [0,1) jest éciagane do 0, a co zyje

w (1,+00) ucieka do +oo. Jeéli teraz rozszerzymy dziedzing do C, to

mamy gotowy opis zachowania si¢ modutéw, widzimy wigc, ze zbiorami
niezmienniczymi sa 0, S i +co. W okolicy S! iteracje nie sa normalne (nie
wybierzemy podciagéw zbieznych jednostajnie).

Mamy do czynienia z kolejnym wzorcem : punkty przyciagajace i zbidr
niezmienniczy, w otoczeniu ktérego rodzina iteracji nie jest normalna, taki
zbiér nazywa sie zbiorem Julii, jest to domkniecie odpychajacych punktéw
okresowych.

Przesledzmy teraz dokladniej dynamike f(z) = z% na S'. Wystarczy
przypatrywaé sie argumentom, a dokladniej liczbie ¢, dla z = exp(2mi ¢).
Mamy ¢ — 2¢ na okregu lub 2¢ mod 1 na odcinku. Dynamika ta jest do¢
skomplikowana. Zauwazmy, ze f™ ma wykres zlozony z 2" réwnoleglych
kawalkéw liniowych, zatem f™ ma 2™ — 1 punktéw statych (0 i 1 s3 jednym
punktem). Mamy wigc gesty zbiér punktéw okresowych.

Jesli zapisaé liczby w rozwinieciu dwéjkowym, to f dziala jak przesuniecie ciagu.
Mozna odtworzyé to kodowanie $ledzac, ktére iteracje danego punktu wpadaja
do dolnej, a ktére do gérnej polowy odcinka [0, 1). Zauwazmy tez, ze dowolny
odcinek A rozciagnie sie w skoficzonym czasie (rzedu — In|A|) na caly odcinek
[0,1]. Mozna stad wywnioskowaé, ze zbiér trajektorii gestych jest topologicznie
gruby (przecigcie przeliczalnie wielu zbioréw otwartych i gestych).

4. Miary niezmiennicze

Iteracje 22 na okregu S® sprawiaja wrazenie chaotyczne, istnieje jednak
pewien opis pozwalajacy zachowaé zimng krew. Zauwazmy, ze dlugosé

jest niezmiennicza przy braniu przeciwobrazéw, bo kazdy odcinek ma

w przeciwobrazie dwa odcinki dwa razy krétsze. To samo tyczy sig¢ wszystkich
zbioréw borelowskich, zatem miara Lebesgue’a A jest niezmiennicza w tym
sensie, ze A(f~1A) = A(A).

Ponadto, podobnie jak w przypadku zbioréw otwartych, dowolny zbiér miary
dodatniej napotka przy iteracjach wprzéd dowolny inny ustalony zbiér miary
dodatniej. Te wlasnoéé nazywamy ergodycznosciag miary niezmienniczej i z niej
wynika, ze dla prawie kazdego (w sensie tej miary) punktu jego trajektoria
odwiedza zadany zbiér z czestoicia dazaca do miary tego zbioru. (Z tego mozna
otrzymaé twierdzenie o liczbach normalnych.)

Zatem nie tylko mamy topologicznie duzy zbiér punktéw o gestych
trajektoriach, ale jest on pelnej miary i trajektorie rozktadaja si¢ réwnomiernie
na calym odcinku.

Miary niezmiennicze stanowia kolejny wzorzec. Co prawda nie wiadomo
jak zachowujg sie poszczegélne punkty, ale wiemy jak zachowuja sie typowe
punkty. Pamietajmy jednak, ze wyjatkowych punktéw moze by¢ wiele.
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W tym przypadku punkty okresowe sa wyjatkowe. Z drugiej strony jednak

ich zachowanie moze przyblizaé¢ zachowanie typowe. Na przyklad miary
dyskretne rozlozone na takich punktach daza (w sensie rozkladu) do miary
Lebesgue’a, a zatem trajektorie okresowe o duzych okresach moga by¢ bardzo
skomplikowane. Moze to spowodowaé niewiarygodnos¢ symulacji jako narzedzia
badawczego. Analogicznie obroty wymierne o wielkich mianownikach przyblizaja
obroty niewymierne o takich reduktach. '

Mozna tu dodaé, ze w przypadku ¢ — 2¢ mod 1 mamy do czynienia

z mocniejszymi wlasnoéciami stochastycznymi miary niezmienniczej niz
ergodycznosé. Jak widaé poprzez kodowanie binarne przeksztalcenie to modeluje
schemat Bernoullego.

Dla poréwnania przypomnijmy, ze obroty réwniez zachowuja miarg Lebesgue’a.
Jednak obroty wymierne nie sa ergodyczne (s zbiory miary dodatniej

nie pokrywajace w wedréwce calego okregu), a obroty niewymierne, cho¢
ergodyczne, nie sa mieszajace (to znaczy zbiory nie s asymptotycznie
niezalezne).

5. Rodzina tz2 —t+ 1

Zrzutujmy z — 2% 2z okregu na oé rzeczywista. Mamy (z,y) — (22 — 2, 2zy),
przy czym z2 +y2 = 1. Ponadto Re(z?) = Re(2?), a wigc = — 2z® — 1 jest dobrze
okreslonym rzutem na [—1,1]. Miara Lebesgue’a z okregu po zrzutowaniu jest
niezmiennicza dla tego przeksztalcenia, jej gestoé¢ ma osobliwosci catkowalne
postaci (1 — z2)~1/2]

Poznaliémy w ten sposéb drugiego przedstawiciela rodziny r — tz2 —t+1,

z €[-1,1),t €[0,2]. Dla t =1, mamy z — 22, a dla t = 2 mamy z — 222 — 1.
Jak widzieliSmy dynamiki tych przeksztalcen sa diametralnie rozne.

W pierwszym przypadku asymptotyka jest prosta, granice trajektorii i ich
baseny (to jest punkty poczatkowe trajektorii przyciaganych do danego punktu)
s tatwe do klasyfikacji. W drugim za$ trajektorie sa zagmatwane, niezalezne

i nadaja sie raczej do opisu probabilistycznego niz deterministycznego.

Powstaje wiec pytanie, czy jest jaki§ wzorzec dla iteracji funkcji z tej rodziny.
Zanim odpowiemy przypatrzmy sie drugiej iteracji f.

6. Solenoidy

Dla malych ¢ > 0.5 stwierdzamy istnienie odcinka pomiedzy punktem stalym
p= f(p) <1i—p. Na tym odcinku f? jest niezmiennicza i unimodalna (méwimy
wtedy o istnieniu renormalizacji). Dla t > 1,8. .. taki odcinek juz nie wystgpuje.
Mozna wiec wyréznié podzbiér parametréw t z odcinkiem niezmienniczym dla
f2. Okazuje sie, ze wewnatrz tego zbioru parametréw istnieje podzbidr, kiedy

f* ma odcinek niezmienniczy wewnatrz pierwszego odcinka niezmienniczego.
Wyréznianie kolejnych podzbioréw parametréw z kolejnym, zagniezdzonymi
cyklami odcinkéw niezmienniczych mozna kontynuowag, okresy tych cykli mozna
dobraé dowolnie.

W ten sposéb mozemy wydzielié parametry, dla ktérych istnieje nieskoriczony
ciag zagniezdzonych cykli odcinkéw, oraz takie, dla ktérych istnieje najmniejszy
cykl odcinkéw niezmienniczych. W pierwszym przypadku cala istotna dynamika
skupiona jest na zbiorze Cantora bedacym przecieciem wszystkich cykli,

zbiér ten zwany jest solenoidem. Cigg parametréw odpowiadajacy kaskadzie
odcinkéw niezmienniczych o okresach 2" daje w granicy solenoid o minimalnym
parametrze. Ciag ten jest asymptotycznie geometryczny o ilorazie bgdacym
uniwersalna staly dla szerokiej klasy jednoparametrowych rodzin funkeji i takich
kaskad. Analogiczny uniwersalizm wystgpuje dla dowolnych okresowych kaskad.

Kiedy nie ma nieskonczenie wielu renormalizacji, to typowe trajektorie sa geste
w najmniejszym (geometrycznie) cyklu odcinkéw.
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7. Klasyfikacja

Otrzymujemy nastepujaca klasyfikacje. Jesli funkcja kwadratowa ma orbite
okresowg, przyciagajaca (czyli istnieje punkt p i okres n taki, ze f*(p) = p

i |Df™(p)] < 1) to typowa (zaréwno topologicznie jak i miarowo) orbita jest
przyciggana do orbity punktu p (tj. taki jest zbiér punktéw skupienia). Zbicr
parametréw jest otwarty i gesty, jednak nie jest petnej miary. (Przypadek
|Df™(p)| = 1 w przypadku parabol réwniez daje atraktor okresowy.)

Wlasno$é¢ posiadania atraktora okresowego jest niezmiennikiem topologicznym
w szerokiej klasie funkcji.

Jesli funkcja kwadratowa posiada przeliczalng zagniezdzong rodzing cykli
niezmienniczych, to typowa (topologicznie i miarowo) orbita jest przyciagana do
solenoidu, gdzie dynamika jest dynamika maszyny dodajacej. Wiadomo, ze zbidr
takich parametréw jest dla rodziny parabol miary zero, ale poniewaz mozna
realizowaé dowolne cykle zagniezdzen, to jest to zbiér nieprzeliczalny.

W pozostatych przypadkach typowa (topologicznie i miarowo) orbita

jest gesta w najmniejszym cyklu odcinkéw. Zbiér takich parametréw

ma dodatnia miare Lebesgue’a. Jesli ograniczymy sie do iteracji bedacej
okresem cyklu najmniejszego odcinka niezmienniczego, to iteracja ta bedzie
sprzezona z namiotem (tj. funkcjg postaci a - |z| + 1 — @, tu dla a > 1). Jedna
z intrygujacych zagadek jest zaleznoé¢ parametréw a i .

Podzbiorem tej klasy sa funkcje kwadratowe majace miar¢ niezmienniczg
réwnowazng mierze Lebesgue’a na najmniejszym cyklu odcinkéw. Te parametry,
dla ktérych istnieje miara, sa w tej klasie pelnej miary, ale wiadomo, ze

istnieja tez parametry w tej klasie, dla ktérych nie istnieje skoriczona miara
niezmiennicza (ale istnieje o-skorficzona). Istnienie tej ostatniej miary niewiele
wnosi do wiedzy o typowej trajektorii, sg przykiady, gdy iterowanie miary
Diraca na typowym punkcie daje w granicy miare skupiong na odpychajacym
punkcie stalym (iterowanie takiej miary przy istnieniu skoriczonej niezmienniczej
miary bezwzglednie ciaglej daje w granicy te wiadnie miare — wynika to

z ergodycznosci). ‘

W kazdej sytuacji koricowy zbidér graniczny dla kazdego parametru jest typowo
jeden i ten sam, a jego postaé zalezy od typu parametru. Zwracam uwagg,

ze do pojecia zbioru granicznego podchodzi sie indywidualnie, jako do zbioru
punktéw skupienia trajektorii. Zbiory graniczne na ogél nie maja otoczenia,
ktére w calodci przechodzi w siebie i w granicy daje ten zbiér. Ta komfortowa
sytuacja wystepuje tu jedynie dla atraktoréw okresowych (skonczonych orbit

przyciagajacych).

8. Ogdlniejsze przeksztalcenia odcinka

Czy klasyfikacja dla rodziny parabol jest wzorcem dla gladkich przeksztalcer
odcinka ?

W zasadzie tak, to znaczy we wszystkich interesujacych przypadkach mozna sie
odwotlaé do tej klasyfikacji i stwierdzi¢ zgodnoé¢ lub wymieni¢ jakie warunki

te zgodno$é wykluczaja. W zasadzie tez klasyfikacja jest niezmiennikiem
topologicznym.

Istnienie miary niezmienniczej réwnowaznej mierze Lebesgue’a nie jest na ogél
niezmiennikiem topologicznym, ale jest tak dla najwazniejszej podklasy, tak
zwanych przeksztalcen Colleta—Eckmanna. Przy istnieniu skonczonej ciaglej
miary niezmienniczej typowe (miarowo) punkty majg jednostajnie wykladniczo
rosnace pochodne (sa to warunki réwnowazne). W przypadku przeksztalcen
CE wiemy to (tylko, ale to wystarcza) o specjalnych orbitach (na przyklad
okresowych). Przeksztalcenia CE sa bardzo czeste, zbiér parametréw CE ma
miare dodatnig (przypuszcza sie, ze pelng wéréd przeksztalcen kwadratowych
majacych bezwzglednie ciagla miare niezmiennicza), wypelnia prawie wszystkie
entropie topologiczne (entropie liczy sie wykladnikiem wzrostu liczb gatezi
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monotonicznosci). Sg jednak znane przeksztalcenia z miara niezmiennicza nie
bedgce CE.

Jedli ograniczymy sie do klasy C? i niezdegenerowanych przeksztalcen
unimodalnych, to klasyfikacja pozostaje w znacznej mierze w mocy.

W przypadku wielomodalnym nastepuje rozbicie klasyfikacji na podklasy
zwigzane z liczba niezaleznych punktéw krytycznych.

Jedynie w trzecim przypadku, jesli dopusci sie wieksze splaszczenia punktu
krytycznego (tj. zerowanie kilku kolejnych pochodnych), wtedy dojié moze
do réznych zachowan typowych punktéw, zaleznie od tego, czy typowosé

jest topologiczna (wtedy orbity sa geste), czy miarowa (wtedy orbity moga
by¢ zbiezne do pewnego minimalnego zbioru Cantora i nie ma nawet miary
o-skoficzonej réwnowaznej mierze Lebesgue’a). Znane sy przyklady, gdy na
zbiorze granicznym (nigdziegestym podzbiorze odcinka) dynamike mozna
modelowaé za pomoca obrotéw niewymiernych na okregu lub ich analogonéw
na wyzej wymiarowych torusach.

Czesto zakladanym dodatkowym warunkiem regularnosci jest kontrola
wypuklosci przez narzucenie ujemnosci pochodnej Schwartza

(F"/f' = 3(f"/f")?/2). Wlasnos¢ ta powoduje rozcigganie metryki Poincaré’go
(albo dwustosunku). Dla ogdlnych przeksztalcen gladkich pochodna Schwartza
jest ujemna w otoczeniu punktéw krytycznych, poza tymi otoczeniami
przeksztalcenia sg asymptotycznie rozciagajace (w zwyklej metryce).
Kombinacja obu typéw rozciaggan powoduje to, ze parabole sa dobrymi
wzorcami. ‘

Niemnie] jednak nie ma jeszcze twierdzenia globainego moéwigcego o catkowitej
zgodnoéci klasyfikacji, wykraczajacego poza przeksztalcenia z dodatkowymi
wlasnosciami.

Jednym z najwazniejszych pozostalych probleméw jest pytanie, czy zbidr
przeksztalcen o deterministycznym charakterze asymptotyki, tj. posiadajacych
orbity okresowe przyciagajace typowe orbity jest otwarty w topologii C?.

Powodem, dla ktérego rozpatrujemy klase C?, a nie C* jest duza liczba
wymyS$lnych konstrukeji dajacych nieprzyjemne kontrprzykiady.

W szczegdlnosci w C? (ale nie w C!) klasyfikujacym niezmiennikiem
topologicznym jest wygniotek przeksztalcenia unimodalnego, to jest ciag znakdéw
iteracji punktu krytycznego (wynika to ze zwigzkéw topologii z porzadkiem na
odcinku). Wygniotek pelni tu role liczby obrotu.

9. Kiedy dynamika jednowymiarowa moze byé¢ wzorcem?

Przypomnijmy, ze w przypadku dynamiki na rozmaitosciach wielowymiarowych
typowe zachowanie jest hiperboliczne. Istnieja wtedy podrozmaitosci zwigzane
z kierunkami przyciggania i odpychania w otoczeniu elementéw krytycznych.
Dynamika jest regularna, gdy rozmaitoéci te sg roztaczne lub pokrywaja sie.

Pierwsza nietypowo$é nastepuje, gdy te rozmaitosci przecinaja sie
transwersalnie. Okazuje si¢, ze mozna wykry¢ istnienie ogromnej liczby takich
przeciel, zageszczajacych sie w otoczeniu punktéw krytycznych. Mozna to
modelowaé najproéciej iteracjami namiotu.

Nastepna nietypowos¢ jest wtedy, kiedy rozmaitoéci te wyginaja sie. Mozemy
otrzyma¢ faldki, ktdre przecinajg sig lub stykaja tworzac typowo sytuacje
odpowiadajacg lokalnie dynamice jednowymiarowego przeksztalcenia
unimodalnego.

Zauwazmy, ze zanikanie hiperbolicznosci wystgpowac bedzie typowo najpierw
dla jednego kierunku wiasnego D f, stad kolejnoéé nietypowosci zwigzana. jest
z czestoscig wystepowania w klasie przeksztalcen.

24

v




