Stowa szansa usywam z premedytacja;
nie tylko dlatego, ze jest kritsze niz stowo
prawdopodobiefistwo.

Osiem

(czyli poszukiwanie szansy)
Krzysztof OMILJANOWSKI, Wroctaw

Wielokrotnie na tamach Matematyki (por. spis literatury) dyskutowano
problem Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania liczby parzystej sposrdd
wszysthkich liczb naturalnych? Ponizej przedstawiam co i jak z tej dyskusji
prébowalem powiedzieé uczniom. Staralem sig uzywaé mozliwie prostego jezyka
matematycznego: rozdzial pierwszy nie wymaga wlasciwie zadnych wiadomosci
poza znajomoécia, rozwinieé dziesietnych (+ intuicja przejScia granicznego),

w rozdziale drugim konieczna jest znajomos¢ ciggéw geometrycznych i pojecia
granicy, a w rozdziale trzecim — znajomoéé pochodnej (i ewentualnie catki
0zZnaczone;j).

I. MANOWCE INTUICJI (czyli gdzie jest problem?)
Zadajgc uczniom pytanie:

Jaka jest szansa wylosowania liczby parzystej sposrdd wszystkich liczb
naturalnych?

prawdopodobnie zobaczycie wzruszenie ramion i zdziwienie na twarzach;
sprzeciez to oczywiste, ze 1/217” — odpowiedza niektdrzy, a inni beda

weszy¢ jakié podstep (przyzwyczajeni, niestety, Ze na matmie nie ma rzeczy
oczywistych). Potwierdzcie to stowami ,(w zasadzie) tak”. Gdy nastepnie
zapytacie o szanse wylosowania liczby naturalnej, dla ktérej reszta z dzielenie
przez 6 wynosi 5, to po chwili zapewne stwierdza: ,1/6”. Teraz sprébujmy
rozwazy( nastepujacy problem:

[ Jaka jest szansa wylosowania liczby naturalnej zaczynaggce] sie cyfrg 87 |

Mimo intuicyjnie oczywistej odpowiedzi: 1/9, naméw uczniéw do zrobienia
nastepujgcej prostej tabeli (gdy wypelnisz pierwsze dwa wiersze, uczniowie na
pewno podpowiedza co wpisywaé w dalszych). o

Przyjmijmy na chwile, ze 0 jest liczba naturalng — tak bedzie wygodniej.

wirdd liczb: szukanymi sg; jest ich: | szansa wylosowania:
0-9 8 1 0,1
(jednocyfrowych) '

0-99 8, 80, 81, 82,...,89 11 0,11
(jedno- i

dwucyfrowych)

0-999 8, 80, 81, 82,...,89, 111 0,111
(co najwyzej 800, 801,...,899

trzycyirowych)

0-9999 8, 80, 81, 82,...,89, | 1I1L |0,1111
(co najwyzej 800, 801,...,899,

czterocyfrowych) | 8000, 8001,...,8999

Tabela potwierdza weczedniejsze przypuszczenie; liczby z ostatniej kolumny
sg coraz blizsze 0,111... (nieskofczenie wiele jedynek); nieufni zobacza
na kalkulatorze wynik dzielenia 1 przez 9 — wiedy oczywiscie zaakeeptujg,
odpowiedz.

Jednak nie rozwodémy sie nad tym za diugo — giéwny cel zaje jest jeszcze
przed nami. Zacznijmy robi¢ inne zestawienie:
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DYGRESJA: i
‘Kalkulator pokazuje: Ty = 0,12345679.

Zastanawiajace?!

(poréwnaj [3], rozdzial IL.6).

— Czy to jest cate rozwiniecie dziesigtne?
Oczywidcie NIE!

— Jakie s3 nastepne cyfry? Méj kalkulator
pokazuje: 0,1234567901235. Pokaz, e
rozwinigciem dziesigtnym tego ulamka
jest 0,(123456790).

- Czy to zbieg okolicznodci, ze zajmujac
sig liczbami zaczynajacymi sig cyfra 8
otrzymali$my liczbe o rozwinieciu
zlozonym z kolejnych cyfr z wyjatkiem 87
TAXK., Dla liczb zaczynajacych sig cyfra 7
juz nie jest tak tadnie. Sprawdz to.

DYGRESJA:
Ponizej zebrane sg szanse minimalne
i maksymalne (obliczane analogicznie jak
w trzeciej i drugiej tabeli) wylosowania
liczb zaczynajacych sie ustalong cyfra m
sposréd wszystkich liczb naturalnych:
m  szansa szansa

minimalna maksymalna

. 11 1710
91 9 2
11 1 10

g Za= s P
92 5 3

s 11 1 10
93 o 4
11

4 B L.
0 4 9

5

wida¢ zatem, ze ogdlnie:

1 1 1 10

m —-- — - —
9 m 9 m+1

‘Warto zwri6cié uwage na dysproporcje

przym=1lim=29,

]

wéréd liczb: | szukanymi sa: jest ich: | szansa wylosowania:
0-8 8 1 1/9
0-89 8, 80, 81, 82,...,89 11 11/90
0-899 8, 80, 81, 82,...,89, 111 111/900
800, 801,...,899
0-8999 8, 80, 81, 82,...,89, | 1111 | 1111/9000
800, 801,...,899,
8000, 8001,...,3999

1
Teraz liczby z ostatniej kolumny zblizaja si¢ do 8—2 bowiem:
1 10

5 =79 b

11 10 11 10
90~ 9 100 =y Ot
w10 11 _10
900 9 1000 9
1111 10 1111 _ 10

.0,111,

9000 — 9 10000 — 9 OHL
10 10 1 10
5 Oll..=T g =g

Pora teraz na prawdziwe zdziwienie! Dwa sposoby liczenia daja rézne wynikil
Nim sie nad tym glebiej zastanowimy zrébmy jeszcze trzecie zestawienie:

wérdd liczb: | szukanymi sg: jest ich: | szansa wylosowania:
0-7 0 0/8
0-79 8 1 1/80
0-799 8, 80, 81, 82,...,89 11 11/800
0-7999 8, 80, 81, 82,...,89, 111 111/8000
800, 801,...,899

L
Tym razem liczby z ostatniej kolumny zblizaja si¢ do ) (tatwo to zobaczyé
postepujac podobnie jak w poprzednim przypadku).
Jaki moral wynika z tych rachunkéw? Szansa zalezy od sposobu zliczania?!

Musimy stwierdzié, ze przy takim sposobie rozumowania nie istnieje
liczba wyrazajaca szanse wylosowania liczby zaczynajacej sie cyfra 8.

Co to by? za ,sposéb rozumowania”? Ano Zywiliémy nadzieje, ze zliczane szanse
(liczba mnogal) w coraz to wigkszych, ale gkoriczonvch zbiorach bgda oscylowaé
wokét jakiejé jednej liczby — jednak tak nie jest! (Uscislijmy jeszcze: w tych
skoficzonych zbiorach {0,1,2,3,...,n — 1} kazda z liczb miata jednakows szansg
wylosowania = 1/n.)

Kazdy zgodzi sig z tym, ze zliczanie w drugie] tabeli dawato maksymalny
wynik (nazwijmy go szansg maksymalna), a w trzeciej — minimalny (minimalng
_sza,nsq). Mozna wiec przyjaé obie te liczby jako pewien opis szansy. Nietrudno
sprawdzié, ze w problemie wylosowania liczby parzystej obie te wielkosci sg
réwne 1/2, a w problemie wylosowania liczby dajacej reszte 5 z dzielenia przez
6 obie sg réwne 1/6 (zgodnie z intuicja). W tym ostatnim przypadku wynika to
z prostych nieréwnosci:

(wracamy do typowej konwencji: liczby naturalne to 1,2,3,...;
bez zera!)

gdy n = 6k + %, to w zbiorze {1,2,3,...,n} szansa wylosowania liczby dajace]
E__k Lkl k1o
no Gkti n Bkt+i o0

reszte 5 jest zawarta pomiedzy liczbami:

coraz wigkszych 7, obie zblizajy sig do 6

2




UWAGI (,tylko dla dorostych”): W formalnym jezyku, postugujac si¢ pojgciem gestoSci
(por. [5]}, rozwazania tego rozdzialu mosna zamknaé w jednym zdaniu:

Zbidr liczb naturalnych zaczynajacych sig cyfra 8 nie ma gestosci.

Naturalnie mozna zapytaé: dlaczego rozwazana jest tutaj gestosé zamiast
prawdopodobiefistwa, dlaczego uzywane jest enigmatyczne sformutowanie ,szansa”?
Dlaczego nie zaczaé, tak jak uczymy w szkole, od okreslenia przestrzeni zdarzed
elementarnych czyli w tym przypadku £ = N7 Dlaczego, po prostu, nie policzyé
prawdopodobiefistwo zdarzenia {8, 80, 81,...,89,800,...}7

Tak ,po prostu® to sig nie da zrobié. Mianowicie gdy rozwazamy zadania ¢ rzucie
kostka, to naturalnie przyimujemy, Ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo
prawdopodobne (tyle oznacza termin kostka symetryczna) — w naszym przypadku,
gdy § jest zbiorem przeliczalnym, oznaczaloby to, 2e prawdopodobiefstwo zdarzenia
pewnego () jest réwne nieskoficzonej sumie Z s, czyli 0 gdy s = 0 lub oo gdy
s > 0; zatem wiedzie to do sprzecznoici (przy zalozeniu przeliczalnej addytywnosci
prawdopodobiefistwa). Zatem nalezaloby okresli¢ prawdopodobiedistwa zdarzeh
elementarnych niejednakowo, ale jak? W zadaniach o falszywej kostce czy monecie
odwolujemy sie do empirii, do rzeczywistosci, tu pozostajemy w Swiecie abstrakcji;
nie mosna przeprowadzié eksperymentu, nie mozna ,rzucaé kostks o nieskoriczenie
wielu écianach”. Trzeba zatem przyjaé arbitralnie: prawdopodobiedstwo wylosowania
liczby n jest réwne s, przy czym si + sz + sz +... = 1. By mialo to jaki$ zwiazek z
Jrzeczywistodcia”, wydaje sie naturalne zaktadaé, ze prawdopodobienstwa wylosowania
coraz wiekszych liczb sa coraz mniejsze, oraz ze prawdopodobienstwo wylosowania
liczby parzystej jest takie same jak liczby nieparzystej, tj.

§1>82>83>... 1 S2+sa+se+...=8s1+83+s5+....

Okazuje sie, Ze to teZ jest niemozliwe!
(JeSlisy >s2> 88> .., 0052+ 84+s6+... <81 + 53485 +-..).

W dalszych rozdzialach bedziemy ,poszukiwaé szansy”, tzn. bedziemy poszukiwaé
takiego pojecia {(wiemy jugz, ze nie moze to byé ,zwykle” prawdopodobiedstwo), ktére
bedzie zgodne z intuicjami, czyli: postulujemy, by szansa wylosowania liczby
parzystej byla taka sama jak liczby nieparzystej.

II. IM DALEJ, TYM MNIEJSZE SZANNSE

Kazdy sie zgodzi, ze ,,czesto mozna spotkad” liczby 2, 17, 131, natomiast
78930274, czy 8105428751 — duzo rzadziej. Sprébujmy wiec przypisaé kazdej
liczbie naturalne] n szanse jej wylosowania s, w taki sposéb, by dla coraz
wiekszych n byly to coraz mniejsze wartodci. Ponadto szanse te oczywiscie

powinny sumowad sig do 1.

Jak okreéli¢ 5,7 Sprébujmy — na poczatek — przyjaé
s

Sa to wyrazy szeregu geometrycznego o sumie 1 — jednak trudno to uznaé za

wladciwe, bowiem przy takim okresleniu szansa wylosowania liczby ze zbioru

{1,2,3,4} wynosi az s1 + 82 + s3 + s4 = 0,9375, a przeciez 5 i liczby wigksze

nie sa az taka rzadkoécia; kidci sie to ze zdrowym rozsadkiem. W dodatku przy

takim ujeciu (liczac wedlug znanego wzoru)

szansa wylosowania liczby parzystej = = + 2 + = + 2 T e FF W S
4 VR S T T T T T T 5 T3
jest rézna od szansy wylosowania liczby nieparzystej (=2/3).
Wartosci s, dla poczatkowych n sa za duze (w stosunku do pozostalych).
Sprébujmy temu jakos zaradzié przypisujac wartogci innego ciggu
geometrycznego. Ogélnie dla g € (0,1) mamy:
gl+q2+q3+...=li,
—4q
')
zatem trzeba przyjaé s, = qI = ¢"1 — g™ (by wyrazy te sumowaty sie do 1).
1—g
Dla g bliskich 1 (ale mniejszych od 1} wartoéci s1, 52, 53 sa mate i malo sig
od siebie réznig; przyktadowo dla ¢ = 0,9 mamy s; = (0,9)° — (0,9)* = 0,1,
3 ;

g




s2 = (0,9)* — (0,9)2 = 0,09, s3 = 0,081. Dla g = 0,99 dysproporcje s jeszcze
mniejsze.

Og6lnie
szansa wylosowania liczby parzystej =
2 4 5 1 _ 2. 1
=Tttt q“’lfqz = ;Hq_q=1-ﬁ?
1—gq 1—¢q l—g
co 1
dla g = 0,9 daje 1 — 1309 =0,47368...,
: ' 7 _
dla g= 0,99 daje 1- m = 0, 49749. . .,
‘o i, 1 _
dla ¢ = 0,999 daje I 150995 0,49975.. ..

Widagé wiec, e sa to wartodci coraz to blizsze 1/2 — prawie tak jak podpowiada
intuicja.

Wryliczmy jeszcze szanse wylosowania liczby, ktdrej reszta z dzielenia przez 6 jest
réwna 5:

g 17 23 s 5
A . GNP o L S
i g l—gq
1—g 1—q 1—gq 1—g .
41—q _ 9'4

I A T T T &
Uzywajac kalkulatora (do przedostatniego wyrazenia w powyzszym zapisie):
1-09
dla ¢ = 0,9 otrzymujemy (0, 9) ———— =10,14003 ..

- (0,9)

dla g = 0,99 otrzymujemy (0 t;:g)‘*--l——?ﬂ =0,16415. ..

b H 1 _ (0,99)6 bl 3
dla g = 0,999 otrzymujermny (0 999)4iﬂ = 0,16642

q_ b} Y J y H 1_(0,999)5_ ? bl
1 —0,9999 -
la g = £ ' 09900 — T o - —_—

dla g = 0,9999 otrzymujemy (0, ) 1= 1(0,0999)° 0,1666

1 : ; -
Widaé wiec, ze s to wartoscl coraz blizsze 5= 0,1666 ... (nieskoriczenie wiele
széstek) co réwniez tatwo obliczyé z ostatniego wyrazenia:
1i 4
lim ¢ = - el
=1m 1+ P+ @+t + @ lm (l+g+@+P+t 447 6
g—1-

Powyzsze rozwazania daja wiec nowy pomyst obliczania szansy:wylosowania
liczby z pewnego zbioru 4 = {ni,n2,ns, ...} losujac sposréd-wszystkich

liczb naturalnych (zbiér A moze byé skonczony lub nie; zaktadamy, ze _]ego ,
elementy ni,ns, na, ... 53 wypisane bez powtorzen) Nalez.y post@powac wedlug
nastepujacego schematu

— najpierw przyjmujemy, ze s, = ¢" ' — ¢" (przy ustalonym g, 0 < ¢ < 1);

- obliczamy sume sy, + 8p, + Sng + - . .; Oznaczmy ja symbolem p,(4);

- na koniec szukamy liczby wokdl ktérej skupiaja sie wartodci p,(A) dla g coraz
blizszych jedynce; formalnie — liczymy granice ln:n pq (A). ;

Nie jest przy tym wcale jasne, czy ten sposéb post@powa.ma ZAWSZe prowadm do
»Sukcesu”; na przyktad nie wiemy, czy dla kazdego zbioru A istnieje ta granica.
Moze dla A ={2,4,6,...}idla A=1{5,11,17,23,.. .} wyjatkowo sie nam: udato?
Sprébujmy zatem zastosowaé opisang procedure do zbioru liczb zaczynajacych
sie cyfra 8:
A = {8,80,81,...,89,800,801,899,...}.
Trzeba obliczy¢ sume
sg + sgo + 581+ ...+ 589 + Ss00 + Sso1 + - ..+ Sgeg + - - -
to znaczy ‘
@ = +E° =N+ -+
e (qss _ qss) e (q799 _ gsou) _|_-(q800 _ gsﬂl) K- (q898 _ q899) e




Mozna pokazaé (poprzez dosé Zmudne
rachunki), Ze nie istnieje granica tego
wyrazenia przy ¢ dazacym do 17 ;
szczegdlly tu pomijamy.

co mozna zapisaé jako

q — g™ — g% g™ — B

lub
;( (1 q) ( 10) (1 q )_]_(qloo)s(l_qloo)_l_m)

Niestety nie widaé jednak zadnego ,ladnego” wzoru, ktéry pozwolitby nam.
pozbyé sie tych trzech kropek, bo jak inaczej porachowaé granice tego wyrazenia
przy ¢ dazacym do 17 Utknelidmy w niartwym punkcie. ‘

Rozwazania zawarte w tym rozdziale réwniez nie pozwolilty nam odpowiedzieé
na gléwne pytanie tego tekstu: Jaka jest szansa wylosowania liczby naturalnej

zaczynajgceej sie cyfrg 87

III. MODYFIKACJA (czyli niekoniecznie ciag geometryczny)
Teraz schemat postepowania bedzie podobny do opisanego w poprzednim
rozdziale, jednak z pewnymi zmianami. Na poczatek inaczej okreslimy

wartosci s,. Pozwoll to przebrnaé przez kiopoty rachunkowe ktére napotkaliSmy
przed chwﬂac ;

Niech przy ustalonym g > 0 szanse wylosowania poszczegdlnych liczb
naturalnych maja wartoéci

grogs 2 b
Tt (n4+1)9
1 1 . "
Dlan =1 jest to — — — =1 — —. Latwo mozna zobaczyé, ze suma

1¢ 29 2¢’
§1+ s2+ 83+ ... jest rowna 1 (wystarczy zapisaé np.: 81 + S2 + 83+ ... + 57

i uproscié).

Trudniej zanwazyt, ze 8, > Spt1, dla kazdej liczby naturalnej n. Mozna to
zmudnie wyrachowaé, albo skorzystac’: ze znacznie ogdlniejszej obserwacii:

Narysujmy wykres funkeji f(z) = - +1 dla wartoéci ¢ réwnej na przyklad 1/2

(dla innych wykresy wygladaja podobme). Zaznaczony fragment ma pole réwne
n+1

[ f(z) czyli wlasnie s,.

n

: c¥ L. WG 1 -1
8 . m—'q—l.— — = gty oc=""4C
q fq q( —q— 1) +1 x4
) : f(m) = Ig+1 1’1+1 ’ i3
=§jr.t g L ;‘ +‘ f f( -'). = 5n

(n+1)4 T na

T 7

Z
Rt PR Cnk
n‘!ﬁl

Zaznaczajac dwa fragmenty widzimy, Ze wartoSci s, tworzg ciag malejacy
(bo f jest funkcja malejgca):

it .,:Mﬂ%’l’g

Poczatkowe wartosci sy, s2, 83, . . . 53 mate i bliskie sobie, gdy g jest bliskie 0

(np.: dla ¢ = 0,01 jest s; =0,0069..., s, =0,004.. =0,0028...). Mamy wiec
te same ,dobre” wiasnodci, co w rozdmale II, z ta roznm@, ze teraz bedziemy
zblizaé parametr g do 0 {a nie do 1).

Sprébujmy teraz obliczyé szanse wylosowania liczby parzystej, tj sume

1 1 1 1 1 1
(z_q"ﬁ)+(4_e“5_e)+(6_q"ﬁ)+"‘

Sg+84+85+..




DYGRESJA:

Traktowanie ,nieskoriczonego” dodawania
jak ,zwyklego” (lacznosé, przemiennosc)
wymaga uzasadnied, czy choéby stéw
przestrogi, ze nie zawsze tak mozna
postepowaé. Wydaje sig, ze lepiej te
uwagl zostawié na inng okazjg — tu
rozpraszalyby tylko ucznidw.

DYGRESJA:
Znajac regule de L’Hospitala mozna to
obliczyé znacznie szybciej. ’

Tu napotykamy pewien ktopot — nie znamy ,zwiezlego” ogélnego wzoru (dla
1 1
g = 1 znany jest wzdr: % — % + i3 +...=1—1In2). Ale mozna sobie poradzi¢

" bez niego przy liczeniu granicy tej sumy (zaleznej od g) przy ¢ — ot.

Zauwazmy najpierw, ze z faktu iz cigg 8, jest malejacy wynikaja nieréwnoéci:

$o9+84+s+...=82+s4a+58+...<s1+s83+s5+...
s3+sst+sr+...<sgo+84+ss+...=82+54+s+...
Zatem po dodaniu stronami (pamietajac, ze s; +s2 +83 + ... =1):

1-51<2(sa+ss+s6+...)<1

i po podzieleniu przez 2 dostajemy

1 1
-5 < s i
5 231_32+S4+Se+ <

Czyli szansa wylosowania liczby parzystej malo rézni sig od 1/2 (gdy ¢ bedzie

b2

coraz blizsz_e 0,to 51 =1— 5 jest tez coraz blizsze 0).

UWAGA. W podobny sposéb mozna tatwo pokazaé, ze szansa wylosowania liczby -
dajgcej reszte 5 z dzielenia przez 6 jest réwna 1/6 oraz, Ze szansa wylosowania liczby
podzielnej przez 17 jest réwna 1/17 — zgoduie z intuicja.

Warto jeszcze stwierdzié, ze w tych rozumowaniach wykorzystuje sie tylko nastepujace
wiasnosci sn:

s1<s52<s3<..., s1+s2+3s3+...=1oraz s1 dagy do 0 przy g dazacym do 0.

Przejdémy wreszcie do liczenia szans wylosowania liczby zaczynajacej sig cyfra 8:
sg+sso+ss1+...+8gotSgo0o+Ssont+...FSgot...=

_f3 § 11 L i 11

._.(S—Q—-g—q)-l-(mnﬁ)-]'(8?—@)+...+(-8E—“gﬁ)+
1 1 1 -1 1 1 3

""(sooq_éW)’L(W"sT.‘z?)J““J’(M"9004)+”"

1 1,1 1 -1 1 B

=% "¢ " Bor 907 800 G007 T

/1 1 1/1 1 1 (1 1 B
= (s—q"g?) +1_o?(8_a"§) +W(s—5"9_e) e 55

-(b8)eo e (3) (3 -

87 99 10¢ 10¢ 10¢

_fi i 1 107 99-—8? (10 \797—8¢

- (@‘@)1-% T BT-97I0¢—1 (8-9) 109 -1
Szczesliwie udato sie nam ,pozbyé kropeczek”. Pozostaje jeszcze, niecalkiem
proste, wyliczenie granicy tego wyrqa.zenia przy g dazacym do 0. Zauwazmy

najpierw, ze z czynnikiem 3.9 nie ma klopotu — dazy do 1. Natomiast
drugi czynnik jest ulamkiem, w ktérym i licznik, i mianownik dazg do 0.
Wymaga to pewnych zabiegéw — Zrébmy ,matla sztuczke” (Yatwo sprawdzié, ze
zachodzi réwnosé): > ' :

9‘1—89_(9’1—1 8“—1) 1

—_1 - 107—1 "

_ 109 —1 g q -

Zajmijmy sie tylko jednym z ulamkéw i zamiast g piszmy h
gh 1 gh _ g0 80+h — g0

k h h
Widzimy teraz iloraz réznicowy funkcji g{z) = 8% obliczony w punkcie 0, zatem
) 80+h — g0 ;
lim ———— =4'(0),
a poniewaz (8%)' = (e*"®) =In8-e*"8 =In8 - 8%, mamy
. 81-1
lim —— =In8.

=0 g




DYGRESJA:

Praca Pinkhama ([6]) podaje ten sam
wynik réwniez ,tylko” w obrgbie pewnej
teorii. Kazde twierdzenie w matematyce
(i nie tylko) jest wyrazone w trybie
warunkowym: ,jeZeli..., to...”
(czasami niejawnie).

— q_
1=1119 oraz lim 10 l=1n10.

g —0 g

¢
Podobnie liczac otrzymujemy: ;1_%

Mozemy wiec dokoficzyé nasze rachunki:

. 10 \ %97 — 8‘1) _
im((575) sr-1) = |
. 10\ (.. 99—-1  81-1 1
= % (ﬁ) (gl—% PR )Iimlgq—‘l -
z g—0 q

_In9—In8

T Inl0
Otrzymalidmy wreszcie dugo oczekiwany rezultat. Z powyzszych rozwazan
wynika, e
szansa wylosowania spoérdd liczb naturalnych liczby zaczynajacej sie cyfra 8

jest réwna log;, 9 — log;, 8.

= ].Oglo 9 = loglo. 8.

Niemal identyczne rachunki pozwalaja stwierdzié ogélnie, ze

szansa wylosowania spoérdd liczb naturalnych liczby zaczynajacej sie cyfra n
jest réwna logyo(n + 1) — loggn.

Pelny sukces!!!

Na koniec tego rozdzialu nagroda dla wytrwalych — ,praktyczne zastosowanie”
otrzymanego wyniku. Obliczmy:

(log1 2 — logyg 1) + (logy 3 —logyq 2) + (logyo 4 — logyg 3) + (logyo 5 — logy 4) =
=log,y 5 —logig 1 =log;, 5 = 0,69897 ...~ 0,7.

Jest to szansa wylosowania spoéréd liczb naturalnych liczby zaczynajacej

sig jedng z czterech cyfr 1, 2, 3, 4. Zatem duzo wiecej niz intuicyjne 4/9!
Wystarczy teraz zalozy¢ wlasne kasyno, w ktérym ruletka bedzie losowala.
dowolng liczbg naturalna; obstawiaé bedzie sig czy wylosowana liczba zaczyna
sig cyfra mniejszg od 5. Zapewne wiekszos¢ grajacych bedzie obstawiaé, ze nie.
Jest tylko jeden klopot mianowicie zbudowanie takiej ruletki, ktéra losuje liczbe
naturalng spoéréd wszystkich liczb naturalnych. Tym, ktérym sie uda pokonaé
te ,techniczne” trudnosci, proponuje przeznaczyé czesé fortuny na zakup

dawno juz nie wznawianej ksigzeczki [9], w ktérej miedzy innymi opisywany jest
(str. 227-234) tu rozwazany paradoks, ale w troche inny sposéb.

Odsuimy jednak zarty na bok i zastanéwmy sie jeszcze nad pytaniem: czy tak
otrzymany wynik jest prawdziwy?

IV. JAK JEST NAPRAWDE?

Skad to pytanie?! Czyzby rezultat otrzymany w poprzednim rozdziale nie byl
poprawny? Przeciez wlasnie taki wzér mozna znale#¢ w literaturze: [2] str. 65,
[9] str. 229 (w obu pozycjach cytowana jest praca Pinkhama, [6]).

Otrzymaliémy wynik, tj. granice j

%@_I}%(Ss + 880 + S81 + . .. + Sgoo + Sso1 + Sgee + . ..)

przy pewnym szczegdlnym sposobie okreslenia s, — szans wylosowania i

poszczegélnych liczb naturalnych. Przy innym sposobie mozna otrzymaé ;
inng granice albo nawet brak granicy (tak wlaénie jest w przypadku opisanym
w rozdziale II — Zmudne rachunki tu jednak pomijam).

Zatem odpowiedZ na pytanie: Czy otrzymany wynik jest prawdziwy? brami: !
TAK - jesli rozumieé stowo ,,prawdziwy” w obrebie teorii zarysowanej tutaj i
w rozdziale III. Jednak to stwierdzenie malto kogo zadowala — PRAWDA musi |
by¢ nie w obrgbie jakiej§ tam teorii, ale w ogéle, w rzeczywistosci! Jednak by :
dalej rozwija¢ ten temat, trzeba innych rozwazan, raczej filozoficznych, trzeba

wyjéé poza matematyke — ja zostaje.
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