Injekcje, surjekcje i bijekcje
na zbiorach skoiniczonych
Stanistaw MIKLOS, Wroctaw

Juz pierwsze zetkniecie ucznia z pojeciem funkeji, niekoniecznie z jego definicja,
moze nasunaé mu pytanie o liczbe wszystkich funkcji ze zbioru skoficzonego

w zbiér skoficzony; w tym o liczbe injekcji (funkcji réznowarto$ciowych),
surjekeji (funkcji ,na”) i bijekcji (funkeji zaréwno réznowartodciowych, jak

i ,na”). Przecigtny uczed bez trudu moze odkry¢ ([Had], [Pol]) nastepujace

Twierdzenie 1. Jeseli X jest zbiorem n-elementowym i Y jest zbiorem
m-elementowym, to istnieje m™ funkcfi z X wY.

Dowdéd. Mozemy przyjaé, ze X = {1,2,...,n}. Wtedy kazda funkcja fz X w¥
jest n-wyrazowym ciggiem o wyrazach z ¥. Kazdy spoérdd n wyrazdw takiego
ciagu mozemy wybraé na m sposobéw. Wszystkich ciagdw jest zatem m™.
Podobnie,

Twierdzenie 2. Jeieli X jest zbiorem n-elementowym, gdzie n < m, to istnieje
m{m—1)...(m—n+1) injekcji z X na Y.

Dowdd. Potézmy X = {1,2,...,n}. Wtedy pierwszy wyraz ciagu mozemy
wybraé na m sposobéw, drugi na m — 1, i ogdlnie, i-ty wyraz mozemy wybraé
na m — 1 + 1 sposcbéw. Wszystkich takich ciggdw n-wyrazowych jest zatem
mim—1)...(m—n+1).

7 twierdzenia 2 mamy

Whniosek 1. Jezeli X 1Y sqg zbiorami n-elementowyms, to istnieje n! bijekeji z X
neY.

Niech X ={1,2,...,n} 1Y = {y1,¥2,-- -, Yym}- Wtedy tradycyjnie w literaturze:
kazdg funkcje z X w ¥ (kazdy n-wyrazowy ciag o wyrazach z ¥') nazywamy
n-Wyrazows, wariacjg z powtdrzeniami zbioru Y'; kazda surjekcjez X w Y
(kazdy réznowartodciowy cigg n-wyrazowy o wyrazach z ¥) nazywamy
n-wyrazows, wariacjq bez powtérzeri zbioru Y'; kazda bijekcje z X na ¥ (kazdy
réznowartoéciowy ciag n-wyrazowy o wyrazach z Y') nazywamy permutacjg n
réznych elementdw. Dalej, jezeli n < m, to kazdy n-elementowy podzbidr zbioru
Y nazywamy n-elementows kombinacjg zbioru Y.

7 twierdzenia 2 i wniosku 1 dostajemy

‘Wniosek 2. Jezeli Y jest zbiorem m-elementowym i n < m jest liczbg naturaing,
to istnieje (’;f) n-elementowych kombinaci zbioru Y.

Dowdd. Niech X = {1,2,...,n} iniech ¥ = {y1,¥2,...,Ym}- Na mocy
twierdzenia 2, istnieje m(m — 1) ... (m — n + 1) réznowartosciowych
n-wyrazowych ciaggséw ys,, Vs, - - -, ¥in- Stad i z wniosku 1, istnieje n!
réznowartoéciowych n-wyrazowych ciagdéw, ktérych wyrazami sa ¥5,, Y, - -+ 2 Ysn -
Zatem istnieje m(m_l)“'!(m—n“'l) n-elementowych podzbioréw zbioru Y; czyli
istnieje (’:‘) n-elementowych kombinacji zbioru Y.

Nastepne trzy twierdzenia podaja wzory na obliczenie liczby fn m wszystkich
surjekcji ze zbioru n-elementowego na zbidr m-elementowy. Kazdy z tych wzoréw
jest trudny do odkrycia lub udowodnienia dla przecigtnego ucznia, a nawet
studenta.

Twierdzenie 3.1. fom = M(fo-1,m + fr-1,m—1)-

Dowéd. Niech X = {z1,22,.. ., Zn} 1Y = {y1,¥2,...,Ym}, 1 niech f bedzie
surjekcjg z X na Y taka, ze f(z,) =yy, gdzie j € {1,2,...,m}. Mozliwe s3 dwa
nastepujace przypadki:

(a) F(X\ {z.}) =7, albo
(b) F(X \{2a)}) =Y\ {v5}.
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Zauwazamy, ze w przypadku (a), ktéry ilustruje graf A na rysunku 1, istnieje
m mozliwoéci wyboru wartoéei f(z,,) dla argumentu %, oraz fn—1,m mozliwosci
okreglenia wartoéci f(X \ {zn}) dla argumentéw z1,%2, ..., Tn—1; cZyll w tym
przypadku istnieje m + fn—1,m mozliwosci okreélenia surjekcji f.

Rozumujac podobnie w przypadku (b) (zob. graf B) stwierdzamy, ze istnieje

m mozliwosci okreslenia wartoéci f(z,) dla argumentu z, oraz fn—1,m—1

mozliwodci okreSlenia wartodci f(X \ {zn}) dla argumentow 21,%s,. .., Zn-1;
. czyli w tym przypadku istnieje m - fn—1,m—1 mozliwosci okredlenia funkcji f

Tak wiec surjekcja f moze byé okreslona na m{fn—1,m + fn—1,m—1) Sposobéw.
7 definicji liczby fn,m, twierdzenia 1 i wniosku 1 mamy natychmiast
fn,l =1, fn,z =2"-2 i fn,n =n!

Zwiazki te mozemy wykorzystaé przy obliczaniu liczb fn,m, co pokazuje
nastepujacy

Prayktad 1. foz = 3(fs,s + fs,2) = 9(fus + fu2) +3(2° = 2) =
=927(fas + fa) +9(2% — 2) + 3(25 — 2) = 27(3! 4 2% — 2) 4- 126 + 90 = 540.

Korzystajac z twierdzenia 3.1 mozemy liczby fnm dla 1 < n,m < 10 zestawié

Graf A w tabele.
Liczby surjekcji fn,m ze zbioru n elementowego w zbir m-elementowy

Nm 123 4 5 6 T 8

1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 2! 0 0 0 0 0 0

3 1 6 3! 0 0 0 0 0

4 1 14 36 4l 0 0 0 0

5 1 30 150 240 5! 0 0 0

6 1 62 540 1560 1800 6! 0 0

7 1 126 1806 8400 16800 151200 70
Graf B 8 1 254 5756 40824 126000 191520 141120 8!

Rys. 1 Widzimy, ze kazda liczba fm wystepujaca w tej tabeli, oprécz skrajnych,

réwnych jednoéci, jest m-krotna suma liczby wystepujacej dokladnie nad nig
oraz liczby nad nia po lewej stronie. Co wigce], wszystkie liczby fn,m powyze]
przekatne] sa zerami. Stad tabela 1 w zasadzie ma ksztalt tréjkata, ktéry
przypomina nam tréjkat Pascala.

Twierdzenie 3.2. fomi1 = 9 peq (3) fr—iim

Dow6éd. Niech X = {z1,%2,...,2n} 1 ¥ = {y1,¥2,...,¥m+1}, i niech f bedzie
surjekcjg z X na Y. Rozwazmy przeciwobraz f~' (Ym41) = {5, Bjos- -, Tis >
gdzie i € {1,2,...,n}. Rysunek 2 ilustruje przypadek dlan =5, m =211 =2,

Wtedy, wobec wniosku 2, dla ustalonego i istnieje (%) mozliwosci wyboru
argumentéw ;, , Tj,, . - - , Tj; przeciwobrazu {zj,, T4, . . ., %4 } dla wartoscl
obrazu Ym41, 082 fr—i,m surjekcii z X \ {25,245, .-, %5} 02 ¥ \ {Ymsa }; czyli
w tym przypadku f mozemy okresli¢ na (7) fn—im sposobéw. Zatem, skoro i
jest dowolng, liczba naturalng taka, ze 1 <14 < n, to surjekcje f mozna okrefli¢ na
(?) fa—1m + (g)fn—Z.m +...+ (::) fn—1,m sposobdw.

Nastepny przyklad pozwala poréwnaé skutecznoéé obliczania liczb fn,m za
pomocg obydwu wzordw rekurencyjnych.

Rys. 2 Przyklad 2. fe,3 = g) foot () fz+ §) fip+ (D) for+ §) o+ ) for =
= 6(25 —2)+15(28 = 2) +20(25 — 2) + 15 21 + 0 + 0 = 540.

7 kazdego wzorn na liczbe fn ., mozna wyprowadzi¢ nastepujace
Twierdzenie 3.3. fom = Yoimg (1) (T) (m — i)™

Dowdd. Stosujemy indukeje matematyczna wzgledem n i wykorzystujemy
twierdzenie 3.1, czyli rekurencyjny wzér fo,m = m(fn—1,m + fa-1,m-1)-
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Dla nn = m = 1, obie strony wzoru sa réwne 1. Dlan =1orazm = 2,3,... lewa
strona wzoru jest réwna 0, a prawa strona jest réwna

o e fme
Z( ~1) ( ) —7.)=Z(—)?'I(m ﬁ): z)—mZ( —1)¢ —1-—-?,) o

i=0 i=0 i=0
mZ( )— Y =m(-1+1)"=0.
i=0

Zatem dla n = 1 i dowolnego m twierdzenie 3.3 jest prawdziwe.

Zalésmy teraz, ze twierdzenie 3.3 jest prawdziwe dla ustalonej liczby n
i dowolnej liczby m. Pokazemy, e jest ono prawdziwe dla liczby n + 1 i dowolnej
liczby m, czyli, e

Fatim = g(—l)" ('T”) (m — ).

Widzimy, ze wzér jest prawdziwy dla m = 1. Pokazemy, e jest on prawdziwy dla
m=2,3,.... Istotnie, z twierdzenia 3.1 i zaloZenia indukeyjnego mamy:

fn+1,m = m(fn m + Jcn,m—l) =

m(E(—lf (7)em =i+ i(—lﬁ (m Hm-1-ir) =
(

=0

o mug(_w( )(m_?, +Je () -
":“) Z( ~1) ( 1)(m—i)”)=

o
onfoeErer(3) - <?:f>(m-i>">=
cafom B ()2

= mmH 4 g(_l)i CT,) ntl _
- gg(—l)* C’f’) (m — i)™+, ]

Stad twierdzenie jest prawdziwe dla liczby n 4 1 oraz dla dowolnego m.

Tak wiec, na mocy zasady indukcji matematycznej, wnosimy, ze twierdzenie 3.3
zostalo udowodnione.

Twierdzenie 3.3 mozemy udowodnié bez odwolywania sie do twierdzed 3.11 3.2
(por. [Guz], [Lip], s.44, [Szu), 5.53). Zrobimy to wykorzystujgc ponizszy lemat,
ktéry mozna udowodnié metods indukeji. Zardwno w sformulowaniu lematu,
jek i w dowodzie twierdzenia 3.3, [(A) oznacza liczbe wszystkich elementéw
skoficzonego zbioru A.

Lemat. Niech J1,Fs, ..., Fm bedg skoriczonymi zbiorami i niech

=y WEY Sa= 3, M 0Pl e AN R Nw Fa):

i=1 1<i.j2<m
Wtedy
R UFRU. . UF) =8 - 84 .+ C1P9E, E( s
Dowdd twierdzenia 3.3. Niech X = {z1,2a,...,2,} 1 ¥ = {y1,¥2,---,¥m}. Dla
i=1,2,...,m, niech F; bedzie zbiorem wszystkich funkeji f : X — Y takich, ze
yi € F(X). Liczba [(F;, N Fj, N...NFy,), gdzie 1 < 51 < fa < ... < 3 < m, jest
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Rys. 3

réwna liczbie wszystkich funkcji ze zbioru n-elementowego X

w (m — 1) — elementowy zbi6r ¥ — {yj,,Vsa, - - -, ¥ss }» 2yl
WFpNFpn...NFg)=(m—i)"

Stad, skoro wszystkich ciggéw postaci 1 < j1 < ja < ... < fi <m jest (), to

;= (T)(m—i)”, gdzie i=1,2,...,m.

Zauwazmy, ze Sy, = 0, co odpowiada temu, ze Sy = F1 N FaN ... N Fpr jest
zbiorem pustym. Zatem, wykorzystujac lemat otrzymujemy

L{FRUFU... UFn) = i(_l)i-hlsi — i(_l)i-;—l (’T’) (m — i)™,
) i=1 i=1 .

Zauwazmy, ze F1 U Fa U... U Fp, jest zbiorem wszystkich funkcji z X w Y, ktére
nie sg surjekcjami. Stad
Fam =1(XY)=l(FLUFU...UFn),

czyli
Fam =m" — i(—l)“‘l (T’) (m — i)™,
a stad =
o é(—l)"’ (T’) (m — )™

Stosujac twierdzenie 3.3 mozemy bardzo szybko obliczaé liczby fn,m, co
w przypadku wzoréw rekurencyjnych bylo 2mudne, zwlaszcza dla wigkszych
liczb nim.

Kombinatoryka jest wazna w rachunku prawdopodobiefistwa, teorii graféw, teorii
informacji i innych dziatach matematyki stosowanej. W nauczaniu szkolnym
wystepuje gléwnie ze wzgledu na zastosowania w rachunku prawdopodobiefstwa,
a na szkolnych kotach zainteresowan znakomicie pobudza rozwdj umystowy
dziecka [Aeb, Fre]. Pojecia kombinatoryczne zrozumiane intuicyjnie i logicznie,
a nie biernie wyuczone, mogg sie staé uzytecznym narzedziem w rozwigzywaniu
wielu zadan. W starszych klasach szkoly podstawowej i w szkole §redniej,
ksztalcgce jest rozwigzywanie zadan, ktdrych uogdlnienia prowadza do nowych
zadan i twierdzed. Autorami takich zadad moga by¢ sami uczniowie. Oto
przykiady takich zadad.

1. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 6 rozréznialnych pitek w 3 pudetkach?

2. Na ile sposobdw mozna rozmiescié 6 rozréznialnych pilek w 3 pudetkach tak,
aby w kazdym pudelku byla co najmniej jedna pitka?

3. Na ile sposobéw mozna rozmieécié 5§ nierozrdznialnych pitek w 3 pudetkach?

4. Na ile sposobéw mozna rozdaé 6 identycznych prezentéw 3 dzieciom tak, aby
kazde dziecko dostalo co najmniej jeden prezent?

5. Rysunek 3 ilustruje podzial prostokata na & - 4 przystajace kwadraty oraz
droge od A do B, w ktérej poruszamy sig tylko w gére lub w prawo. Ile jest
takich drég od A do B 7

6. Na ile sposobdw mozemy usadowié przy okraglym stole 7 dziewczat i 7
chlopcéw tak, aby dwéch chiopcéw ani dwie dziewczyny nie siedzialy obok
siebie?

7. lle réznych liczb siedmiocyfrowych, w ktérych cyfra 2 wystepuje dokladnie
dwa ragzy, mozna zapisaé za pomoca cyfr 1, 21 37

Uogélnienie zadania 1 prowadzi do twierdzenia 1, a zadania 2 — do twierdzen 3.1

— 3.3. Rozwiazujac zadanie 3, przecietny uczen najczesciej prébuje wypisaé, np.

w tabeli, wszystkie mozliwe rozmieszczenia 5 pilek w 3 pudetkach. Po wypisaniu

juz kiltku mozliwosci moze on zauwazyé, ze skoro mamy 5 pilek, to

(a) liczby pilek we wszystkich pudetkach sg rézne, i wynosza odpowiednio: 4, 1,
01lub 3, 2, 0, albo

(b) liczby pitek tylko w dwéch pudetkach sg réwne, i wynosza odpowiednio: 5, 0,
0lub 3,1,11ub 2, 2, 1.

42

g s



P

ONONONONORONG,
OO0 000

Rys. 4

Stad, w przypadku (a) pilki mozemy rozmiesci¢ w pudeltkach na 3!+ 3! =12
sposobéw (liczby permutacii 2 zbioréw 3-elementowych), a w przypadku (b)
- na g—: + g—: + -g-‘; = 0 sposobéw (liczby permutacji 3 zbioréw 3-elementowych,
w ktdrych dwa elementy sg identyczne). Zatem istnieje 12 + 9 sposobéw
rozmieszczenia 5 nierozrdéznialnych pitek w 3 pudetkach.

To zadanie uczen moze rozwiazaé takze rozumujgc nastepujaco. Rozmieszczenie
5 nierozréznialnych pitek w 3 pudetkach, to rozklad liczby 5 na trzy catkowite
nieujemne sktadniki. Tak na przykiad rozklad 5 = 2 4 3 + 0 oznacza, ze

w pierwszym pudetku znajdujg sie 2 pitki, w drugim 3 i w trzecim 0. Aby
otrzymaé ten rozklad, 7 nierozréznialnych pilek ustawiamy w jednym wierszu

i numerujemy je od lewej do prawej, co ilustruje rysunek 4.

Nastepnie z tych 7 pilek zabieramy trzecia i siédma. Wtedy pozostale pitki dajg
rozktad 2 + 3 + 0. W ten sposéb wybierajac 2 z podrdd 7 pilek, otrzymamy

moszliwe rozklady; jest ich wigc (°37%) = (]). Rozumujac analogicznie zauwazamy
natychmiast, ze n nierozrdéznialnych pilek mozemy rozmiesci¢ w m pudetkach na

(“tm™T1) sposobéw.

Podobnie rozumujgc zauwazamy, ze istnieje (7’:‘:11) sposobdéw rozdania n
identycznych prezentéw m dzieciom tak, aby kazde dziecko otrzymalo co
najmniej jeden prezent (zad. 4), a dzielac prostokat na m - n przystajacych
kwadratéw, otrzymujemy (m:”) réznych drég od A do B (zad. 5). Dziewczeta
i chlopcy moga byé usadowieni na 2(7!)? sposobéw (zad. 6), i wreszcie, istnieje
(+)25 liczb siedmiocyfrowych (zad. 7).

Nabywanie umiejetnoéci rozwigzywania zadail kombinatorycznych, przez
przecigtnego ucznia i studenta, wymaga szczegdlnych zabiegéw dydaktycznych,
w tym zwlaszcza upogladowienia poprzez sporzadzanie tabel, drzew, graféw etc.
Co wiecej, préby poszukiwania réznych sposobdw rozwigzywania tego samego
zadania, pozwalajg uwolnié sie od schematéw i wyeliminowania ewentualnych
bledéw [Dyb, Plo]. Wyniki badan i obserwacji potwierdzajs, ze poza liczbg
surjekeji, uczniowie i studenci znajg wzory na liczbe funkeji na zbiorach
skoficzonych, ale czesto majg kiopot z ich uzasadnieniem. Jednak najwigkszg
przeszkode stanowi interpretacja tych wzoréw nawet w prostych sytuacjach.
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