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Rachunek prawdopodobiedstwa w pierwsze]j, wielowiekowe] fazie swojego
rozwoju byl w zasadzie teorig gier hazardowych. Metody wtedy dostgpne
pozwolily udowodnié wiele znakomitych twierdzen, ale prawdziwy rozkwit ~
rachunku prawdopodobiefistwa nastapil dopiero w XX wieku, po wprowadzeniu
przez Kolmogorowa, jego aksjomatycznego podejécia do prawdopodobiedstwa.
W artykule tym omdwimy jedno z bardzo waznych pojgé nowoczesnego
rachunku prawdopodobiefstwa: pojecie martyngalu, zilustrowane za pomoca
bladzenia przypadkowego.

Wryobrazmy sobie nastgpujaca sytuacje: dwie osoby, A i B, graja na pienigdze
w ‘orta i reszke’. Gia polega na tym, ze kolejno rzucaja moneta; jezeli
wypadnie orzel, to gracz A dostaje zlotéwke od gracza B, a jezeli reszka — to
na odwrdt, gracz A placi ztotéwke graczowi B. Oczywidcie gra ta nie ciagnie
sie w nieskoriczonoéé: jezeli ktéremus graczowi zabraknie pieniedzy (tzn. jego
kapitat spadnie do zera), to przegrywa cala gre. Zastanowimy sig, jakie sg
prawdopodobiefistwa wygranej dla kazdego z graczy w zaleznosci od kapitatu
poczatkowego.

Wyniki takiej gry mozemy przedstawi graficznie i zwiazac z bladzeniem
przypadkowym w nastepujacy sposéb. Zalézmy, ze w chwili zero umiedciliSmy
na osi liczbowej, w punkcie zero, czastke. Czastka ta- przeskakuje o jednostke

w prawo lub w lewo po kazdym rzucie moneta, w zaleznoéci od wyniku tego
rzutu: jezeli wypadt orzet — to w prawo, a jezeli reszka — w lewo. Wykonuje wigc
ona bigdzenie przypadkowe. Jezeli Sy, oznacza polozenie czastki po n krokach, to

* kapitalem gracza A po n rzutach bedzie Ko + Sn, gdzie Ko oznacza jego kapital

na poczatku gry.

Co wigcej, mozemy napisaé

Spn=S+X1+Xo+...Xp,
gdzie S = 0 jest polozeniem poczatkowym czastki, natomiast dlai=1,2...,n
zmienna losowa X; réwna jest 1, jezeli w i—tym doswiadczeniu wypadt ‘orzel’,
lub —1, jezeli ‘reszka’. Jezeli moneta jest symetryczna (nieobcigzona), to dla
kazdego rzutu prawdopodobiefistwa uzyskania orta i reszki beda réwne 1/2,
w ogélnym przypadku beds one réwne pi g, gdzie p,g > 0 oraz p+¢ = 1.

Okazuje sie, e nawet w takim prostym modelu mozemy zaobserwowac wiele
interesujacych zaleznodci, dotyczacych zachowania ciagu Sy, dla duzych n
(tzw. prawo dtugich prowadzen, prawo wielkich liczb, centralne twierdzenie
graniczne i inne, zob. [3]). Przyklad ten jednoczeénie ilustruje réine wazne
pojecia rachunku prawdopodobiefistwa. Jednym z takich pojeé jest pojecie
martyngatu i jemu wladnie po§wiecimy dalszy czed¢ tego artykulu.

Niech (2, F,P) bedzie dana przestrzenig probabilistyczng, zwigzang

z wykonywanym przez nas do§wiadczeniem wielokrotnego rzutu moneta.
Przypominamy, ze {3, przestrzen zdarzed elementarnych, jest to zbidr
wszystkich mozliwych do zaobserwowania wynikéw doswiadczenia (naszym
‘do$wiadczeniemn’ jest tym razem nieskoriczenie dlugi ciag rzutéw monets,).
Formalnie:

(1) 0={0,1)%,

gdzie 1 oznacza orla (sukces), a 0 reszke (porazke). Zatem kazde zdarzenie '
elementarne 3 w = (w;)$2, jest nieskoniczonym ciggiem zer i jedynek, przy
czym jezeli w; = 1, to i—ty rzut dal orla, a jezeli w; = 0, to i—ty rzut dal reszke.
F C 2% jest 5—ciatem zdarzer ‘obserwowalnych’. Poniewaz przestrzed zdarzefi

elementarnych nie jest przeliczalna, nie mozemy jako F wzigé o—ciala ziozonego
ze wszystkich podzbioréw .
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Przypomnijmy, e jezeli X jest dowolnym zbiorem, natomiast A pewna rodzing
jego podzbioréw, to A jest o—clalem jezeli:

1.0 e 4

2. jezeli A € A, to A° € A (przez A° oznaczamy dopelnienie zbioru A);

3. jezeli A;, As,... jest ciggiem podzbioréw, z ktérych kazdy nalezy do A, to
réwnies | o, Ai € A

Odpowiednim o—cialem w rozwazanym przez nas przypadku bedzie tzw.

o—ciato cylindryczne: najmniejsze o—cialo, zawierajace wszystkie zbiory postaci
i def i, _ .

(2) Cirrak = {we {0,1} =ayi=1,...k},

dlg b=1,2; oy ds =1,2, s o; 67 ©{0, 1} (Zblory takie nazywamy eylindrami.

wEGH “" oznacza, ze wymklem rzutu i; jest a;.)

W koticu musimy okreslié prawdopodobienstwo P. Wystarczy zdefiniowaé je
dla cylindréw, a potem rozszerzyt na cale o—ciato (co wymaga sprawdzenia
tzw. warunku ciaglodci w zerze; pomijamy je). Jezeli C = C72 /" jest danym
cylindrem, to przyjmiemy

(3) P(C') — p«:1.1-|—...+r1;¢ qk—a.l —..Qf ,

gdzie p jest prawdopodobiefstwem wyrzucenia orta w pojedynczym rzucie
monety, ¢ = 1 — p jest prawdopodobiefistwem wyrzucenia reszki.

Zwracamy uwage, Ze do pewnego stopnia moglibyémy obejé¢ sie bez tej
formalizacji: znaczna cze§é zdarzen, ktérych prawdopodobiefistwa nas interesuja,
zalezy od pierwszych n zdarzed, dla pewnego n. MoglibySmy zatem wprowadzié
‘skonczone’ przestrzenie probabilistyczne

Qp ={(w1,...wp) 1 w; € {0,1}}, n=1,2,..
opisujace wyniki pierwszych n dodwiadczer. Wtedy zdarzeniami obserwowalnymi
beda wszystkie podzbiory {1,, natomiast prawdopodobienistwo, zgodnie
z intuicja, zadaje sie przez

P({ (wl: s wﬂ:)}) = Pw"""""ﬂ grTYLIT

W tym jezyku mozemy Scidle opisaé zmienne losowe X;: X;(w) = 2w; — 1 (réwne
+1 jezeli wynikiem i—tego rzutu jest 1l-orzel, oraz —1, jezeli wynikiem i—tego
rzutu jest O-reszka). Tak okreglone zmienne losowe (X, ), s niezaleine.

Dla ilustracji obliczamy prawdopodobiefistwo tego, ze czastka po n krokach
powrdcel do swego pierwotnego polozenia (lub ze gracz A bedzie mial po n grach
tyle pieniedzy, co na poczatku). Dla prostoty zalézmy, ze Sp = 0. Czastka moze
powrdcié do zera tylko po parzystej liczbie krokdw, niech wigc n = 2m. Interesuje
nas prawdopodobiefistwo zdarzenia A, = {5, = 0}. Jasne jest, ze mozemy
ograniczyé sig do przestrzeni ,. Powrdt do zera po n = 2m krokach nastepuje
wtedy i1 tylko wtedy, kiedy w pierwszych n = 2m dosw1adczemach jest tyle samo
ortéw, co reszek. A zatem

Azm:{(wls--'C‘JZm):w1+...+w2m=m}_

Jezeli w € Ao, to P({w}) = p™¢g™ (dla wszystkich takie samo). A ile
jest elementéw w zbiorze Aoy, tzn. ile jest 2m—elementowych ciggdw
zerojedynkowych, majacych tyle samo zer, co jedynek? Jest ich (*™). Zatem

— 2m m_mn
P(Aam) = (m)p g
Zastanéwmy sig teraz, jak wielkodé ta zachowuje sie gdy m — co. Stosujac
przyblizenie Stirlinga dla silni (m! & m™e™™+/27m) dostajemy, ze
(4pg)™
JTm .
Widzimy, ze jezeli p # ¢ # 1/2, to wyrazenie ponizsze dazy do zera
eksponencjalnie szybko, natomiast jezeli p = g = 1/2 (bladzenie jest

symetryczne), to tempo tej zbieznodci do zera jest znacznie wolniejsze, tylko jak
pierwiastek z m.
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Jest to jedna z wielu ciekawych wtasnodci bladzenia przypadkowego, cos, co
fizycy nazwaliby ‘przejéciem fazowym’. Mogliémy ja pokazaé uzywajac naszego
nieskomplikowanego jeszcze aparatu.

Kolejnym zagadnieniem, ktére chcemy rozpatrzy¢, jest wspomniane we wstepie
zagadnienie ruiny gracza. Gra odbywa si¢ na opisanych wyze]j zasadach, z tym,
ze okre§lamy kapitaty poczatkowe graczy: gracz A ma poczatkowo a ziotych,
natomiast gracz B ma b zlotych (a, b — liczby naturalne). Gra konczy sig, gdy
ktéryé z graczy pozostanie bez grosza, witedy drugi z graczy automatycznie
wygrywa. Mozna zadaé pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo wygrane]j dla
kazdego z graczy. Zadanie to mozna rozwiazac elementarnie, stosujac wzory
na prawdopodobiefistwo calkowite. My natomiast do rozwiazania tego zadania
zastosujemy pojecie martyngatu.

Definicja. Niech ({0, F,P) bedzie dang przestrzeﬁz’q probabilistyczng,

aFg CFLC- CFnCFpg1 C - CF - rosngeym ciggiem o— cial. Powiemy,
ze cigg zmiennych losowych (M), jest martyngatem wzgledem ciggu o—ciat
(Fr)SL,, jedeli:

1. dla kazdego n > 0 M, jest zmienng losowq Fn—mierzalng;
2. M, sq zmiennymi losowymi catkowalnymi, B|M,| < o0, n=0,1,2...;

3. Vn VAEF, an+1dP = /M’ndP.
A A

Pojecie martyngalu pojawilo si¢ w latach 40. i pochodzilo z teorii gier
losowych. Mozna je zilustrowaé nastgpujaco na naszym przykladzie. Jezeli
Fr, bedzie o—cialem zwigzanym z rozgrywkami do n—tej wiacznie, za§ M,
bedzie oznaczato wygrana gracza po n rozgrywkach, to fakt, ze (My), jest
martyngalem wzgledem (Fp)n oznacza, ze gra jest ‘sprawiedliwa’: jezeli
wiemy coé o rozgrywkach do n—tej wiacznie, to Srednia wygrana gracza po n
rozgrywkach bedzie taka sama, jak po n +1,n+2,... rozgrywkach.

W rozwazanym przypadku nieskoficzonego (cokolwiek by to miato znaczyc)
ciggu rzutéw monets, w przestrzeni probabilistycznej, zdefiniowanej za pomoca
(1, 2., 3.), o—cialo F, zwiazane z do$wiadczeniami do n—tego whacznie to
o—ciato generowane przez te cylindry, dla ktérych ix < n. Do tego o—ciala
nalezg, wszystkie podzbiory {0, ktére sa postaci A x {0, 1}, gdzie 4 jest
dowolnym podzbiorem (1.

Wtasnoéé. Jezeli S, jest potoieniem czqstki po n krokach, to (Sp)n jest
martyngatem wzgledem (Fn)n wtedy i tylko wiedy, gdy p=1/2.

Dowéd. Mamy Spi1 = So+ X1+ ...+ Xn 4+ Xny1 = Sn + Xny. Niech A bedzie
dowolnym zdarzeniem z o—ciata Fr,. Wtedy

f 8yl [ s 5 (Tl T B f XA - SndP + f XA - Xns1dP.
A E Q

Widzimy, 2e (Sr) bedzie martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy druga catka
znika. Poniewaz jednak x4 i X1 53 niezalezne (X1 jest zmienng losows
niezalezng od o—ciata Fy,), to

[ x4+ Xoi1P = P(4) - E(Xosa) = P(4) - (0= 9)
a ostatnie wyrazenie jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy p=¢=1/2.0

Z niesymetrycznym biadzeniem przypadkowym mozemy zwigzaé dwa inne
martyngaly.

Przykiad 1. (S, —n- (p— ¢))n jest martyngatem wagledem (Fr)n-

Przyklad ten jest naturalnym uogélnieniem przyktadu powyzszego: n- (p — g)
jest wtadnie tg, liczbg, ktdra trzeba odejmowaé od Sn, by odpowiednie calki
byly réwne. Drugi przyklad natomiast jest innej natury; trywializuje sie on
w przypadku bigdzenia symetrycznego.
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Przyklad 2. Prazypuiémy, Ze p # q. Wiedy

(Ta)n = ((}%) Sﬂ)n

jest martyngatem wzgledem (Fn)n..

Analogicznie jak przedtem trzeba wykazaé, ze dla dowolnego n i dla dowolnego

A € F, mamy
/Tn.,_ldP = /TndP.
A A
Mamy:

q Sn g Xag1 q Xnt1
[ruae=[(8)7(5) " ae= [mar [(C) e
A A A Q

(ostatnia réwnosé wynika z faktu, ze A € Fp, Sy, jest Fp—mierzalne, natomiast
Xp1 nie zalezy od Fp.) Co wiece]

Xag1 =1
/(E) dP:E.;,.,.(E) g=1,
2 q P P

a zatem (T),), jest martyngatem. O

Oméwimy jeszcze jeden przyklad. Niech (M), bedzie martyngatem wzgledem
ciagu o—cial Fy. Interpretujac M, jako kapital naszego hipotetycznego gracza
po n rozgrywkach zapytamy, czy moze on §rednio zwiekszy¢ swoja wygrana,
opuszczajac niektdre rozgrywki, na podstawie wiadomoéci o dotychczasowym
przebiegu gry. Odpowiada to wprowadzeniu nastepujacych ‘zmiennych
decyzyjnych’ e,, z ktérych kazda bedzie F,—; —mierzalna: e, = 0 oznacza,

3e gracz opudci n—tg runde, a €, = 1, ze wefmie w niej udzial (decyzja ta
podejmowana jest na podstawie znajomodci przebiegu gry do chwili n — 1).

Kapitatl gracza po n rundach wynosit bedzie
Kon=Kp1+e,- (ﬂ/fn — -ﬁf[n—l}-

Stwierdzenie. (K,), jest martyngatem wzgledem (Fp)n.
Dowéd. Niech A € F,,. Wiedy

/Kn+1d]? = /(Kn + ent1 - (M1 — Mp))dP =
A A

= f KodP + f enss - (Mny1 — My)dP.
A A
Ale

/En+1 (May1 — Mp)dP =B x4 - ent1Mni1] — Exa - eny1My].
A
Zmienna €,y jest F,—mierzalna, wiec

E X4 - €nt1Mny1) = B [Xan{ep i1} Mns1) = E [Xan{ens1}Mn] =B [x4 - €np1My).
Stwierdzenie jest udowodnione. O

Dla kazdego martyngatu (M), prawda jest, ze EM, = EMp, co wynika
stad, ze ) € Fp, dla wszystkich n. Okazuje sie, ze przy pewnych zatozeniach
deterministyczny moment n mozna zastapi¢ momentem losowym 7, i ze
wtedy réwniez E[M,] = B[Mo] (doktadniej omawiamy to ponizej). Sprobujmy
zastosowad te wlasnosé do naszego zadania o ruinie gracza.

Przypomnijmy, ze gracz A ma poczatkowo a zlotych, gracz B ma b zlotych,
graja w orla i reszke o stawke réwna 1 ziotemu, gracz A obstawia orla, a gracz
B — reszke. Gra koficzy sie, gdy ktéryé z graczy zostanie zranowany J a.kle jest
prawdopodobieristwo ruiny gracza A? Gracza B7
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Przypominamy, ze X, = 1, jezeli w n—tym rzucie wypad} orzet, X, = —1, jezeli

reszka, So = 0, Sp = X1 + ... Xy Gra skoficzy sig, jezeli S, = b (ruina gracza B)

lub jezeli S, = —a (ruina gracza A). Niech zatem '
r=inf{n >0: 8, =blub S, = —a}.

Rozwazymy dwa przypadki.

1. Bladzenie symetryczne. Wtedy (Sn)n jest martyngatem. Gdyby$my wiedzieli,
ze B[S;] = E[Sp], to mielibysmy: '
0 =E[So) =b-P(S; =b) + (~a) - 1 —P(Sr = b)),

co daje

P(S, = b) = ——.

i a+b

Zatem prawdopodobierstwo ruiny gracza B wynosi ELM, prawdopodobiefistwo
za$ ruiny gracza A — .

2. W przypadku bladzenia niesymetrycznego rozpatrzmy martyngal
z przyktadu 2, (Th)n = ((—%) S") , T — jak wyzej. W tym przypadku
n

b —a

E[To] = 1=E[T,] = (1%) P(S, =b) + (%) (1=P(S =b)),
i dalej
(5)° —1

()" -1

Pozostaje nam jeszcze uzasadnié, dlaczego powyzszy rachunek jest poprawny,
dlaczego mozna zastapi¢ momenty deterministyczne — momentem losowym 7.
Otés, po pierwsze, T jest tak zwanym momentem Markowe, tzn. dla kazdego
n=1,2,3,... zdarzenie {r = n} nalezy do o—ciala Fn.

Wprowadzmy dwa nowe ciggl zmiennych losowych:

S, dan<rT T, dan<T

* n Bl * n =y,

S“_{ST dan>r7 a'ZT“_{TT dlan>T

72 pomoca elementarnego rachunku (podobnego do rozwazan przeprowadzonych
wyzej) sprawdzamy, ze (Si)n oraz (Ty)n sa martyngatami wzgledem filtracji
(Fpn)n- Maja one jednak pewna dodatkows, wlasnoéé: sg, martyngalami
ograniczonymi. A dla martyngaléw ograniczonych prawdziwe jest nastgpujace

Twierdzenie (wersja twierdzenia Dooba). Jezeli (My)n jest ograniczonym
martyngatem wzgledemn ciggu o— ciat Fp, natomiast T jest dowolnym momentem
Markowa, to B[] = B[M,].

Twierdzenie Dooba wlaénie umozliwia nam zastapienie momentéw
deterministycznych losowymi.
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