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O tworzeniu funkcji tworzacych

Jarostaw WROBLEWSKI, Wroctaw

Ponissze 3 zadania pochodzg z obozéw przygotowawczych do Olimpiad
Miedzynarodowych, Zwardon 1995-97. W rozwiazaniu kazdego z nich
wykorzystujemy tozsamosé wyprodukowang, ,na zaméwienie” dzieki
odpowiedniemu skonstruowariu wielomianu (tzw. funkcji tworzacej), w ktbrego
wsp6iczynnikach lub wartosciach zakodowana jest jedna, znana nam, strona
tozsamosei.

Zadanie pierwsze

W pudelku znajduje sie¢ 1999 kréwek popularnych czekoladowych i 2002
kréwki popularne émietankowe. Wybieramy losowo k kréwek popularnych. Dla
jakich liczb k prawdopodobiedstwo wylosowania nieparzystej liczby kréwek
popularnych czekoladowych jest réwne 17

Rozwigzanie:
Niech 0 < k < 4001. Liczba sposobéw wylosowania, k kréwek popularnych

4
wynosi § = ( 0}001)’ w tym liczba sposobdw, prazy ktdrych wylosowano 1 kréwek

9 2002
popularnych czekoladowych wynosi S; = (194; g) (kO_O 12)' Jeéli ¢ > 1999 lub

k —1i> 2002, to S; =0, co jest zgodne z umowsg, ?:) =0 dla m < n. Liczba

sposobéw wylosowania k kréwek popularnych przy zachowaniu parzyste] liczby
kréwek popularnych czekoladowych wynosi wigc

1999Y (/2002
P= 3 8= 2, (7))

0<i<k 0<i<k
natomiast liczba kréwek popularnych czekoladowych jest nieparzysta przy

N = Z S = Z (19;)9) (iﬂfi)

)i 24
sposobach wylosowania.

. P 3 oy ; D : s
Mamy odpowiedziet¢, kiedy = = 3 Réwnowazne, ale przyjemniejsze w zapisie

jest zapytanie, kiedy P = N, czyli
k k
; 1999\ /2002 :
0= Si(=1) = =1)="T.
35 ;( ) (2% e
Wystarczy sprawdzi¢, kiedy T'=0! Proste? Niestety, liczba T jest dana w
postaci sumy, ktérej przyréwnanie do 0 nie jest tatwe. Wyprodukujemy wigc
tozsamoéé, ktéra wyrazi T w prostszej postaci. W tym celu rozpoznajmy, czym
sg, poszczegllne elementy wchodzace w sktad wyrazenia definiujacego T'. Ot62
1999\ |, - : . ,
; jest wspélezynnikiem przy ' w rozwinigciu (14 z)'%?. Natomiast

kE—1
wyjdziemy od powyzszych spostrzezed, to trudno bedzie ,zagospodarowaé”
1999
i

2002\ . . s i e
( ) est wspélczynnikiem przy z** w rozwinigciu (1+ £)20%%, Jesli jednak
czynnik (—1)°. Lepiej zauwazy¢, ze (—1)* jest wspélezynnikiem przy 't
w rozwinieciu (1 — z)'%%.
Wtedy T' okaze sig byé¢ wspélezynnikiem przy z* w rozwinigciu
(1 — m)lBBQ (1 + m)2002 - (1 s m2)1999(1 4 $)3_
Jedli k jest parzyste, to wspéiczynnik pray 2* w ostatnim wyrazeniu jest réwny

(AT

30




1999 1999
7 5 i =0]j . 7 5 i =
Wtedy réwnanie T' = 0 jest réwnowazne rownaniu ( k/ 2) 3 (k /2— 1) , €O
1

. . k 3k _
k—/z = 1595 = ((6/2) =) 1 dalej 2000 — "Rt skad & = 1000.

daje 5

Przypadek k nieparzystego mozna rozpatrzyé w analogiczny sposéb, ale po co?
Jesli bowiem k spelnia warunki zadania, to 4001 — & tez. Zatem liczby k, przy
ktérych podane prawdopodobierstwo jest réwne %—, sg dwie: 10001 3001.

Zadanie drugie

2

Czy istnieje taka liczba naturalna n, e liczba (:) zapisana w ukladzie
dziesietnym koriczy si¢ cyfra 87
Rozwigzanie:
Aby odpowiedzie¢ na zadane pytanie nalezy zrozumieé, jaks reszte z dzielenia

. {2n ] . {2n 2n—1 . . (2n)\ .
przez 10 daje . Poniewaz =2 , stwiedzamy, ze jest

n 7 n 7

zawsze liczba, parzysta i pozostaje zrozumieé, jaks daje reszte z dzielenia przez 5,
a doktadniej, kiedy ta reszta jest réwna. 3.
Ogodlniej, zapytajmy jaka reszte z dzielenia przez liczbe pierwsza p daje liczba
postaci (TT?) ? Liczbe 1: mozemy znalezé w rogwinigciu (1 + z)™ jako
wspélczynnik przy z™. Dwumian 1 + 2z tatwo podnies¢ do p-tej potegi, jeéli
interesuje nas tylko reszta z dzielenia przez p, gdyz (1 + )P =17 + 2P = 1+ 2?,
gdzie = oznacza, se podane wielomiany réznia sig o wielomian majacy wszystkie
wspdlezynniki podzielne przez p.
Podobnie (1 + :n)pk =1+2". Wykorzystajmy te Yatwosé potegowania do
uproszczenia (1 + z)™. W tym celu rozkiadamy m na sumg poteg liczby », co
odpowiada zapisaniu m w ukladzie pozycyjnym o podstawie p:

m = CiCl—] - . -CaC1Cy = c;p"’ ap c;_lp"‘l + .o+ cap® +ep + co-
Wtedy
1+ z)m = (1 i x)c;p' 1+ x)clTJp’"l __ (1 i ;.[;)(:2102 . (1 + m)cu:' . (1 + z)% =
= (1+27) - (L4274 a?) R (L2 (L) =
=W(z) = (1+27)" - V(z).
Zapiszmy n w ukladzie przy podstawie p:
n=dd_1... dodrdp = d;pt + dz_lplwl + ... F dgpz + dip + dp.
Zauwazmy, ze n ma tu-tyle samo cyfr, co m — w razie potrzeby liczbe n
uzupehmiamy poczgtkowymi zerami.
7 jakim wspétczynnikiem pojawia si¢ 2™ w W(z) ? Zauwazmy, ze stopien
wielomianu V{z) jest mniejszy od p'. Zatem po wymnozeniu (1 + a:i"l)” -V (z)
mozemy otrzymat z™ tylko wtedy, gdy z pierwszego czynnika wybierzemy
I ! = 2
z4P' | a g drugiego zVHP' = gdi-1P' T Hetdep®+dirtde Wspdlezynnik pray gdr?'
w (1+2P ) jest réwny (;t)
1
Rozumujac dalej w podobny sposéb dochodzimy do wniosku, ze aby otrzymaé
z™ po wymnozeniu iloczynu skladajacego sig na W{z) musimy wybraé sktadnik

Cl—1
di—1

Ostatecznie wspélczynnik przy 2" w W(z) jest réwny

@G- @6 G

Zatem

© ()= () (6) (@) @) @)

gdzie caly czas = oznacza przystawanie mod p.
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Przejdémy teraz do zrozumienia reszty z dzielenia (2:':) przez 5. Niech
n=dd_1...dsdidg = d;ﬁl + d1_15"'—1 + ...+ d252 +d;5+ dp

bedzie zapisem liczby n w uktadzie piatkowym. Jeéli k jest najmniejsza taks
liczba, 2ze di > 3, to liczba 2n w ukladzie pigtkowym ma kodcdwke

oo (2dg — 5)(2dgk—1)(2di—2) - . . (2d2)(2d1)(2d0),
co daje we wzorze (%) iloczyn .

() G Cien) - (o) G (),

Poniewaz (Qd;;:— 5) jest tozsame z @) lub (i) , czyli réwne 0, cala prawa’
k

strona wzoru () jest zerem. Zatem n dzieli sie przez 5. To oczywidcie przy

zalozeniu, ze n ma w ukltadzie pigtkowym chociaz jedng cyfre 3 lub 4.
Dla n zapisanych w systemie pigtkowym przy pomocy cyfr 0, 11 2 mamy
2n = 2d; Qd;_]_ 2d2 2d1 2d0
(n)_(d1>(dz—1 e i, ds (mod 5)
.. {0 2 4 .
Poniewaz il = 1, i) = 2 oraz ) = 1 (mod 5) otrzymujemy
2 .
:’ = 2" (mod 5), gdzie 4 jest liczbg cyfr 1 wystepujacych w pigtkowym

rozwinieciu n. Poniewaz 2¢ = 3 (mod 5) dla i = 3 (mod 4) otrzymujemy
nastepujaca charakteryzacje:

2
Liczba, (;) jest zakoficzona w uktadzie dziesigtnym cyfra 8 wtedy i tylko

whedy, gdy liczba n zapisana w ukladzie pigtkowym sktada sie tylko z cyfr 0, 1
i 2, przy czym liczba wystapied cyfry 1 dzieli sig przez 4 z resztg 3.

Najmriejszg liczbg spelniajaca ten warunek jest 31 = 111(5). Bezposrednie
obliczenia wskazuja, Ze (gi) = 465428353255261088.

Kolejnymi liczbami spelniajgcymi warunki zadania sg 131, 151, 155, 167, 161,
181, 281, 631, 651, 655, 657, 661, 681, 751, 755, 757, 761, 775, 777, 785, 787, 801,
805, 807, 811, 881, 901, 905, 907, 911, 931, 1281, 1381, 1401, 1405, 1407, 1411,
1431, 1531, 3131, ...

Oczywiscie takich liczb jest nieskoriczenie wiele.
Zadanie trzecie

Niech s, bedzie sums cyfr liczby n. ZnaleZé najmniejszg liczbe naturalng k taks,
ze

A=Yk (=1) £0,

gdzie sumowanie rozciaga sie na wszystkie liczby naturalne n < 1017 — 1, ktére
w zapisie dziesietnym nie maja ani cyfry 2, ani 7.

UWAGA: 0 nie jest liczba naturalng.

Rozwigzanie:

Najpierw przypomnimy sobie reguly régniczkowania wielomiandw.

(i) (P@Qf =P

(ii) (cP) =cP’

(i) (PQ) = P'Q + PQ’

(iv) Jegli 1 jest m-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z), to Pl(1) =0 dla
r < m oraz P™(1) # 0 dla r < m. W szczegdlnosei 1 jest (m — r)-krotnym
pierwiastkiem wielomianu PI(z).
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Sprébujemy wyrazi¢ Ay jako warto$¢ pewnego wielomianu w 1. Najpierw

uporajmy sig z Y (—1)*~. Brakujace n* mamy nadzieje uzyskaé przez

rézniczkowanie. "

Niech wiec .

V(z) =1+ (-1)*z™
n

Nietrudno sprawdzié, ze
V(a) = W @)W (@)W () ... W (510",
gdzie W(z) =1—2—2° + 2% —2° + 2% 4+ 2% — 2°.
Chcieliby$my, aby we wzorze na V(z) po k-krotnym rézniczkowaniu przy z™
pojawil sie wspétczynnik n*. Jednak rézniczkowanie z™ daje nz™t i przy
kolejnym rézniczkowaniu otrzymujemy (n — 1)nz™ 2. Zalujemy, ze nie ma wzoru
v) (") = na™,
gdyz wtedy bytoby
vi) (2™ = nrgn,
Drobiazg. Przyjmijmy
vii) P'(z) = E%P(w)

zamiast zwyklego okreélenia pochodnej. Fatwo zobaczyé, ze wlasnodci i)-iv)
sg prawdziwe bez koniecznoéci nanoszenia jakichkolwiek poprawek. Poniewasz
W) =W'(1) =W (1) = 0 oraz W' (1) = —90, liczba 1 jest 3-krotnym
pierwiastkiem wielomianu W (z). Ponadto
vil) [P(z™)] = mP'(a™),
skad w polaczeniu z iv) liczba 1 jest 3-krotnym pierwiastkiem wielomianu
W(z™).
Zatem jedynka jest 3 - 1997 = 5991-krotnym pierwiastkiem wielomianu V(z),
skad
A =VH(1) =0
dla k < 5990, ale
Asgor = V99U (1) £ 0.
Szukang liczbg k jest wigc 5991.
Mozna stwierdzié, ze 5
VB9l (z) = W (z) - 10°W " (22) - 1003 " (199) - . .. - 1031996 (10" )
+ wyrazy zerujace sig w 1,
SkB‘d Agger = V[SQQI] (1) — (_90)1997 ; 103{1+2+3+...+1996)_
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