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Grupa G jest grupa prostg, jedli nie ma wiasciwych podgrup normalnych, to
znaczy, jesli jej jedynymi podgrupami normalnymi sa podgrupa jednostkowa,
{1} oraz cala grupa G. Najprostszymi grupami prostymi sg grupy skoriczone,
ktérych rzedy sa liczbami pierwszymi. Takie grupy nie maja bowiem w ogble
podgrup wiadciwych, w zwiazku z czym nie majg tez wlaciwych podgrup
normalnych. Jest to pierwsza nieskoficzona seria, skoriczonych grup prostych:
grupy cykliczne C,, gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze.

Drugsg nieskoficzong, serie skotficzonych grup prostych tworzg grupy alternujace
(grupy permutacji parzystych) A(n) dla n > 5. Ich prostoty dowodzi sig
w kursowym wykladzie algebry i nie jest to najprostszy dowdd w tym wykladzie.

Do poczatku lat sze§édziesigtych problem znalezienis, wszystkich skoriczonych
grup prostych byl traktowany, podobnie jak Wielkie Twierdzenie Fermata,
jako zagadnienie egzotyczne, lezace poza zasiegiem istnigjacych metod
matematycznych.

Przetom nastapil w 1963 roku, kiedy to ukazala sie praca Feita i Thompsona

0 rozwigzalnosci grup skoriczonych rzedéw nieparzystych. W szczegdlnoéci

z gtéwnego twierdzenia tej pracy wynika, ze kazda nieabelowa grupa prosta ma
rzad parzysty. Praca Feita i Thompsona wprowadzila nowe metody do teorii
grup skonczonych i rozpoczeta okres wytezone] pracy licznej grupy ekspertéw,
ktérego kulminacyjnym punktem bylo ustalenie w roku 1981 kompletnej listy
wszystkich skoficzonych grup prostych.

Wsréd grup nieabelowych rzedéw < 1000 jest — z doktadnoécig do izomorfizmu —
tylko 5 grup prostych. Sg to grupy

PSLg(Fs)EA(S), PSLz(F'r), PSLQ(FQ)EA(SJ, PSLQ(FSJ, PSLQ(Fll),
ktérych rzedy sa odpowiednio
60, 168, 360, 504, 660.

Jak widzimy, kazda grupe prostg rzedu < 1000 mosna przedstawié jako rzutows
grupe liniowa, z tym, ze grupy rzedéw 60 i 360 83 takze izomorficzne z grupami
alternujacymi, nie nalezg wiec bezspornie do nowej serii grup prostych. Na
specjalng uwage zastuguje najmniejsza grupa prosta nie bedaca ani grups
cykliczng, ani tez grupg alternujacs. Jest to grupa prosta rzedu 168. Otwiera
ona liste kilku nieskoficzonych serii skoficzonych grup prostych prezentowanych
Jjako grupy macierzy nad ciatami skoficzonymi. W tym artykule ob jasniamy
niektére zagadnienia zwigzane z rzutowymi grupami liniowymi PSL Y

1 dowodzimy prostoty wszystkich grup PSL 3 (F,) dla ¢ > 7. Grupa PSL 2(F7),
ktérej poswiecamy najwiecej uwagi, ma wazng interpretacje geometryczna,
Czytelnika zainteresowanego aspektem geometrycznym odsylamy do szkicu
historyczrego J. Graya (From the history of a simple group, Math. Intellig. 4
(1982), 59-67). My natorniast skupimy si¢ na algebraicznym opisie niektérych
wlasnoéci tej grupy.

Grupy macierzowe

Przypomnijmy podstawowe pojecia i fakty o grupach liniowych. Grupe
wszystkich odwracalnych macierzy stopnia n o elementach z ciata X oznaczamy
GL ,(K) i nazywamy ja peing grupg liniowq stopnia n nad ciatem X. Podgrupa
SL (K tej grupy zlozona z wszystkich macierzy o wyznaczniky 1 jest jadrem
homomorfizmu det: GL ,(K) — K* i w zwigzku z tym jest podgrupa, normalna,
pelnej grupy liniowe;. Nazywamy ja specjalng grupa liniows, stopnia n nad
cialem K.
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Grupy liniowe maja naturalng interpretacje geometryczna. Jesli V' jest
n—wymiarows przestrzenia wektorowa nad ciatem K, to zbidr wszystkich
automorfizméw przestrzeni V tworzy grupe ze wzgledu na skladanie
odwzorowafi. Grupe te oznacza sig GL (V). Ma ona podgrupe SL (V) zlozong
z automorfizmdéw o wyznaczniku 1.

Jedli B jest jakakolwiek baza przestrzeni V, to przyporzadkowanie

GL (V) = GL ,(K), ktére kazdemu automorfizmowi o przestrzeni V'
przyporzadkowuje macierz automorfizmu o wzgledem bazy B, jest izomorfizmem
grup.

Izomorfizm ten przeprowadza SL (V) na SL ,(K). W ten sposéb peina

i specjalna grupa liniowa mogg by¢ interpretowane jako grupy automorfizméw
przestrzeni wektorowych.

Latwo sprawdzié, ze grupa SL (K} jest generowana przez transwekcje ti; (a),
gdzie 1 < 4,7 <n, 4 #j oraz a € K* (zob. [2], str. 28). Transwekcja t;; (a)
powstaje z macierzy jednostkowe]j przez zastapienie zera na miejscu (z,9)
elementem a € K. :

Grupy liniowe sa w wysokim stopniu nieprzemienne. Badajac macierze

przemienne z transwekcjami stwierdza sie, Ze centrum specjalnej grupy liniowej

sklada sie tylko z macierzy skalarnych nalezacych do tej grupy. A wiec
Z(SLa(K))={al:a€ K, a" =1}

(zob. [3], str. 40). Centrum grupy jest jej podgrupa normalng. Grupa SL n(K)

nie jest wiec na ogdt prosta. Szczegdlnie interesujaca jest grupa ilorazowa
PSL »(K) := SL »(X)/Z (8L n(K))

nazywana. specjalng grupg rzutowg stopnia n nad clalem K. Jej elementy

zapisujemy zwykle jako macierze 4 € SLp(K), z tym, ze dlaa € K bedacego

pierwiastkiem stopnia n z jedynki (to znaczy spelniajacego a™ = 1) utozsamiamy

macierze A oraz aA.

Jesli K jest g—elementowym cialem skorczonym Fg (gdzie g jest potega liczby
pierwszej), to grupy liniowe sg grupami skoficzonymi. Grupe PSL ,(F,) oznacza
sig tez proéciej Li,(g). Bedziemy korzystat z tego uproszczenia symboliki
zwlaszcza w przypadku grupy La(7).

Mosna wskazaé wyrazny wzét na rzad kazdej grupy liniowej w zaleznofci od
n i g. Dla przyktadu, wyznaczymy rzedy grup liniowych dlan=21¢=7.
Zaczniemy od GL o (Fy7). W pierwszej kolumnie macierzy nalezacej do tej grupy
moze wystapié kazdy niezerowy wektor przestrzeni F2, zatem mamy 72 —1=48
mozliwoéci. Jedli juz pierwsza kolumna jest ustalona, to druga kolumna nie
moze byé proporcjonalna do pierwszej, zatem mamy 72 — 7 = 42 mozliwosci
wyboru drugiej kolumny, gdy ustalona jest pierwsza kolumna. Razem zatem
mamy 48 - 42 = 2016 macierzy. Poniewaz |GL o (F7)/SLy(F7)| = |F7| = 6, wiec
|SL »(F7)| = 2016/6 = 336. Dalej, centrum grupy SL o (F7) sktada sie tylko
z macierzy I, —I. Zatem

|GL 2 (F7)| = 2016 = 2% - 3% 7,

ISL o (F7)| = 336=2*-3.7,

[PSL o (Fr)] =168 =2°-3-7.
Podobnie dowodzi sie, e dla dowolnej liczby naturalnej n i dla ciala
g—elementowego F, mamy

|GL A (Fy)| = (" = 1)(@" — @) -~ (¢" — "),

ST = —5 @ = D"~ 0) @ = ")
oraz "
|PSL (Fo)| = = @ -1 —q - (g"—¢" ™),
gdzie d oznacza NWD(n,q — 1).

Rozpatrzmy jeszcze kilka przykladéw rzutowych grup liniowych malych rzedéw.
Mozna udowodnié nastepujace fakty (zob. [3]):
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PSL ;5 (F5) = S(3) grupa rzedu 6, ma podgrupg normalna A(3),

PSL,(F3) = A(4) grupa rzedu 12, ma podgrupe normalna V'(4), zwang grupg
czwoérkowa Kleina.

Natomiast wszystkie pozostale grupy PSL »(F) sa proste. Wéréd nich sa:

PSL,(Fy) =2 PSL,(F5) = A(5) grupa rzedu 60,

PSL(F7) =2 PSL 3(F») grupa rzedu 168,

PSL,(Fg) = A(6) grupa rzedu 360,

PSL 4(F;) = A(8) grupa rzedu 20 160,

PSL 3(F,) grupa prosta rz¢du 20 160 nieizomorficzna z A(8).

Ostatnie dwa fakty sa szczegdlnie interesujace, gdyz wskazuja one najmniejsza,
liczbe naturalng m taka, ze istniejg dwie nieizomorficzne grupy proste rzedu m
(jest nig liczba m = 20 160).

Fakt, ze grupy PSL 4(F3) oraz PSL 3(F4) nie sg izomorficzne mozna uzasadnié
na co najmniej dwa sposoby. Po pierwsze, okazuje sig, ze w grupie PSL 4(Fs)
elementy rzedu 2 tworza co najmniej dwie klasy elementéw sprzgzonych,
podczas gdy w grupie PSL 3(F4) elementy rzedu 2 tworza tylko jedng klase
elementéw sprzezonych (zob. [1], Ch. IV). Po drugie, zakladajac, Ze wiemy, iz
PSL 4(Fs) = A(8) mozna zauwazyé, ze w grupie A(8) istnieje element rzgdu 15,
na przyktad (12345)(678), podczas gdy w grupie PSL 3(F4) nie ma elementéw
rzedu 15 (co nie jest trywialne).

Prostota grupy PSL »(F7)

7 elementarnej teorii grup wiemy, ze homomorfizm kanoniczny G — G/H ustala
wzajemnie jednoznaczng odpowiednioéé pomiedzy podgrupami normalnymi
grupy G zawierajacymi ustalong podgrupe normalng H tej grupy a podgrupami
normalnymi grupy ilorazowej G/H. Zatem ewentualne wlaSciwe podgrupy
normalne grupy PSL ,,(K) bylyby przeciwobrazami wladciwych podgrup
normalnych grupy SL »(K) (zawierajacych centrum tej grupy) w homomorfizmie
kanonicznym SL ,(K) — PSL ,(X). Okazuje sie, Ze specjalna grupa liniowa
tylko w bardzo specjalnych przypadkach (n =2 i |K| =2 lub 3) zawiera wlasciwe
podgrupy normalne ostro zawierajace centrum. Zatem grupy PSL ,(K) sa
proste (z wyjatkiem przypadkéw n =21 |K| = 2 lub 3). Jest to tzw. twierdzenie
Jordana-Dicksona, ktérego dowdéd nie jest zbyt trudny, ale angazuje jednak do&é
znaczny aparat teorio-grupowy (zob. [2], str. 125-126).

Dowdéd prostoty grupy L2(7) = PSL 2{F7) mozna byloby przeprowadzi¢
sporzadzajac kompletng liste podgrup tej grupy i pokazujac ezplicite, ze nie ma
wéréd nich podgrup normalnych. Punktem wyjscia bytoby tutaj twierdzenie
Sylowa. Jednakze to podejécie ma dwa istotne mankamenty. Po pierwsze,

jest bardzo zmudne, i po drugie, dowodzi prostoty tylko tej jednej grupy,

ktéra rozwazamy. Okazuje sie, ze istnieje prosty i elementarny dowdéd prostoty
wszystkich grup PSL 5(K) dla dowolnego ciala K (niekoniecznie skoficzonego),
ktére ma co najmniej 4 elementy. Ten dowéd reprodukujemy ponizej (por. [3],
str. 23-25).

Twierdzenie. Niech K bedzie ciatem, ktdre ma co najmniej 4 elementy. Wiedy
grupa PSL o(K) jest prosta. W szezegdlnodcei, wszystkie grupy PSL o (Fy) dia
g > 4 sg proste.

Dowdd. Grupa PSL »(X) jest izomorficzna z grupa PSL o(V'), gdzie V jest
plaszczyzng nad ciatem K. Wystarczy pokazal, ze jeéli H jest podgrupsg
normalng grupy SL (V) nie zawierajacs sie w centrum tej grupy, to

H =SLy(V).

Niech o € H bedzie automorfizmem plaszczyzny V nie lezagecym w centrum
grupy SL (V). Wtedy istnieje wektor v € V' taki, Ze a(v) nie lezy na proste]
wyznaczone] przez wektor v. Zatem wektory v, a(v) tworzg baze ptaszczyzny V
. 1w tej bazie automorfizm o ma macierz

[z )
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gdzie a jest pewnym elementem ciala K. Postaé pierwszej kolumny tej macierzy
otrzymujemy wprost z definicji macierzy endomorfizmu przestrzeni wektorowej,
natomiast postaé drugiej kolumny otrzymujemy stad, ze musimy mie¢ det A = 1.
Przeniesiemy teraz nasze rozwazania do grupy macierzy SL 5 (K). Rozpatrzmy
wiec izomorfizm grup

P SLQ(V) — SLQ{K),
ktéry kazdemu automorfizmowi 8 € SL (V') przyporzadkowuje jego macierz

w bazie {v, a(v)} plaszczyzny V. Niech H = &(H). Wtedy H jest podgrups,
normalng grupy SL (K oraz &(a) = A € H.

Wobec tego BAB~! € H dla kazdej macierzy B € SL3(K), a wigc takze
BAB- 1Al eH.

-1
Obieramy teraz B = bD 2] , gdzie b jest dowolnym niezerowym elementem
ciata K. Wtedy

2 0
a(t* —1) b?

Podobnie, dla dowolnego d € K oraz D = cll ﬂ mamy

{'=BAB" A = [ ] € H.

o il 1 0
E:=DCD™C _[d(l—b4) I]EH
0 -1
oraz dla F'= [1 0}’
(1 _ pd
G:=FEF“1=[(1] d(ll “}e%.

Zauwazmy, e macierze E I G sg transwekcjami. Pokazemy, ze przy odpowiednim
wyborze elementéw b, d € K kazdg transwekcje mozna przedstawié¢ w postaci
macierzy B lub G. Przede wszystkim w ciele K istniejg co najwyzej 4 elementy b
takie, ze b* — 1 = 0.

Jesdli wiec cialo K ma co najmniej 7 elementdw, to istnieje element b € K taki,
e bt —1£0ib#0.

W ciele 4-elementowym K = Fy kazdy niezerowy element z spelnia réwnanie
23 =1, zatem jedli 2 = 1, to 3 = 1. Obierajac wiec jako b dowolny element ciala
F4 ré2ny od 01 1 otrzymamy takze b* —13# 01 b 0.

Pozostawiajac wiec na razie przypadek, gdy clalo X ma 5 elementéw, widzimy,
e gdy d € K przebiega elementy ciata K, to e = d(1 — b%) (a takse —e) przebiega
wszystkie elementy ciata K. Zatem wszystkie transwekcje

10 1 —e
e 1|7 0 1
nalezg do ‘H, a poniewaz transwekcje generujg SL 5(K), wiec H = SL o(K).

Zatem takze H = SL (V) i twierdzenie jest udowodnione dla wszystkich cial
K z wyjatkiem ciala 5-elementowego F.

Gdy K = Fs mamy b* = 1 dla kazdegd niezerowego elementu b € K i, wobec
tego, B = G = I jest macierzg jednostkows. Dla b = 2,3 € K mamy jednak

b* # 1 i macierz Cjest odpowiednim punktem wyjécia do dowodu, ze wszystkie
transwekeje nalezg do H. Znalezienie tego dowodu pozostawiamy Czytelnikowi
jako éwiczenie (lub tez odsytamy do [3], str. 24-25).

Uwega. Dla n > 3 istnieje dowdd prostoty grupy PSL ,(X) oparty na podobnym
podejéciu, jak przedstawiony tutaj dowdd dla n = 2, z tym, ze jest on nieco
trudniejszy 1 mniej bezpodredni (zob. [3], str. 23-24). Z drugiej strony,

istnieje takze jednolity dowdd ogélnego twierdzenia Jordana-Dicksona nie
wyrézniajacy przypadku n = 2. Opiera sig on na technice grup permutacji (zob.
[2], str. 125-126 oraz [3], str. 25-27).
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Inne wlasnoéci grupy La(7) := PSL 3 (Fy)
(a) Kod genetyczny
Rozwazmy dwie nastepujace macierze s,t € Li(7) :
o [k 3 sl 01
{0 1] -1 0]

Bezpodrednim rachunkiem stwierdzamy, ze

(1) § =8 =(st)® = () =1 € In(7).

Zauwazmy tutaj, ze jesli wykonamy te rachunki w SLy(F7) to otrzymamy
réwnodci s7 = (st)® = I oraz ? = (s*t)* = —1I, gdzie I oznacza macierz
jednostkows,

Ponadto dla a € {0,1,2,3,4,5,6} mamy

i 10D e_ |1 a a_| 1 0
tst-[_l 1] oraz —[0 1], (tst) m[“@ 1].

Wynika stad, ze podgrupa {s,t) grupy L2(7) generowana przez macierze
5,1 zawiera wszystkie transwekcje, zatem jest réwna grupie Lo (7). Mozna,
udowodnig, ze faktycznie grupa Lz(7) ma nastepujaca prezentacje za pomoca
generatordw i relacji, czyli tzw. kod genetycany:
(2) =t =(st)} = (") =1.
Réznica pomiedzy stwierdzeniami, ze grupa Ls(7) jest generowana przez
elementy s,% spelniajace relacje (1) oraz ze grupa Ls(7) ma kod genetyczny
(2) jest doé¢ znaczna. Grupa G z kodem genetycznym (2) jest generowana.
przez elementy s,t spelniajace relacje (2) i dla kazdej grupy L generowanej
przez elementy s, ¢ spetniajace relacje (1) istnieje surjektywny homomorfizm
h:G — L taki, ze s+ s oraz t + t. Fakt, ze grupa L = Ly(7) ma kod genetyczny
(2) oznacza, ze gdy L = L3(7), to homomorfizm h jest izomorfizmem grup.
Pierwszym matematykiem, ktéry znalazt ten kod genetyczny grupy La(7)
byl Walter von Dyck w 1883 roku. Dla dowodu tego faktu wystarczyloby
pokazac, ze grupa G z kodem genetycznym (2) ma rzad 168. Wtedy bowiem
homomorfizm h : G — Ly(7) musi byé izomorfizmem grup. Rezygnujemy tutaj
z przedstawienia tego dowodu ze wzgledu na jego ucigzliwosé. Zeby jednak
daé Gzytelnikowi przedsmak trudnosci zwigzanych z t3 pozornie elementarna
sprawg przedstawimy dowdd jednej z kluczowych tozsamoéci, niezbednych
w analizie sposobu przedstawiania elementéw grupy G w postaci iloczynéw
poteg generatordw. Twierdzimy, ze jeéli s i t spelniaja relacje (2), to takze
(3) (sts*t)® = 1.
Najpierw zauwazamy, ze

(s’tst)® =s-st-st-s-st-st=s-st-st-s-tsL =5 (st)® st = 1.
Stad

sPisteft =~ lenlls®s Pl e B,
Te réwnoséé mnozymy z lewej strony najpierw przez s°, a potem przez t:
ts’t-s-ts?t = st 5% - tsf.
Zastepujac po lewej stronie ts°t przez (ts?t) ™! oraz po prawej stronie ts3 przez
(s*t)™! otrzymujemy tozsamodé
(4) sty s ts?t = st st (st) L
Pokazuje ona, ze w grupie G elementy s i s* sg sprzezone. Podnoszac obie strony
tozsamosci (4) do potegi czwartej otrzymujemy
(1)1 st st = st 52 - (%)L,

skad
sttt sit = 5%t - st - o2,
oraz
t-st ts?t . st =<2t 5%t - 62
Wobec tego

(sts*1)? = s®tstts? - tstts®tstt = s2tsts? - Ptstts?

=s7t-(s*)® P =s%t 1?2 =1
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(b) Wyjatkowy izomorfizm L(7) = SL 3(F2).

Wobec prostoty grup PSL ,(K) jest rzecza interesujaca zbadat, czy
istniejg izomorfizmy PSL ,,(K) = PSL (L) dla réznych cial K'i L
oraz réznych stopni n i m. Okazuje sig, ze wspomniane juz izomorfizmy
PSL 3 (Fy) & PSL o(F5) =2 A(5) oraz PSL(F7) = PSL 3(F2) sg tu jedynymi
wyjatkami. O. Schreier i B. L. van der ‘Waerden udowodnili bowiem w 1928 roku
nastepujace twierdzenie klasyfikacyjne dla rzutowych specjalnych grup liniowych:
Niech K i L beda dowolnymi ciatami i niechn > 2 i m > 2 bedg dowolnymi
liczbami naturalnymi. Wtedy

PSL ,(X) 2 PSL (L) = n=m 1 K==L
z wyjatkiem dwéch przypadkéw:
PSLQ(F4) =~ PSL 2(F5) oraz PSL 2(F7) =~ PSL 3(F2).

Podobne twierdzenia klasyfikacyine (i to bez zadnych wyjatkéw) sa prawdziwe
takse dla pelnej i dla specjalnej grupy liniowej (zob. [3], str. 76).

Istnienie izomorfizmu PSL o(F7) = PSL 3(F2) ma tez interpretacje
geometryczng w zagadnieniu kolorowania ptaszczyzny hiperboliczne; podzielonej
na tréjkaty réwnoboczne, ktérych kazdy wierzchotek jest wspélny dla dokiadnie
siedmiu tréjkatéw. Problem polega na wskazaniu metody kolorowania za
pomocg, siedmin koloréw w taki sposéb, ze zadne dwa. tréjkaty tego samegu
koloru nie maja wspélnego wierzcholka (a wiec tym bardziej boku). Istnienie
przynajmniej dwéch odmiennych metod rozstrzygnigcia tego zagadnienia jest
zwigzane z istnieniem izomorfizmu PSL 5 (F7) = PSL 3(Fs) (zob. D. Mackenzie, -
A hyperbolic plane coloring and the simple group of order 168, Amer. Math.
Monthly 102 (1995), 706-715). Podamy tutaj inny, dowéd tego faktu,
wykorzystujacy prostote i kod genetyczny grupy Ls (7).

Wezmy dwie nastepujace macierze S,T € PSL 3(F3) = SL 3(F») :

010 110
S=1{0 0 1], T=|0 1 0}.
110 0 01

Macierze te spelniaja nastgpujace relacje:

ST =T2 = (ST)® = (S*T)* =1 € SL3(F4).
Generatory podgrupy (S, T) grupy SL 3(Fs) speiniaja wige relacje z kodu
genetycznego grupy Lo (7). Istnieje zatem surjektywny homomorfizm h :
Lo(7) — (S, T)- taki, ze s — S oraz ¢ — T. Jadro tego homomorfizmu jest

podgrupa normalng grupy Ls(7), zatem wobec prostoty tej grupy, jest grupa
jednoelementows. A wiec h jest izomorfizmem grup.

Poniewaz grupy Lo(7) i SL 3(F3) maja ten sam rzad 168, wynika stad, ze
Lg(?) = (S,T) = SL s(Fg).

(c) Realizacja Ls(7) jako grupy Galois nad Q

Juz w 1877 roku F. Klein pisal, ze znalezienie wielomianu f o wspélczynnikach
wymiernych, ktérego grupg Galois jest Lo (7) := PSL2(F7) jest starym
problemem. Jednak problem ten pozostawal otwarty jeszcze przez nastepnych
sto lat! Pierwszy prazyktad wielomianu f € Q[X] takiego, ze Gal (f, Q) = L2(7)
zostal znaleziony dopiero w 1968 roku za pomoca komputera w pracy
dyplomowej W. Trinksa na uniwersytetcie w Karlsruhe:

f=X"-7X+3.

Innym przyktadem takiego wielomianu jest Py = X7 — 154X + 99 wskazany

w 1979 roku przez Erbacha, Fischera i McKaya (w Journal of Number Theory).
Tutaj podany zostat dowdd, ze wielomian ten ma grupe Galois Ls(7), a ponadto
udowodniono, ze f i P; majg nieizomorficzne ciata rozkiadu. Tak wige f i Pr sg
istotnie réznymi przyktadami wielomianéw z ta samg grupg Galois Ly(7). Potem
znalezione zostaly jedno- a nawet dwuparametrowe rodziny takich wielomianéw
(zob. G. Malle und B. H. Matzat, Realisierung von Gruppen PSL »(F;) als
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Galoisgruppen uber Q. Math. Annalen 272 (1985), 549-565 i cytowana, tam
literature).

(d) Reprezentacja La(7) w grupach permutacji

Patwo stwierdzié, ze grupy Ls(7) := PSL 3(¥7) nie mozna zanurzyé w grupe
S(6). Gdyby bowiem takie zanurzenie istnialo, to rzad grupy Ls(7) réwny
168 = 2% . 3 - 7 musialtby dzielié rzad grupy S(6), czyli liczbe 6!, co oczywiscie
nie ma miejsca.

Uzywajac standardowych metod mozna natomiast stwierdzié, ze grupa L (7)
ma zanurzenie w grupe S(8). Niech bowiem s; oznacza liczbe podgrup rzedu
7 w grupie Ly (7) (jest to liczba sylowowskich 7-podgrup tej grupy). Wtedy na
podstawie twierdzenia Sylowa mamy

s7=1(mod7) oraz  s7|2°-3-7.
W takim razie s7 = 1 4+ 7k dla pewnej liczby naturalnej k. Zauwazmy, ze k > 1,
gdyz gdyby bylo k& = 0, to byloby réwniez s7 = 1 skad wynika, %e grupa prosta
L5(7) ma podgrupe normalng rzedu 7. Liczba s7 nie dzieli sig przez 7 i wobec
tego sy dzieli 2% - 3 = 24. Stad wynika juz, ze sy = 8. Z twierdzenia Sylowa,
wiadomo takze, ze jeSli H jest p—podgrupa Sylowa grupy G oraz N(H) jest
normalizatorem podgrupy H w G, to s, = |G : N(H)|. Zatem jesli H jest
T-podgrupa Sylowa grupy Ls(7), to

8 =57 = |L2(7) : N(H)]|.

Nasza grupa ma wiec podgrupg N = N(H) o indeksie 8. Rozpatrujac teraz
regularng reprezentacje grupy L2 (7) w grupie permutacji zbioru warstw
Lo(7) : N otrzymujemy zanurzenie grupy Ls(7) w grupe S(8). Méwiac bardziej
szczegblowo, rozpa.trujen}y homomorfizm grup

Ly(7) — S(La(7) : N) = 8(8), g+ g,
gdzie g (aN) = galN dla wszystkich a € G. Poniewaz grupa Ly (7) jest prosta,
homomorfizm ten jest odwzorowaniem réznowartodciowym, a wiec zanurzeniem
w grupe permutacji zbioru 8—elementowego.

Ale grupa L2 (7) ma tez reprezentacje w grupie S(7). Udowodnimy mianowicie,
ze Lo (7) 22 ((1234567), (23)(47)) C S(7). Rozwazmy permutacje
o = (1234567), T = (23)(47).
Bezposrednim rachunkiem stwierdzamy, ze
o= = (o)} = (c*) =1
A wiec o i 7 spelniaja te same relacje co generatory s,t w kodzie genetycznym
grupy Ls (7). Wynika stad, ze podgrupa (o, 7) grupy S(7) jest homomorficznym
obrazem grupy Lo (7). Mianowicie istnieje surjektywny homomorfizm
Lsy(7) — {o,7) taki,ze s—o, t—T
Faktycznie, wobec prostoty grupy Ls(7), homomorfizm ten ma trywialne jadro,
jest zatem izomorfizmem.
Mozna takze udowodnié, ze grupa Lo(11) ma reprezentacje w grupie S(11).
Natomiast juz Galois wiedzial, ze dla zadnej liczby pierwszej p > 11 grupy Ls(p)
nie mozna zanurzyt w grupe symetryczng S(p).
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