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Teoria szeregdw Fouriera wyrosta z préb przedstawiania obiektéw ztozonych

i skomplikowanych w postaci kombinacji obiektéw bardzo prostych, modelowych,
dobrze znanych. Ten bardzo stary pomyst — jaka$ jego wersje widad przeciez

juz w ptolemejskiej koncepcji sktadania wszelkich obserwowanych ruchéw cial
niebieskich z krazenia po epicyklach — doprowadzit do powstania przepieknej

i rozleglej galezi analizy matematycznej, ktérg (z pewnoécig nieudolnie)
sprébujemy Czytelnikom pokazaé, z koniecznoéci poswiecajac nieco uwagi
szczegétom technicznym. Zanim jednak pojawi sig pierwsze sakramentalne

niech f bedzie. .., przedstawimy nieco blizej postaé czlowieka, ktory calej teorii
uzyczyl swego nazwiska.

Jean Baptiste Joseph Fourier

bez watpienia zyt w tzw. ciekawych czasach. Urodzil sie¢ w pierwszy dzied
wiosny 1768 roku, w niewielkim miasteczku Auxerre, zagubionym mniej wiecej
w polowie drogi miedzy Paryzem a stolicg Burgundii, Dijon. Byt dwunastym
dzieckiem swego ojca, miejscowego mistrza krawieckiego. W wieku dziesieciu
lat zostal sierota, jednak dzieki temu, Ze juz wéwczas cieszy! sig stawg mlodego
geniusza, udato mu sig¢ zdoby¢ rzetelne wyksztalcenie: wspierany przez biskupa
Auxerre i paru innych malomiasteczkowych notabli, ukonczyl najpierw

szkole parafialng, a w 1780 roku trafit de miejscowe] Ecole Royale Militaire.
Btlyszczal tam zaréwno na lekcjach literatury, jak i matematyki; podobno
zbieral za dnia ogarki §wiec, by noca zakradaé sig do jednego ze szkolnych
magazynkéw i spokojnie studiowaé tam kolejne tomy wyktadéw Bézouta. Jednak
mimo wszystkich talentéw mlodego Fouriera, mimo uzbieranych przezen priz
d’ezcellence i priz de composition, mimo wreszcie pozytywnej opinii i poparcia
inspektoréw Ecole z Lagrange’em na czele, urzednicy francuskiego Ministerstwa
Woiny zdecydowali, ze ktos nieszlachetnie urodzony nie nadaje sie na oficera
artylerii ani korpusu inZynierskiego, ,choéby nawet i byt drugim Newtonem”.
Drziewietnastoletni Jean Baptiste postanowit wéwczas szukad szczescia za
murami przepieknego skadinad, utrzymanego w czystym stylu romanskim,
benedyktynskiego opactwa §w. Benona znad Loary.

Spedzenia reszty zycia w zakonnej sukni zaoszczedzila mu Wielka Rewolucja
Francuska i dekret Zgromadzenia Narodowego, zabraniajacy na jakis czas
sktadania $lub6éw zakonnych. Fourier wrécil do Auxerre i uczy! tam matematyki,
a takse byt czlonkiem miejscowego komitetu rewolucyjnego (co nie uchronilo

go od paru przygéd zakoriczonych medlugml aresztem). W roku 1795 zostal na
krétko Jednym zZ (napdolmqszych) ucznidw §wiezo powolanej Ecole Normale,
potem za$ zwiazal sig ze siynng Ecole Polytechnique, gdzie szybko wyrobit
sobie pozycje rzutkiego administratora i §wietnego nauczyciela w jednej osobie.
Zachowane notatki z jego éwezesnych wykladdw wskazujg podobno na elegancje
i przejrzystoéé myéli, a takze na zywe zainteresowanie historia omawianych
zagadnien.

W roku 1797 Fourier przejal od Lagrange’a katedre analizy matematycznej

i mechaniki. Mimo to jednak jedynym $ladem jego czysto naukowe]j dzialalnosci
w latach 1795-98 jest niewielka praca opublikowana w zeszytach Ecole
Polytechnique.

W maju 1798 roku, z polecenia Dyrektoriatu i Ministerstwa Spraw
Wewnetrznych, Fourier znalaz! sig na pokladzie jednego z okretéw napoleonskiej
armady ptynacej do Egiptu. W Afryce, pod piramidami i nie tylko, spedzi
kolejne eztery lata zycia. Zostal m.in. sekretarzem Instytutu Egipskiego

w Kairze. Wielu oscbom znany jest wlaénie jako egiptolog, a nie jako
matematyk i fizyk.

O jego losach po powrocie do Francji w 1802 roku przesadzil Napoleon, piszac
w lidcie do Bertholleta:
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Obywatelu Senatorze,

poniewaz wladnie zmart prefekt Departamentu Isére, cheiatbym w dowdd
najszczerszego zaufania, jakie Zywie do obywatela Fouriera, mianowaé go
na to stanowisko. {...)

Decyzja okazala sie trafna: obywatel Fourier jako prefekt doprowadzit m.in.

do osuszenia bagien w okolicy Grenoble i zwalezenia corocznych epidemii

malarii (pogodziwszy wezedniej, po nietatwych negocjacjach, sprzeczne

interesy finansowe trzydziestu pieciu gmin) oraz do otwarcia francuskiej

czefel nowej, transalpejskiej drogi z Grenoble do Turynu. Jako zreczny
urzednik i administrator, byl prefektem zaréwno w czasie pierwszej restauracji
Bourbondw, jak i1 pééniej, podczas stu dni Napoleona. Ten ostatni, w dowdd
uznania za dlugoletnig stuzbe, przyznal Fourierowi w czerwcu 1815 roku 6000
frankéw emerytury. W wyznaczonym dniu pierwszej patnoéci, 1 lipca 1815 roku,
bylo juz jednak po bitwie pod Waterloo.

Dzigki wsparciu swych bylych ucznidw 2 Ecole Polytechnique, Fourier

znalazl schronienie na stanowisku dyrektora Biura Statystyki Departamentu
Sekwany i zrezygnowal z emigrowania do Anglii. W kwietniu 1817 roku, mimo
poczatkowego sprzeciwu kréla, zostal czlonkiem Akademii Nauk, a w roku 1823
— sekretarzem Akademii, pokonujac w wyborach Biota wynikiem 38:10. To
stanowisko piastowal przez ostatnie siedem lat zZycia.

Stale miejsce w Panteonie nauki — o ktdére bardzo sie martwit jako
dwudsziestojednoletni nowicjusz u §w. Benona, wspominajac w lidcie do swego
przyjaciela i nauczyciela matematyki, Bonarda, ze w tym wieku Newton i Pascal
wielokrotnie juz zastuzyli sobie na nieSmiertelnoéé — zapewnil sobie Fourier
jako autor La Théorie Analytigue de la Chaleur, wydanej drukiem w roku

1822, lecz napisanej znacznie wezefniej, w wiekszoéci w latach 1805-1807, gdy
by! prefektem w Grenoble. Jakim cudem znajdowal czas na prace naukows
wéréd rozliczaych obowigzkdéw stuzbowych, pozostanie jego tajemnics. Dzielo
Fouriera budzilo zywe reakcje wiekszodci dziewietnastowiecznych przedstawicieli
fizyki matematycznej — poczawszy od atakéw Poissona i Biota, do pdzniejszych
zachwytdw Jamesa Clerka Maxwella, ktéry okreSlal La Théorie Analytique jako
matematyczny poemat. Zamiary i cele Fouriera najlepiej oddajg jego wiasne
stowa ze wstepu do ksigzki:

... choé réwnania opisujgce przeplyw ciepla majg szczegdlnie prostg
postad, to znane metody nie dostarczajg Zednego ogdlnego sposobu ich
catkowania. Nie mozemy zatem czerpaé z nich wiadomodci o temperaturze
po uplywie konkretnego czasu. Interpretacjo liczbowa jest jednak niezbedna;
jak diugo jej mie mamy, rozwigzanic sg niepelne i bezudyteczne, a prawda,
ktdrg chetelibyémy odkryé, nie gorzej ¢ nie mniej jest ukryta w formutach
analizy matematycznej, niz byla w oryginalnym zagadnieniu fizycanym.
Rozwigzaniem tef kwestii zajelismy sie z wszelkim staraniem ¢ bylismy

w stanie pokonaé trudnodci we wszystkich rozpatrzonych zagadnieniach.

Najprostszemu z rozpatrzonych zagadnieri sprébujmy przyjrzed sie nieco blizej.

Model przeplywu ciepta w jednorodnym precie

Wyidealizowany pret to odcinek I = [0, 7]; temperatura w punkcie z € I w chwili
czasu t > 0 to wartodé funkcji dwéch zmiennych u(z,t). Zmiany temperatury —
przy odpowiednim doborze jednostek — opisuje réwnanie

ou Bzu.
(1) E—@: QE(O,‘.’T),t>O,
ktére uzupelniamy warunkami .
(2) (0,3 =ulr,t) =0, w0y = f(x)

Inaczej méwige, zakladamy, Ze znany jest poczatkowy rozktad temperatury,
a kofice preta sg caly czas wbite w 16d i maja temperature réwng zeru. Wypada
jeszeze zalozyd, ze f(0) = f{r) = 0.
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Poszukajmy rozwiazan postaci u(z,t) = v(z)p(t). Dla takich funkeji u réwnanie
(1) przybiera postaé .

Pt _ Vao

e v’
Poniewaz lewa strona zalezy tylko od ¢, a prawa — tylko od z, wiec dla pewnej
statej A mamy

v = A, Ugg = AU.
Zajmijmy sie najpierw drugim réwnaniem. Dla dodatnich A ma ono rozwigzania,
postaci v(z) = C; exp(zv/A) + Cj exp(—zv/A). Zadne z nich nie spetnia warunku
brzegowego v(0) = v(w) = 0, o ile nie znika tozsamosciowo. Przypadek A = 0
réwnies jest nieciekawy, a dla A = —1 mamy

v(z) = Ci cos(z+/|A|) + Ca sin(z+/[A]) .
Poniewaz v(0) = 0, wiec C1 = 0. Warunek v(w) = 0 prowadzi teraz do wniosku
A=-n%  n=1,23,...
Ostatecznie mamy wiec v(z) = const - sinnz, a (t) = const - exp(—n’t).
Réwnanie (1) jest liniowe, a zatem spetniaé je bedzie réwniez dowolna
kombinacja liniowa, znalezionych rozwigzai,

(3) u(z,t) =Y bpexp(—n?t) sinng.

n
Dla t = 0 otrzymujemy u(z,0) = f(z) = 3, bpsinnz. Jedli wiec umiemy
przedstawié poczatkowy rozkiad temperatury w postaci (by¢ moze
nieskoniczonej) sumy sinuséw, to rozwiazanie w jawnej postaci — z dokladnoécia
do sprawdzenia, czy otrzymany szereg wolno rézniczkowaé wyraz po wyrazie —
otrzymujemy mechanicznie i za darmo; wystarczy dopisaé czynniki exp(—n2t).

Wazdr (3) pozwala tez na jakoSciows analize rozwigzania. Po pierwsze, jesli
wspélczyaniki by, sg ograniczone (jak zobaczymy, jest tak jus przy bardzo
stabym zalozeniu o calkowalnodci funkeji f), to wowezas ~ z uwagi na obecnoéé
szybko gasnacych czynnikéw exp(—n?t) — suma szeregu (3) jest funkcja klasy
G i pochodnych ma duzo wiecej, niz potrzeba do wypisania réwnania (1). Po
drugie, mamy oczywiscie u(z,t) — 0 dla t — +co. Zgadza sie to z intuicja: jesli
kodce ogrzanego preta sa wbite w 16d, to pret wystygnie — niezaleznie od tego,
jaki byt poczatkowy rozktad temperatury. Po trzecie, dla b; # 0 mamy

lim M =

t—co bie~tsing
Zatem, dla duzych czaséw to, wykres temperatury u(z,to) przypomina
wykres funkcji sin z pomnozonej przez odpowiedniy stala: stygnacy pret jest
najcieplejszy w okolicy érodka, z dala od zimnych kofcéw.

Podobne rozwazania mozna przeprowadzié, biorac na warsztat

Model drgajacej struny

Tym razem u(z,?) to wychylenie struny od polozenia réwnowagi. Wspéirzedna
z to odlegloéé punktu spoczywajacej struny od jednego z jej kodcéw, z € [0, 7],
t za$ jak zwykle oznacza czas. Jeli struna jest jednorodna, a drgania niewielke,
to prawo Hooke'a i druga zasada dynamiki pozwalajg wyprowadzié réwnanie
2 2

(4) Ou _ 2 @;

ot? Oz
gdzie ¢ jest pewnga stala, zaleing od przyjetego uktadu jednostek. W celu
zagwarantowania jednoznacznosci rozwigzania, nalezy réwnanie (4) uzupeknié
dodatkowymi warunkami, zakladajac np., ze

u(z,0) = f(z), T € [0,7];
(5) tefe; 0 =10, z € [0,7);

u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.
Innymi slowy, znamy poczgtkowe wychylenie struny; wiemy w dodatku, ze
puszczone jg swobodnie; korice struny sg zamocowane i nie drgaja.

z € (0,m),t>0,
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Wspomnijmy, ze Euler, badajac wplyw
wzajemnego przyciagania Jowisza

i Saturna na ksztalt orbit tych planet,
szacowal warto$é catki oznaczonej

z funkeji {1 — gcosw)™¥ dla

g /= &, wykorzystujac wiasnie szeregi
trygonometryczne. Za te prace otrzymal
zresztg w 1748 roku nagrode Paryskiej
Akademii Nauk.

Wykorzystane obok réwnosci

™
f sinnzsinme dz = Tham ,

-

"
f cosnesinmeds =0,
—r
tatwo jest sprawdzié, postugujac sig
szkolnymi wzorami na iloczyny sinuséw
i cosinuséw.

Réwnanie struny umieli rozwiazywaé d’Alembert, Euler i Daniel Bernoulli okoto
dwa i pét wieku temu. Toczyli nawet przez parg lat spér, ktéry z nich robi to
najlepiej i w najbardziej ogélny sposdb. Opisany wyzej pomyst poszukiwania
rozwiazaf postaci u(z,t) = v(z)p(t) prowadzi tym razem do wzoru

(6) u(z,t) = Z by, sinne cos ent

" )
gdzie, jak poprzednio, wspétczynniki by nalezy dobraé tak, by mieé f(z) =
=Y, bnsinnz. Osoby, ktdre nie boja sig szkolnego wzoru 2sincacos 8 =

= sin(a + B) + sin{e: — B}, moga, zauwaiy¢, ze rozwigzanie u(z,t) mozna
réwnowaznie przedstawié w postaci

(7) u(z,t) = %(f(w-:—ct) +f(m—ct)),

gdzie f jest nieparzysta funkcja 2w-okresows, pokrywajacs sig z f na przedziale
[0, w]. Fala wzdluz struny rozchodzi sie wiec ze skoficzong predkosciy ¢, a po
dojéciu do kofica struny zmienia kierunek i wychylenie na przeciwne. Profil fali
jest jednoznacznie okreslony przez poczatkowe wychylenie struny. Widaé tez, ze
— w przeciwiefistwie do poprzedniego przykladu — rozwigzania wcale nie musza
byé funkejami gladkimi (sa na tyle gladkie, na ile pozwala na to funkcja )

Oba przykiady podajs gotowe przepisy na blyskawiczne rozwigzywanie réwnan
rézniczkowych czastkowych fizyki matematyczne;. (Okazuje sie zreszta, ze sam
przepis, nazywany czasem metodg Fouriera rozdzielania zmiennych, jest dodé
uniwersalny: znajmoéé funkcji wlasnych operatoréw rézniczkowych eliptycznych,
odpowiadajacych zagadnieniom stacjonarnym, np. operatora Laplace’a, pozwala
wypisywaé jawne formuty na rozwigzania zagadnief ewolucyjnych, zaleznych

od czasu. Jest tak np. w przypadku réwnania Schrodingera czy stynnych
skadinad rozwazati Marka Kaca na temat tego, czy mozna ustysze¢ ksztalt
bebna.) Pozostaje rozstrzygnagé, czy dla danej funkeji f : [0, 7] — R mozna
znalesé rozktad postaci f(z) = 3, bn sinna? Jak to zrobi¢? Jak nalezy rozumieé
réwnoéé, tzn. jaki jest charakter zbieznobci szeregu? Z préb odpowiedzi na te
pytania wyrasta teoria szeregéw Fouriera.

Najprodciej jest odpowiedziet na drugie z powyzszych pytai. Jesli funkcja
om-okresowa, f jest suma zbieznego jednostajnie szeregu sinusdw i cosinuséw,

oo
a .
(8) flz) = ?0 + Z(an cosnT + bp sinnz) ,
n=1
to mnozac obie strony réwnoéci przez sinme i catkujac otrzymany szereg wyraz
po wyrazie, dostaniemy

kL m
ff(m)sinm:cdm=%°/sinmmda:
- —"

co ™
+ Z [(an cos ng sin mz + by, sinnz sinmz) dr =
n=1_"

T
=bm f sin?medz = Thn.
-
Wspétczynnik a., znajdziemy, biorac cosma zamiast sinma i powtarzajac caly
zabieg. Ostatecznie wige
ag 1

E' o f(ﬁ) dﬂ:,

[
35—y

a dla dodatnich m jest:
1] 17
angff(m)cosmmdx, bng/‘f(m)sinmz:dm.
- —r

Zauwazmy jeszcze dla uzupelnienia poprzednich rozwazai, ze gdy funkcjg
okreslona na przedziale [0, 7] przedtuzymy do 2m-okresowe] funkeji nieparzystes,
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to bedziemy mieé a,, = 0 i w réwnosci (8) pojawia sig po prawe] stronie same
sinusy.

Szeregi Fouriera funkcji catkowalnych

Wypisane wyzej wzory na wspélczynniki a,, 1 by, maja sens, gdy f jest po
prostu funkcjg, catkowalng. Popatrzmy przez chwile na ten przypadek.

Przestrzen wszystkich funkeji catkowalnych na odcinku [—m, ] wzgledem miary
Lebesgue’a oznaczymy tradycyjnie przez L. Jest to przestrzeri Banacha z norma,

Il = 5= [ 1f(@)ldo

(8cisle méwigc, nalezaloby tu méwié o klasach abstrakeji i utozsamiaé funkcje

~ réwne poza zbiorem miary zerc — nie bedziemy sig tym przejmowad). Wygodnie
bedzie przejéé do zapisu zespolonego: pow1emy, ze n-ty wspdtezynnik Fouriera
funkeji f € I to liczba

~

(9) fn)=ep = 51; / f(z) exp(—inz) dz, neEL.

Dla dodatnich n mamy, jak fatwo sprawdzié, ¢, = 5 1(an — ib,) oraz
€n = L(an + ib,). Ponadto, co = ag/2. Szereg Fouriera funkcji f to szereg

Z F(n) exp(ing) ;

neZ
jego N-ta suma czefciowa w punkcie z to (wbrew nazwie) suma (2N + 1)
skladnikéw:

wielm 3 Freline).
n=—N
Zanotujmy na poczatek kilka prostych wlasnoéci wspétezynnikéw Fouriera.

1. Przeksztaicenie f ( F(n)) jest liniowe.

2. Jedli f € L', to wéwcezas

700 < 5 [ @lds =7l

3. Jedli f jest absolutnie ciagta (tzn. pochodna f/(z) istnieje dla. prawie
wszystkich z, jest funkcja caltkowalng, i mam)%‘ (z) = const + f Df(t) dt), to

-
Fitn) = in- f(n).
Mozna sig o tym przekonaé, catkujac we wzorze (9) przez czeci. Dzieki
catkowalnosci f' i whasnoéci 2 mamy wéwezas |f(n)] = O(1/n).

Podobnie, dla funkeji, ktérych pochodna jest absolutnie ciggta (w szczegdlnosci
np. dla funkcji klasy C?), mamy oszacowanie |f(n)| = O(1/n2). Szereg Fouriera
takiej funkcji jest wige zbiezny bezwzglednie i jednostajnie, bowiem majoryzuje
sie przez zbiezny szereg liczbowy const - > n=2,

4. (Lemat Riemanna—Lebesgue’a). Jesli f € LY, to f(n) — 0 dla [n] — co.

Dla dowodu zauwazamy, ze zbiér wszystkich funkcji z przestrzeni I, dla
ktdrych zachodzi teza lematu,
(i) jest domknietg podprzestrzenis liniowa L1;
(ii) dla dowolnego odcinka. (a,b) C (—, ) zawiera jego funkcje
charakterystyczng X(q,s)-

Te spostrzezenia koriczg, dowdd, bowiem skonczone kombinacje liniowe funkcji
charakterystycznych odcinkéw — tzw. funkcje proste — sa geste w przestrzeni L.

5. (Jednoznacznosé). Jesli dla pewnej funkeji catkowalnej f mamy f(n) =
dla wszystkich n € Z, to wtedy f(z) =0 dlap. w. z € (0,n).
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Niestety, gdy f jest po prostu funkcja catkowalng, réwnosé (8) na ogdl nie
zachodzi. Co gorsza, ciagg sum czedciowych s, f(z) moze zachowywaé sie doéé
dziko: Kolmogorow w roku 1926 wskazal funkcje f € L, ktérej szereg Fouriera
jest rozbieiny wszedzie, a dokladniej,

Alrim |snf(z)] =00  dla wszystkich punktéw z € (—m,m).
=00

Sytuacja znacznie sie uporzadkuje, gdy do rozwazan dopuscimy — zamiast
szeregéw Fouriera wszystkich funkcji catkowalnych — jedynie

Szeregi Fouriera funkcji catkowalnych z kwadratem

Przestrzed L? wszystkich funkcji calkowalnych z kwadratem na odcinku [—, 7]
jest przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym

(0= 5= [ 15tz

i wyznaczong przezef norma || f|| = || f||z2 = (7, f)}/*. Funkcje eq(z) = exp(inz)
(n=0,%1,%2,...) tworzg w L? uklad ortonormalny, tzn.

(10) {en,em) = dnm dlan,m € Z.

Jest to w dodatku uktad ortonormalny zupefny, tzn. dla dowolnej funkeji f € L2
mamy
(11) f= Z(f, enden .

neL
Wyrazenie po prawej stronie to szereg Fouriera funkeji f, zapisany w nowych
oznaczeniach. Réwnosé oznacza, ze szereg jest zbiezny do f w topologii
przestrzeni L2, Zwréémy uwage na silng analogie z sytuacja skoriczenie
wymiarows: mamy przestrzeil z iloczynem skalarnym, w niej pewng baze zlozona
z wektoréw parami prostopadtych; dowolny wektor mozemy przedstawié jako
kombinacje liniows wektoréw bazy. Wspdlezynniki rozwiniecia to iloczyny
skalarne z wektorami bazy. '

Réwnoéé (11) wynika z elementarn‘ej teorii przestrzeni Hilberta. Dla tych, ktérzy
nie zdazyli jeszcze jej poznaé, albo zdazyli juz o niej zapomnieé, szkicujemy nizej
droge na skréty.

Oznaczmy przez Tiy zbidr wszystkich wielomianéw trygonometrycznych
stopnia IV, tj. funkcji postaci
(12) t= E Qnen a, € C.

Ty jest oczywibcie podprzestrzenia liniowa L2
Lemat. N-ta suma czgéciowa sy f szeregu Fouriera funkcji f € L? jest rzutem

ortogonalnym f na przestrzer Ty, ten. jedlit € Ty it # sy f, to wéwezas

If =2l > Ilf —swill-

Inaczej méwiae, wirdd przyblizen funkcji f wielomianami trygonometrycznymi
stopnia IV istnieje — w topologii przestrzeni L? — najlepsze i jest nim wlaénie
N-ta suma czeSciowa szeregu Fouriera.

Dowdéd. Wykorzystujac warunki ortonormalnoéci (10), sprawdzamy
bezpoérednim rachunkiem, ze dla t = zf=_ N Cnén zachodzi réwnosé

N N
(13) IF =t =P = D F@P+ Y lan— Fm)P.
n=—N n=—N
Wyrazenie po prawej stronie osigga mirimum, gdy a, = F(n) dla wszystkich n

spetniajacych nierdwnodé [n| < IV, czyli dla t = sy f. O
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Whniosek. Dia f € L? mamy:

(19)° Jim [[f —swflze =0,
1 7. i

15 [P = 1m0

(15) - _/ el d = 317t

Idea dowodu. Przez oy f oznaczmy Srednig arytmetyczng poczatkowych
wyrazéw ciagu sy f, tzn. onf =.(sof + s1f +- - +snf}/ (N + 1). Poniewaz
onf € Tn, wiec z Lematu wnioskujemy, Ze

If =swfll < lif —anfll.-
By udowodnié¢ réwnoéé (13), wystarczy wiec pokazaé, ze onf — f w L?.

Wszystkich szczegétéw dowodu przeprowadzonego po raz pierwszy przez Fejera
w 1904 roku nie bedziemy tu przytaczaé. Kto chce, moze sprawdzié, ze

ont@) =5 [ Fn(@)fly—2)da,

gdzie Fyy jest tzw. jgdrem Fejera. Umiejgtnoéé dwukrotnego sumowania ciggu
geometrycznego pozwala wypisaé Fiy w jawne] postaci; mozna sig wiedy bez |

T T kiopotu przekonad, ze
Funkcja Fiy dla N =11 7 T

1
. > — B =
Fy >0, 211-/ n(t)dt=1,
_ -
sup Fiv(t) < - ! dla wszystkich 6 > 0
[t|>4 MY =N sin?(5/2) .

<+ Te warunki oznaczaja, ze rodzina funkcji (Fy)n1 jest
tzw. aproksymatywng jedynkg, czyli, jak powiedzialby
fizyk, przyblizeniem delty Diraca. (Warto zauwazyé, ze
w0 4 podobne trzy warunki nie sg spelnione, gdy rozwazamy
sumy czesciowe sy f — wyrazaja sie one przez splot z tzw.

\ : L jadrem Dirichleta, ktére nie ma ustalonego znaku.)

1 2 8 Standartowe rozumowanie, wykorzystujace nieréwnosé
Holdera i twierdzenie Fubiniego, pozwala teraz udowodni¢ znacznie wiecej, niz
potrzebujemy do zakonczenia dowodu wniosku, a mianowicie:

(i) jedli f € LP dla pewnego p € [1, 00), to wtedy on f — f w topologii L?;
(ii) jeéli funkcja f jest ciagla na odcinku [—, 7}, to wtedy ciag on f zbiega
do f jednostajnie.

Zatem istotnie sumy czeciowe szeregn Fouriera funkcji f € L? zbiegaja do f
w topologii L.

Druga cze$é wniosku to tzw. tozsamosé Parsevala. Wynika ona ze wspomnianej
juz réwnodci

N
If = swfIE =P~ D 1F )P
n=—N
oraz plerwszej czedci wniosku. O

Okazuje sie, ze zachodszi tes twierdzenie w pewnym sensie odwrotne do
powyzszego wniosku. Mianowicie, dla dowolnego ciggu liczb zespolonych (an)nez
sumowalnego z kwadratem, tzn. takiego, ze

(16) E Ia'n[2 < 00,

nez
istnieje dok}adnie jedna funkcja f € L2, dla ktérej mamy f(n) = a, dla
wszystkich n catkowitych. Jest to tzw. twierdzenie Riesza—Fischera. Dowdd
jest prosty: z warunku (16) wynika, ze ciag Zf:_ N Gnén Spelnia warunek
Cauchy’ego w (zupeine;!) przestrzeni L?; jego granica ma zadang whasnosé.

Twierdzenia Riesza~Fischera nie mozna w zaden sposdb poprawié. Jedli suma
liczb |an|? jest nieskoriczona, to w szeregu .z Gnen mozna tak podostawiaé
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znaki + do poszczegdlnych wyrazéw, ze otrzymany szereg nie bedzie szeregiem
Fouriera zadnej funkeji calkowalnej z kwadratem, a nawet zadnej funkcji
catkowalnej. W dodatku, bedzie tak w pewnym sensie dla wiekszodct sposobdw
rozstawienia znakéw.

Wiemy juz, ze sumy czeéciowe szeregu Fouriera funkeji f calkowalnej

7 kwadratem zbiegajg do tej funkeji w I?, a zatem pewien podcigg sum
czefciowych zbiega do f prawie wszedzie. Mozna postawié naturalne pytanie:

czy dla f € L? ciag sy f zbiega do f prawie wszedzie? W 1915 roku, w swojej
pracy doktorskiej, Luzin postawit hipotezg, ze odpowied? na powyzsze pytanie
jest twierdzaca. Problem czekal na rozstrzygnigcie p6l wieku: dopiero w roku
1966 szwedzki matematyk Lenart Carleson udowodnil w pracy opublikowanej nie
byle gdzie, bo w Acta Mathematica, ze hipoteza Luzina jest prawdziwa.

Ambitni Czytelnicy o zacigciu analitycznym mogg w charakterze ¢wiczenia
udowodnié rezultat nieco stabszy od wyniku Carlesona, uzyskany przez
Kolmogorowa w roku 1925: jesli (V) jest takim ciagiem liczb naturalnych, ze
infy, Niy1 /N = g > 1, to wowczas dla kazdej f € L? ciag s, f zbiega do f
prawie wszedzie. Wskaz6éwka: nalezy wykorzystaé tozsamosé Parsevala. Gdy
sie uda, mozna sprébowaé wykorzystaé tozsamos¢ Parsevala do udowodnienia,
se wéréd wszystkich gtadkich, zamknigtych krzywych plaskich o dlugodci 27
to wlaénie okrag ogranicza obszar o najwiekszym polu. Wskazéwka: wyrazié
dtugoéé krzywej przez calke i zastosowaé twierdzenie Stokesa.

Widaé z tego wszystkiego, ze o zbieznosci szeregu Fouriera funkcji catkowalnej
z kwadratem mozna powiedzieé zaskakujaco duzo. Mozna by sie spodziewac, ze
dla funkcji ciaglych bedzie jeszcze lepiej. Tymczasem, czekaja nas

Przykre niespodzianki

Pierwszy praykiad funkdji ciagte], kiérej  Okazuje sie mianowicie, e szereg Fouriera funkcji ciagglej moze byé rozbiezny

suereg Fouriera jest rozbiesny w pewnych v nieprzeliczalnie wielu punktach, tworzacych gesty podzbiér odcinka [—, ]

punktach, podal w roku 1876 du Bois i i s . ; o 1

Reymond, rosumujac w sposéb odmienny (na mocy Wspomnianego wyzej t-wmrdz’el‘ua Ga.r}es'ona, bw pod_zbmr ma miare

od opisanego nige]. zero). W dodatku jest tak dla wigkszodei funkeji ciaglych. Szkic dowodu tego
zaskakujacego faktu rozpoczniemy od wypisania jawnego wzoru na sume
czefciows, sy f. Postugujac sig definicja wspétczynnikéw Fouriera i wzorem na
sume postepu geometrycznego, dostaniemy

i) = 3> e =k [ s 3 aters) aem

71,=—N ﬂ=—N

=%/f(t)'DN(m—t)dt,

gdzie
o sin(IV + £)s
Dn(g)i= ) eM=—"—T3—
e sin 58
2 e T T 7 T] to tzw. jedro Dirichleta (jak widaé, w przeciwieistwie do
wl : | Funkeja Dy dlaN'=1L | jadra Pejera nie jest to funkcja nieujemna).
Potésmy teraz z = 0. Poniewaz jadro Dirichleta jest
18 7 funkcjg parzysta, wiec
0} - 17
) swiO =5 [ FODNO.
yig
5 T -1
0 b AN N N\ A A~ .~ | Ten wzér okresla przeksztalcenie liniowe ciagle (Scislej:
Y \/ v UV VY VY~ N funkcjonal liniowy ciagly) na przestrzeni C wszystkich
8 | | funkeji ciggtych na odcinku [—m, 7] (z topologia zbieznosci
jednostajnej, wyznaczong przez norme supremum):
— 1 1 1 1 1 1
® —2 B 0 i 2 3 C>3 fw Ln(f):=snf(0) €C.



Oszacujemy norme funkcjonatu Ly. Przypomnijmy najpierw, ze zgodnie
z definicja
| Lwll:= sup |Zn(f)|.
lrn<t

(Funkcjonal liniowy przeksztatca kulg jednostkows w przestrzeni C w pewna
elipse na plaszczyznie zespolonej; jego norma to diuzsza pélos tej elipsy.)

Lemat. [stnieje taka stata C > 0, ze || Ly|| = Clog N dla wszystkich N.

Dowéd. Po chwili zastanowienia dochodzimy do wniosku, ze gdy |f(z)| <1 dla
wszystkich z, to modut liczby Ly (f) = sn f(0) jest najwiekszy, gdy f = +1na
zbiorze {Dy > 0} i f = —1 na zbiorze {Dn < 0}. Taka funkcja f ciggla niestety
nie jest, ale bez klopotu mozemy ja aproksymowaé funkcjami ciagtymi, dowolnie
malo zaburzajac catke Ly (f). Zatem

12wl 2 o= [ Dae)lde.

Teraz trzeba juz tylko wykonaé prosty rachunek, w ktérym wykorzystuje si¢
po kolei: parzystoéé Dy ; nieréwnoéé sina < o dla @ > 0 i liniowg zamiang
gmiennych (IV + %)t — x; wiedze o zachowaniu sum czegéciowych szeregu
harmonicznego. Oto szczegély dla leniwych:

L7 1 len@r by (v he
ZW/[DN(i)]dt— ﬂ_o (N+%)t Sin%t i =

5 (N+‘1z‘)"‘1'[ .. [ 9 N1 L (k+1)m
s
> — > - R P EE———— i =
o / T dm"ﬁ%(k+1)w _/ |sina] dz
0 e ka
N
4 1 4
-=1

Zeby zastosowaé lemat, przypomnimy klasyczny rezultat analizy funkcjonalnej,
jeden z wnioskéw z twierdzenia Baire’a — twierdzenie Banacha—Steinhausa. Otéz,
jesli dana jest dowolna rodzina przeksztalcen liniowych cigglych (La)aca pewne]
przestrzeni Banacha X w inng przestrzed Banacha Y, to zachodzi wéwcezas jeden
z dwdch warunkdw:

(i) istnieje taka stata M, ze ||Lo|| < M dla wszystkich a € 4; :

(ii) w przestrzeni X istnieje gesty, typu G5, podzbidr V o tej wlasnosci, ze

dla kazdego wektora f € V' mamy

sup || La(f)|| = oo
aEA

Innymi stowy, jeéli normy przeksztalced liniowych ciaglych L, nie sg wspélnie
ograniczone, to przeksztalcenia L, mogg bardzo mocno rozciagal wszystkie
wektory z bardzo duzego zbioru.

Biorac za X prazestrzed funkeji ciaglych na odcinku, a za ¥ — liczby zespolone,

zastosujemy twierdzenie Banacha-Steinhausa do rodziny funkcjonaléw L.

7 lematu wynika, ze nie zachodzi warunek (i), bowiem [|Ly|| — oo dla N — co.
Zachodzi wiec warunek (ii): istnieje w przestrzeni funkcji cigglych podzbiér Vg,

ktéry jest gesty, typu Gs, 1 ma te wlasnodé, ge jesli f € V5, to wéwezas

sup ILn(f)| = sup lsnf(0)] = +oo.
A zatem szereg Fouriera kazdej funkeji f € W jest rozbiezny w zerze.

Oczywiscie w powyzszym rozumowaniu nie odgrywat zadnej roli fakt, ze sumy
czesciowe szeregu Fouriera badaliSmy akurat w zerze. Dla kazdego punktu
g € [—, 7] mozemy w podobny sposéb skonstruowaé taki (gesty, typu Gs)
podzbiér V, przestrzeni funkeji ciaglych, ze jesli f € V, to szereg Fouriera f jest
rozbiezny w punkcie g. Zbidr
vi= [} W%
ge€QN[—=,7]
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nadal jest podzbiorem gestym typu Gs przestrzeni C; jedli f € V, to szereg
Fouriera f jest rozbiezny we wszystkich punktach wymiernych. Zauwazmy
wreszcie, ze dla kazdej takiej funkeji zbidr

ﬁ{m: sup [s f(z)| > j} =
=1 o
s ﬂ(

j=1

Zt = {z: sup|sy f(z)| = o0} =
N

(==}
U = lswf @)1 > 1))
N=1

jest nieprzeliczalny: jest bowiem, jak widaé, typu G, a ponadto jest gesty na
odcinku [—, ], bo zawiera wszystkie liczby wymierne z tego odcinka.

Stosujac zamiast twierdzenia Banacha~Steinhausa inny rezultat klasycznej
analizy funkcjonalnej, twierdzenie o operatorze otwartym, mozna z przytoczone]
wyzej nieréwnoéci ||[Dyliz: > Clog N doéé tatwo wywnioskowaé, Ze nie kazdy
ciag (an)nez zbiesny ,w obie strony” do zera jest ciagiem wspéiczynnikéw
Fouriera funkeji calkowalnej (konkretny przyklad takiego ciggu zobaczymy
nizej).

Podany wyzej przyktad nie oznacza oczywidcie, ze o szeregach Fouriera

funkeji ciagtych nie mozna powiedzie¢ nic ponad to, co wiemy o szeregach
Fouriera funkeji catkowalnych z kwadratem. Wypada po prostu poczynié jakies
dodatkowe skromne zalozenia. Z catej masy rozmaitych kryteriéw zbieznodci
przytoczymy dla porzadku jedno :

Twierdzenie (kryterium Jordana). Jesli funkcja ciggla f ma wahanie
skoriczone, to wowezas szereg Fouriera f zbiega do f jednostajnie na przedziale
[, 7).

Wiedze o tym, ze szereg Fouriera w miarg przyzwoitej funkcji ciagtej jest do

tej funkcji zbiezny, mozna wykorzystaé¢ w wielu sytuacjach do znalezienia sum
réznych szeregéw liczbowych, ktére — choé na pierwszy rzut oka nie zawsze to
widaé — sg szeregami uzyskanymi z rozwinieé fourierowskich przez podstawienie
konkretnej wartoéci z. Mozna np. znajac rozwiniecie funkeji f(z) = || w szereg
Fouriera odgadnaé (podstawiajac odpowiednia wartoéé z), ze suma odwrotnosci
kwadratéw wszystkich liczb naturalnych jest réwna 72 /6. Przyjemno&é
uzupeknienia szczegdtéw pozostawiamy Czytelnikowi. Kto zrobi to samodzielnie,
odgadnie réwniez bez klopotu, jaks funkcje nalezy rozwinal w szereg Fouriera,
2eby dla zadanej liczby naturalnej k obliczyé sume 3 oo, 1/n%k.

7 kryterium Jordana wynika réwniez, ze jesli funkcja f jest catkowalna, to wiedy
szereg

Z &T'_)_ ginz
nez\{o}
jest zbiesny jednostajnie. Jest to bowiem szereg Fouriera funkeji g(z) =
= j' f(t) dt — F(0) - z (z grubsza funkeji pierwotne] f, z dokladnoscia do
kogmetycznej, liniowej poprawki, dokonanej z uwagl na brak w rozpatrg;wanym '

szeregu zerowego wyragu). Funkcja g(z) oczywiscie ma wahanie skoriczone i jest
ciaggta. Stad z kolei wynika, Ze szereg

nie jest szeregiem FPuriera. zadnej funkcji calkowalnej (prosze sprawdzié, jak
wygladalby wyraz f(n)/n. Pikanterii catej sprawie dodaje fakt, ze szereg
CoSNET
=i logn

jest szeregiem Fouriera pewnej funkcji catkowalnej. Tego jednak dowodzié juz
nie bedziemy.
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‘Wady szeregéw Fouriera

Powiedzieli$my na wstepie, %e teoria szeregéw Fouriera wyrasta z préb
przedstawiania zlozonych funkcji (okresowych) w postaci sum sinuséw
i cosinuséw. Ten zabieg ma liczne zalety, choéby i te, ktére widzieliémy przy
okazji rozwiazywania réwnan fizyki matematycznej, ma jednak i wady.

Lokalne wtasnosci funkeji ttumacza sie w pewnym sensie na globalne wiasnoéci
jej szeregu Fouriera. Funkcja gladka o noéniku zawartym w przedziale

(—%,1) ma szereg Fouriera ziozony z nieskoficzenie wielu skladnikéw: suma
skoficzenie wielu sinuséw i cosinusdw o réznych czestosciach nie znika przeciez
tozsamoéciowo. Podobnie, nieciggtoéé funkcii powoduje, %e jej szereg Fouriera
musi zawieraé nieskoficzenie wiele skladnikéw. Wnioskowanie w druga strong jest
na ogél zadaniem bardzo trudnym, a o dokladnym umiejscowieniu nieciggtosei
nie ma co marzyé. Kodowanie okresowego sygnatu w postaci szeregu Fouriera,
choé w swoim czasie umozliwilo np. obnizenie cen rozméw telefonicznych miedzy
wschodnim a zachodnim wybrzezem USA, jest wiec po pierwsze nieoszczedne, po
drugie mocno narazone na zaburzenia i przeklamania: prosz¢ pomysleé o tym,

7e zaburzenie nagrywania godzinnego koncertu, ktére pojawia sig w ostatniej
minucie, znieksztaica calty szereg Fouriera. Méwiac inaczej, szereg Fouriera
sygnahu dzwiekowego zawiera wprawdzie pelng informacjg o czgstosciach
dzwiekéw sktadajacych sie na éw sygnal, ale jest to informacja starannie
ukrywajaca zaleznodé czestosci catego sygnatu od czasu.

7 préb radzenia sobie z owa niedoskonalosciy szeregdw Fouriera wyrosta m.in.
teoria falek, ktéra nadal pozwala kodowaé zawily sygnal w postaci sumy wielu
sygnaléw prostych, a przy okazji odnajduje éw utracony w wypadku szeregdw
Fouriera czas. Funkcje 3 nazywa sig falks, jesli uzyskane z niej przez skalowanie
i przesuniecie funkeje 27/2¢4(2"z + k), gdzie n i k sa catkowite, stanowig baze
przestrzeni L2(R). Jak w 1987 roku udowodnila Ingrid Daubechies, istnieja
matki—falki o zwartym noéniku. , Falkowy” szereg funkcji nieporéwnanie

lepiej od szeregu Fouriera odzwierciedla np. jej nieciaglodé, czy gwalttowns,
zmiane wartodci na maltym przedziale, a rézne sygnaly mozna z pomocs falek
kodowaé, kompresowad 1 czyscié z szuméw duzo oszczedniej, biorae znacznie
mniej wyrazéw odpowiedniego szeregu. W dodatku, odrzucenie dalekich
wyrazéw szeregu falkowego powoduje — inaczej, niz w przypadku klasycznych
szeregdw Fouriera — jedynie zatarcie drobmych detali zakodowanego sygnatu,
nie znieksztalcajac jego grubszych charakterystycznych cech. Te mile wlasnosci
powoduja, ze liczba spektakularnych zastosowan falek jest bardzo diuga.

Na zakoiiczenie

tego eklektycznego tekstu wypada stwierdzié, ze teoria szeregéw Fouriera, ktdrej
usilowaliémy sie przez dziurke od klucza przyjrzeé (ogladanie przez dziurke -

od klucza daje czesto obraz niepelny i nieprawdziwy, ale to juz inna sprawa),
stanowi znakomity przyktad jednoéci réznych galezi matematyki. Wyrosta
bowiem z zagadnier fizyki matematycznej, nastepnie — doprowadzajgc m.in. do
narodzin analizy harmonicznej — data chleb i prace paru generacjom analitykéw
dziewietnastego i dwudziestego wieku (niektérym daje po dzi$ dzied), od lat
dostarcza skutecznych narzedzi teorii réwnafl rézniczkowych czastkowych

i analizie numerycznej, utatwia prowadzenie najrézniejszych obliczedl, trafila

do teorii liczb, dostarcza wreszcie argumentdw kazdemu, kto zechce dowodzié
niestosownosci apriorycznego podziatu matematyki na czysta i stosowana.

Nie koniec na tym: Georg Cantor przystapil do tworzenia teorii mnogoéci po
kilku latach pracy nad zagadnieniami zbieznoéci szeregdw trygonometrycznych,
gdy nie znajdowal jezyka i aparatu koniecznego do wyrazenia réznych '
subtelnodci. Zatem, w pewnym sensie takze pomystowi Fouriera i jego
poprzednikéw, by funkcje okresowe przedstawiaé jako nieskonczone sumy
sinuséw 1 cosinuséw, zawdzigczamy powstanie uniwersalnego jezyka, w ktérym
dzi§ — czesto bez nalezytego zastanowienia — z taks wygoda formulujemy nasze
my$li i twierdzenia, niezaleznie od tego, czy przyszio nam zajmowaé sig analiza,
algebrg, geometria, topologia, czy jakakolwiek inna dziedzing matematyki.
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