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 Prolog. Stynny Entscheidungsproblem D. Hilberta (1928) mozna sprowadzi¢

do nastepujacego zagadnienia: znalezé metode, ktéra dla danej formuty
matematycznej (jak np. hipoteza Goldbacha), rozstrzyga, czy jest ona
prawdziwa, czy tez nie? Inny, bardziej szczegblowy problem postawiony przez
Hilberta brzmial: znalezé metode, ktéra dla danego réwnania diofantycznego
znajduje rozwiazanie lub stwierdza, ze rozwigzania nie ma. Dzigki pracom
Alana Turinga (1936) i Jurija Matijasiewicza (1970) wiemy, ze zZaden z tych
probleméw nie ma pozytywnego rozwiazania: hipoteza istnienia takich metod
prowadzi do sprzecznoscl.

Znacznie prostszy problem:
wskazaé metode rozstrzygajace, czy dana formuta rachunku zdani jest tautologig

ma powszechnie znane rozwiazanie, a jednak od blisko 30 lat stanowi wyzwanie
dla teoretycznej informatyki. Metoda ,sitowa” przeszukiwania wszystkich
wartodciowan prowadszi bowiem do tak diugiego czasu obliczenia, ze wyklucza
praktyczne realizacje. Jednak zadna istotnie lepsza metoda nie jest znana. Co
wiecej, nie znamy réwniez dowodu, Ze taka metoda nie istnieje.

Teoria ztozonoéci prébuje wyjasniaé, dlaczego pewne problemy okazujg sig
odporne na préby znalezienia dobrych algorytmicznych rozwigzad. W tym

sensie jest komplementarna w stosunku do algorytmiki — ktéra takich rozwigzaf
poszukuje i je tworzy. Ujmujae rzecz pozytywnie (think positive!), teoria
zlozonoéci dazy do okreslenia trudnodci probleméw algorytmicznych i klasyfikuje
je ze wzgledu na stopiefi trudnosci.

Swiat probleméw algorytmicznie rozwigzywalnych nie jest przypadkowym
katalogiem zadad wyniktych z rozmaitych kontekstéw praktycznych, ale ma
swoja strukture, ktéra dopiero poznajemy. Na tej ,mapie” sg pewne obszary
Jatwe” i ,trudne”, a takze ,szare”. Sa takze pewne punkty orientacyjne wazne
dla struktury calej ,mapy”.

Zgodnie z tematem przewodnim aktualnej szkoly matematyki pogladowej,
wlaénie te punkty znajda sie w centrum naszego zainteresowania.

Podstawowe pojecie

Bez zmniejszenia ogdlnoéci mozemy przyjaé, ze algorytmiczny problem funkcyjny
dany jest jako funkcja f : &* — T*, a algorytmiczny problem decyzyjny jako
podzbiér L C &* (lub, réwnowaznie, jako funkcja charakterystyczna L), gdzie
T* oznacza zbidr wszystkich siéw nad pewnym alfabetem .

Problem decyzyjny da sie wigc sprowadzié do pytania, ,czy dane stowo w nalezy
do jezyka L 7. Niektére problemy juz maja taks postaé, inne mozna do niej
sprowadzié poprzez odpowiednie ,zakodowanie”, np. czy dane stowo w € {0,1}*
jest binarnym przedstawieniem liczby pierwszej lub tez czy dane stowo jest
macierza incydencji grafu posiadajacego cykl Hamiltona.

Zauwazmy, e problem nad alfabetem o k > 2 symbolach mozemy latwo sprowadzié do
problemu nad alfabetem {0, 1} powickszajac dlugosé siéw [log, k| razy.

Jak wspomnieli§my, interesowaé nas bedzie trudnoéé probleméw
algorytmicznych, ktéra bedziemy mierzy¢ ilodcia ,zasobéw” zuzywanych przez
rézne modele obliczerd do rozwiazania problemu. Zasoby mogg byé rézne: liczba
stanéw wewnetrznych maszyny, czas rozwigzywania (jako funkcja rozmiaru
danych wejéciowych), pamigé (inaczej: przestrzet) robocza, liczba procesoréw
(przy realizacjach réwnolegtych) i wiele innych.
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Prezentowany automat nazywa. sig
niedeterministycznym, choé nalezaloby
raczej méwié o automacie ,niekoniecznie
deterministycznym”. Automat
deterministyczny, jaki definiujemy
ponizej, jest wiec szczegblnym
przypadkiem niedeterministycznego.

Czytelnik zaznajomiony z pojeciem
uniwersalnej maszyny Turinga zgodzi sig
zapewne, Ze miara taka miataby znikoma
przydatnoéé dla maszyn Turinga.

Jezyki regularne — mikrokosmos obliczalnosci

Jezyki regularne stanowia klase najprostszych jezykow obliczalnych, z grubsza
méwiac, rozpoznawalnych po jednokrotnym przeczytaniu stowa. i przy

uzyciu statej pamieci. Automat skoriczony mozemy opisaé jako ukiad
(£,Q,q,0, F), gdzie T jest skoriczonym alfabetem, ) skoficzonym zhiorem
stanéw z wyréznionym stanem poczatkowym go 1 zbiorem stanéw akceptujgcych
FCQ,adC @ xZIxQ jest zbiorem mozliwych przejéé. Clag przejéé postaci
(po,01,71), (P1,09,D02), - -, (Pm—1,0m,Pm) nazwiemy obliczeniem automatu
na, stowie o109 . ..0m. Jebli wyobrazimy sobie automat jako graf, ktérego
wierzchotkami sa stany, a krawedzie etykietowane sg symbolami z &, przy czym
krawed# z p do g etykietowana o istnieje wtedy, gdy (p,0,q) € d, to obliczenia
automatu odpowiadajg w naturalny sposéb wedréwkom po takim grafie.
Méwimy, ze automat akceptuje stowo w, jeSli istnieje obliczenie na tym stowie
startujace ze stanu poczatkowego go 1 koficzace sig w jednym ze standw z F.

Przyktad: podzielnoéé. Zbidr stéw nad alfabetem {0,1,...,9}

przedstawiajacych w systemie dziesietnym liczby podzielne przez 7 4
jest rozpoznawalny przez automat o stanach 0,1,...,61 przejsciach

(i, %, (10 - 4+ k) mod 7), ze stanem poczatkowym i jedynym stanem

akeceptujacym réwnym 0.

Powyzszy automat jest deterministyczny w tym sensie, ze dla kazdego stanu g

i symbolu—etykiety o istnieje dokladnie jeden stan p taki, Ze (g,0,p) € 6.

W ogdlnodci, kazdy automat niedeterministyczny mozna zastapié réwnowaznym
deterministycznym o zbiorze stanéw p(Q) i przejsciach postaci

(X,0, {y: (3z) (z,0,y) € 6}). Za stan poczatkowy przyjmujemy {go}, & za stany
akceptujace {X : X N F # 0}. 5

Ta uzyteczna konstrukcja nie jest bardzo ekonomiczna, ale wykladniczego
wazrostu liczby stanéw przy determinizacji nie mozna w ogdlnoéci uniknaé.

Przyklad: determinizm, niedeterminizm. Niech k < w i niech Last bedzie
zbiorem stéw nad alfabetem {0,1} o dtugoéci > k, takich, e na k-tej od kofica
pozycii jest 1. Nietrudno zbudowaé niedeterministyczny automat o k+ 1 stanach
akceptujacy jezyk Lasty. Natomiast jakikolwiek deterministyczny automat
rozpoznajacy ten jezyk musi mieé co najmniej ok stanéw. Zeby sie o tym
przekonaé, przypusémy, ze dwa stowa v i w o diugosci dokiadnie k réznia sie

na i~tej (liczac od poczatku) pozycji, powiedzmy v; =1 a w; = 0. Jesli teraz
,dopelnimy” je w taki sam sposdb tak, by i-ta pozycja stala si¢ w obu stowach
k—ta pozycja od konca, np. v0* i w0t to widzimy, Ze plerwsze slowo jest w Lasty,
a drugie nie. A zatem, po przeczytaniu stéw v i w automat musi znajdowaé sie
w dwdch réznych stanach (dlaczego?).

Mozna wykazaé, se 2% stanéw wystarczy do akceptacji jezyka Lasty.

Dla tak prostego modelu obliczen jak automat skofczony, rozmiar automatu
mozna uwazaé za pewna miare zlozonoéci akceptowanego jezyka. Rozwazmy
pytanie, jak zachowuje sig ta wielko$é przy konstrukcjach teorio-mnogosciowych.
Na przyklad, majac dane automaty Ai, ..., A rozpoznajace jezyki La, ..., Lg,
nietrudno jest skonstruowac automat rozpoznajacy jezyk Ly N...N L. Punktem
wyjécia jest przyjecie za zbiér stanéw nowego automatu produktu kartezjariskiego
ghiordw stanéw automatéw Aq,...,Ag.

Jak widzimy, liczba stanéw przy tej konstrukeji wzrasta wykladniczo
w zaleznoéci od k. I tu réwniez, tego niekorzystnego zjawiska (zwanego eksplozjg
standw, ang. state explosion) w ogélnodci nie da sig uniknaé.

Przyktad — eksplozja stanéw. Niech & = {0,1,...,k} i niech dla
m=1,...,k, symbol L, oznacza zbiér stéw v nad ¥ majacych nastgpujaca
wlasnosc: - -

m wystepuje w v, ale przed pierwszym i pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi
wystapieniami m, co najmniej dwa razy wystepuje m — 1.
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Réwnolegly model obliczen, to taki, gdzie
pewna liczba jednostek (np. procesordw)
moze pracowaé niezaleinie, pray czym
liczba tych jednostek moze wzrastaé

w zaleznosci od danych wejéciowych.

Nietrudno jest skonstruowaé (deterministyczny) automat o 4 stanach
rozpoznajacy Lm. Z drugiej strony, najkrétsze stowo w Ly N ... N Ly ma diugosé
14+2+...+ 2% azatem kazdy automat rozpoznajacy ten jezyk musi miec co
najmniej tylez stanéw (dlaczego?). Jak mozemy oczekiwaé, juz calkiem proste
wlasnoéci moga lezed poza zasiggiem automatéw skofczonych.

Przyktad — nieregularnosé. Jezyk {0"1" :n < w} nie jest rozpoznawany przez
saden automat skonczony. Istotnie, przypustmy, ze jest rozpoznawany przez

automat o M stanach. Wéwezas w obliczeniu akceptujacym na stowie 041 dla
pewnych 0 <4 <j< M, po 0ti 0/ wystapi ten sam stan. Ale wiedy moglibysmy
skonstruowaé akceptujace obliczenie réwnies dla stowa 0M~U~91M sprzecznosé!

7 podobnych powodéw automaty skoficzone nie potrafia akceptowaé zbioru
palindroméw, zbioru poprawnie uformowanych ciaggéw nawiaséw itp.

Wspomniane jezyki mozna by jednak akceptowaé za pomocg automatu
dodatkowo wyposazonego w strukture stosu, na ktéry automat moze wkladac,
bad# z niego zdejmowaé, symbole w zaleinodci od aktualnego stanu i symbolu
widocznego na szczycle stosu.

Jednak juz tak prostego jezyka jak {0™1™0™ : n < w} nie da sig¢ akceptowaé nawet
przy pomocy automatu ze stosem. (Dowdd jest nieco trudniejszy.)
Granice obliczalnosci — funkcja Ackermana

Jest to Klasyczny przyktad zadania wprawdzie obliczalnego, ale bardzo trudnego;
przyktad znany na diugo przed poczatkami teorii ztozonosci.

Funkcje Ackermana A : N x N x N — N, mozemy okredlié réwnaniami
rekurencyjnymi

A(0,0,z) =
A0,y +1,z) = A(0,y,7) +1
A(1,0,z) =0

Alz+2,0,z) =1
Alz+1L,y+1,2) = A(z, A(z+ 1,9,3),2)
Nietrudno sprawdzié, ze A(0,y,7) =y + =z, A(1,y,z) = yz, A(2,y,z) = a¥;
w pewnym sensie ,i tak dalej”. .. ‘

(Pomy$lmy z jaka szybkoscia rosnie funkcja jednej zmiennej A(n,n,n).)

O funkcji Ackermana mozna wykazaé, e jest obliczalna, ale nie nalezy do klasy funkcji
pierwotnie rekurencyjnych, okre$lonej jako najmniejsza rodzina PR zawierajaca

stala 0, nastepnik i rzutowanie P i(%1,...,%2) = 2i, dla kazdychn e N, 1 <i<n,
oraz zamknieta na zlozenie i operacje pierwotnej rekursji: tzn. jesli funkcje g(y1,.-., yx)
i h(z,2,v1,...,k) sa w PR, to réwniez funkcja f(z,1,...,¥r), okreslona réwnaniami

f(D:yl,--w'yk)=9(1J1='--=Uic)

: .f(n+1nyl;"'1yk) =h(n1f(n:y1s'°')yk):ylr--':yk)
jest w PR.

Paradygmat efektywnej obliczalnosci: zlozonoéé wielomianowa

Matematyczna idealizacjy klasy probleméw praktycznie rozwigzywalnych

przez komputery jest tzw. klasa P probleméw rozwigzywalnych w czasie
wielomianowym. Mdéwiac ogdlnie, problem jest w tej klasie, jesli moze by¢
rozwiazany przez algorytm, ktéry dla danych wejéciowych rozmiaru n wykonuje
nie wiecej niz n* krokéw dla pewnego k. Scista definicja wymaga sprecyzowania
modelu obliczedl, jednak klasa P jest bardzo elastyczna i ,,odporna” na
modyfikacje definicji (poniekad ze wzgledu na wiasnodci samych wielomiandw).
Dlatego tez Czytelnik moze postugiwaé si¢ powyzszym intuicyjnym okrefleniem

* lub lubianym przez siebie modelem (jak np. programy w Pascalu), pod

warunkiem, ze model ten nie bedzie uzywal niedeterminizmu, losowoéci ani
réwnolegtosci.
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Dla zainteresowanych Czytelnikéw podajemy jednak dokladniejsza definicje,
w opraciu o pojecie maszyny Turinge.

Pojecie to mozemy uwazaé za rozszerzenie automatu skofczonego o kilka istotnych
elementéw. Technicznie, deterministyczna maszyng Turinga okreslamy

M= (BaPaBa Q:QO’Qa:fS)

gdzie T jest alfabetem wejéciowym, I' 2 ¥ alfabetem roboczym, B €' — I
wyréznionym symbolem blank, Q zbiorem standw, go stanem poczatkowym,
o stanem akceptujgcym, a & funkejg, czefciowa z Q xI'w Q@ x ' x {L, R, Z}.
(W niedeterministycznej maszynie § moze by¢ relacja.)

Intuicyjna interpretacja jest nastepujaca: maszyna wyposazona jest w tadme, ktéra
stanowi nieskoficzony cigg komérek, z ktérych kazda moze pomiescié jeden symbol
alfabetu I". W chwili startowe]j poczatkowe komérki tadmy wypelnione sg kolejnymi
symbolami stowa wejsciowego (napisanego w alfabecie ¥), a pozostate komérki
zawierajg symbol blank (intuicyjnie: sg puste). Poczawszy od tej chwili czas plynie
dyskretnie i w kazdej chwili maszyna znajduje si¢ w pewnym stanie, a jej glowica
oglada jedna komérke tadmy. W chwili startowej glowica oglada symbol w pierwszef
komérce tadmy, a maszyna znajduje sie w stanie poczatkowym go. Dale], jesli w danej
chwili maszyna znajduje sie w stanie ¢, a ogladana komérka zawiera symbol «, to
sytuacja w chwili nastepnej okreélona jest przez wartodé funkcii é(g,v) = (p,p, X).
Nie wykluczamy, oczywiscie, sytuacji Mianowicie maszyna zmienia stan z g na p, zastepuje symbol -y przez symbol p, po
gdzie p =g lub p=1y. czym przesuwa glowice o jedng komérke w lewo, w prawo, lub tez pozostawia ja na
miejscu, w zaleznoéci od wartosci X = R, L lub Z, odpowiednio. Globalna sytuacja
jest wiec w pelni ckredlona przez zawartos¢ tadmy, numer ogladanej komorki i stan
Zauwasmy, ze w kazdej chwili prawie maszyny. A priori mamy przeliczalnie wiele mozliwych sytuacji. Sytuacja poczatkowa,
wszystkie komérki tasmy zawieraja blank. . gkredlona przez stowo wejciowe, w pelni determinuje ciag nastepujacych po sobie
sybuacji, ktéry moze byé nieskodczony lub skoriczony (jesli, dla pewnych g i 7,
warto§é (g, v) nie jest okreSlona lub tez ,ruch w lewo” nie da si¢ wykonaé). Taki ciag
nazywamy obliczeniem.

Uwagamy, ze maszyna akceptuje stowo w € B*, jesli o‘bliczenie, w ktérym w jest stowem
wejsciowym, prowadzi do sytuacji, w ktérej maszyna osiaga stan akceptujacy ga.

Méwimy, Ze maszyna pracuje w czasie ograniczonym przez funkcje ¢ : N — N, jedli dla
kazdego w € ©*, obliczenie ze stowem wejéciowym w koriczy si¢ po nie wiece] niz ¢(|w|) i
krokach.

Problem L C &* zaliczamy do klasy P wtedy, gdy skiada sie on dokladnie ze siéw
akceptowanych przez pewns deterministyczng maszyne Turinga pracujaca w czasie
ograniczonym przez wielomian.

Przynaleznoéé problemu funkcyjnego f : 8% — 5% do klasy P okre§lamy podobanie,

7 tym, ze tym razem wymagamy, by istniala taka deterministyczna maszyna pracujaca
w czasie ograniczonym przez wielomian, ze dla kazdego slowa w € ©* na tasmie,

w sytuacji koficzacej obliczenie, znajduje sie stowo f(w) (stany akceptujace nie
odgrywaja w tej definicji zadnej roli).

Ponizej przedstawiamy kilka probleméw w klasie P.

Przyklad — osiagalno$é w grafie. Dany graf skierowany o zbiorze
Wizystkie grafy rozwazane w naszych wierzchotkéw V' i zbiorze krawedzi £ C V' x V oraz wyrdznione wierzchotki
preykladach sq skoriczone. s,t € V. Znalezé, o ile istnieje, Sciezke z s do ¢ o najkrétszej dtugosci.

Przegladda.nié wazystkich mozliwych $ciezek zajeloby nam czas wykladniczy.
Mozemy jednak postepowaé sprawniej. W kolejnych etapach obliczamy pewien
(jak zobaczymy, niezbyt duzy!) zbidr §ciezek Path i, pomocniczo, zbidér standw
Reach.

Startujemy z Path = {(s)} 1 Reach = {s}. Jedli na jakim$ etapie Path zawiera Sciezke

z § do ¢, Sciezka ta stanowi odpowieds. W przéciwnym razie prébujemy rozszerzyé
wszystkie elementy Poth o jedna kraweds, prowadzaca do wieracholka w V— Reach.

Jedli to sig nie uda dla zadnej $ciezki, koficzynly dziatanie z odpowiedzia, e Sciezki

nie ma. Jedli niektdre Sciezki dadzs sig rozszerzyé; dokladamy fﬁ@weilomb‘gme,tau Ce o
wierzchotki do Reach. Nowa wartosé Path sktada sig' ditomiast zel W'szysﬂk.mh ﬁda.ny"cv;h
TozSzerzen, pray czym, jesli do jakiegos wierzchotka prpwa.c?zi‘"\%““n ""’:‘cf‘é’ l_ﬁlﬁtéiéﬁ'i{é“z‘_ﬁca. o
pozostawiamy tylko jedns, a reszte wyrzucamy. - - - 4 ;e )
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Oczywiscie kazda formula rachunku

zdani moze byé utoZsamiona z pewnym
obwodem; na odwrét, kazdy obwdd moze
zostaé ,rozwinigty” do réwnowaznej
formuly. Pytanie, czy przy tej cstatniej
transformacji rozmiar formuly musi
rosnaé wykladniczo w stosunku do

rozmiaru obwodu okazuje sig byé glebokie-

i pozostaje otwarte.

Wiadomo, ze bramka typu majority moze
latwo symulowaé wszystkie bramki modn.
R. Smolensky wykazal w 1987 r., Ze
bramka typu modp nie moze symulowaé
modg, jedli p i ¢ sg réZnymi liczbami
pierwszymi; w konsekwencji modp dla
2adnego pierwszego p nie moge symulowaé
magjority. Analogiczne pytanie dla bramki
typu mod#6 jest otwarte.

Na przyklad przez maszyng Turinga
pracujaca w pamiegci zaledwie
logarytmicznej.

Zauwazmy, ze W ten sposéb zawsze [Path| < |V|; co wigcej, liczba éciezek ,badanych na
mozliwo$é rozszerzenia® w ciagu calego dziatania algorytmu nie przekracza |[V|.

Dowdd poprawnoéci i oszacowanie czasu dziatania algorytmu pozostawiamy
Czytelnikowi. (Wykladnik wielomianu moze zaleze¢ od sposobu reprezentacji grafu
i przyjetego modelu obliczer.)

Przykiad — obwody logiczne. Cbwdd logicany mozemy przedstawié jako
skierowany graf bez petli, ktérego wierzcholki (tzw. bramki) sa etykietowane
przez V, A, =, 0, 1 lub zmienne z,y, 2, .. ., przy czym wierzcholki etykietowane
— maja stopielt wejscia 1, a wiecholki etykietowane 0, 1 lub zmienng, stopief
wejécia 0 (tzn. wierzchotek nie jest koicem zadnej krawedzi). Dla danego
warto$ciowania zmiennych wystepujacych w obwodzie, okredlamy indukcyjnie
wartodé logicang dowolnego wierzchotka w oczywisty sposéb. Zwykle wyréznia,
sig takze jeden wierzchotek ,wyjsciowy”, ktérego wartosé logiczna okreslana jest
jako wartodé calego obwodu.

Obwdd logiczny per se moze byé uwazany za pewien model obliczen, jakkolwiek
o skoficzonym zasiggu: obwdd ze zmiennymi z1,..., s, oblicza funkcje
boole’owska {0,1}™ — {0,1}. (Sposéb dzialania obwodu logicznego przypomina
pod pewnymi wzgledami dziatanie komérek neuronowych.) Model ten

mozna modyfikowaé wprowadzajac inne typy bramek niz operacje logiczne,

np. bramki typu magjority (wierzcholek ma wartoéé logiczng 1, jesli wiekszo$é
poprzednikéw ma wartod¢ 1) lub bramki zliczajace liczbe jedynek modulo p.
Zaleznofci pomigdzy réznymi typami bramek sg jeszcze w znacznym stopniu nie
wyjasnione.

Jesli ograniczymy sig do obwodéw logicznych bez zmiennych, to nietrudno jest
poda¢ algorytm, ktéry w czasie wielomianowym oblicza wartoéé danego obwodu
logicznego.

Problem ten jest w pewnym sensie, ktéry mozna $ciéle zdefiniowaé, uniwersalny
w klasie P.

Pomijajac formalne definicje, podamy gléwng idee. Zaléimy, ze dana jest
deterministyczna maszyna Turinga M dzialajaca w czasie ograniczonym przez p(n)

i dowolne stowo w. Twierdzimy, ze, nie wykonujac symulacji dziatania M, mozna
tatwo skonstruowaé obwdd logiczny, ktéry ma wartoéé 1 wtedy i tylko wtedy, gdy M
przyjmujac na wejsciu stowo w, koficzy obliczenie w stanie akceptujacym. Rozwazmy
wszystkie czwdrki postaci (¢, k,,p), gdzie ¢,k < p(|w|), v jest symbolem alfabetu
roboczego maszyny M, a p jest stanem M lub, powiedzmy, . W naszym obwodzie
kazdej takiej czwdrce bedzie odpowiadata pewna bramka, przy czym jej wartodé bedzie
1 wtedy, gdy

w chwili ¢ w komdrce k znajduje sig symbol +, a ponadto, jesli p # @, to glowica
maszyny oglada te whagnie komérke i maszyna jest w stanie p.

Zauwazmy, ze zawartosé komérki k w chwili £ > 0 jest calkowicie zdeterminowana
przez zawartos¢ komérek k —1, ki k+ 1 w chwili ¢t ~ 1, a zawartoéé w chwili ¢ = 0 jest
wyznaczona przez stowo wejSciowe. Ta obserwacja pozwala na konstrukeje zadanego
obwodu.

(Ze wzgleddw technicznych bedzie on zawieral jeszcze inne bramki niz te opisane
powyzej, ale liczba wszystkich bramek pozostanie proporcjonalna do p(|w[)?.)

Istoty tej konstrukcji jest, Ze obliczenie odpowiedniego obwodu na podstawie M i w
moze by¢ wykonane jeszcze bardziej efekiywnie niz po prostu w czasie wielomianowym.
W tym sensie (ktéry mozna usci§lié) mozna powiedzieé, ze kazdy problem w P da sig
sprowadzit do zagadnienia ewaluacji obwodéw logicznych.

Przykiad — doskonale skojarzenia. Rozwazmy teraz graf (V, E) szczeg6lnej
postaci. Zbidr wierzchotkéw jest suma dwéch roztacznych réwnolicznych zbioréw
powiedzmy V = B UG, gdzie B = {b1,...,bn} (boys) i G = {g1,...,9x} (girls),
a E C B x G (relacja znajomoéci lub, powiedzmy, sympatii).

Pytanie: czy istnieje relacja f C F stanowiaca bijekcje B na G7 (Taka relacje
nazywamy ,doskonalym skojarzeniem”, ang. perfect matehing.)
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"Wielomianowy algorytm, rozstrzygajacy ten problem, jest nieco mniej oczywisty
niz w dwéch poprzednich przykladach. Poszukiwany zbiér f obliczamy

etapami. Zatézmy, ze do tej pory obliczyliémy f, ktdre jest bijekcja ze swojej
dziedziny dom f w swd; zbidér wartodci Im f, ale dom f nie jest jeszcze caltym B.
Rozwazmy graf otrzymany z (V, E)} przez zastgpienie kazdej krawedzi (b, g) € f
przez krawedz przeciwng, (g, b) (przypomnijmy, ze w E byly wylacznie krawgdzie
z B do G). W tym grafie poszukujemy éciezki z jakiego$ b & dom f do jakiegos
g € Im f (algorytm z poprzedniego przyktadu). Jesli znajdziemy taks Sciezke,
powiedzmy P z by do gy, to nowa warto§é f, powiedzmy f', jest sumg f i P
minus wszystkie pary krawedzi (b, g), (9,b), gdzie (g,b) € P. Zauwazmy, ze f'
jest bijekcja (jedl z jakiego§ b wychodzi ,nowa” strzatka, to ,stara” zostala
usunietal), a ponadto dom f' = dom f U {bg}.

Dla dowodu poprawnodci algorytmu przypu$émy, ze czefciowa bijekcja f nie daje
sie Tozszerzyl w powyzszy sposéb, pomimo Ze istnieje doskonale skojarzenie h.
Wybierzmy dowolne by & dom f i poprowadZmy z tego wierzchotka 4ciezke,

ktéra uzywa wylacznie krawedzi z h — f lub odwréconych krawedzi z f. Jest

to mozliwe tylko na jeden sposéb i nietrudno wykazaé, ze ta Sciezka osiggnie

w koricu wierzcholek w G — Im f. A zatem bylo mozliwe rozszerzenie f, whrew
przypuszczeniu.

Uwaga. Opisany wyzej algorytm mutatis mutandis moze byé réwniez ‘
zastosowany do rozwigzania problemu optymalizacyinego znalezienia skojarzenia
o maksymalnej mozliwej mocy.

Problemy NP zupelﬁe — wyzwanie dla algorytmiki

Poprzedni przykiad jest szczegdlnym przypadkiem doéé typowego schematu:
zadanie polega na znalezieniu jakiego§ obiektu zaleznego od danych wejéciowych
(w tamtym przypadku — doskonatego skojarzenia w danym grafie), przy
czym liczba potencjalnych kandydatéw wyklucza mozliwoéé efektywnego
wyczerpujacego przeszukiwania. Z drugiej strony, rozmiar poszukiwanego
obiektu jest wielomianowy w stosunku do rozmiaru danych wejciowych, a co
wigcej, sprawdzenie, czy dany kandydat jest poszulkiwanym obiektem moze
réwniez by¢ wykonane efektywnie (w naszym przyktadzie, sprawdzenie, czy
jaka$ relacja jest bijekcja z B na G zawarta w F, jest trywialne). Znalezienie
rozwigzania, czy choéby rozpoznanie czy rozwigzanie istnieje, wymaga wige
jakiego§ ,tricku”.

Podamy teraz kilka przykladéw pasujacych do tego schematu, dla ktérych
jednak zaden algorytm pracujacy w czasie wielomianowym nie jest znany.

Przyklad — spelialnoéé formutl. Dana jest formula rachunku zdad (napisana
z uzyciem spéjnikéw logicznych V, A, = 1 zmiennych). Pytanie: czy ta formula
jest spefnialna, tj. czy istnieje wartociowanie zmiennych w zbiorze wartodci
logicznych {0, 1}, przy ktérym formuta ma wartosé 1. (Tzw. problem SAT.)

Problem pozostaje trudny réwniez po ograniczeniu pytania do formul danych
w szczegllnej postacl: mianowicie jako koniunkeje tzw. kleuzul, gdzie kazda
klauzula jest z kolei alternatywa pewnej liczby tzw. literatow, gdzie literal jest
zmienng lub jej negacja (problem CNF SAT).

Co wiecej, problem pozostaje trudny, jeSli natozyé dodatkowe ograniczenie, ze
w kazdej klauzuli wystepuja co najwyzej trzy literaly (problem 8-CNF SAT),
jak np. w formule ,

(z1 V-2 V) A (21 Vs V) A (Z1V -z V zg)

Natomiast, jesli ograniczyé pytanie do koniunkeji klanzul o jedynie dwdch literatach,
problem jest wielomianowo rozstrzygalny; podobnie po ograniczeniu do tzw. kleuzul
Horna {tj. klauzul postaci 21 A ... A zx = ¥, k bez ograniczed).

Analogiczny problem dla formul bedacych alternatywami koniunkeji literatéw jest
w tatwy sposéb wielomianowo rozstrzygalay (dlaczego?).
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Pytanie, czy dany graf (V, B) jest
planarny jest wielomianowo rozstrzygalne
dzieki twierdzeniu Kuratowskiego.

Przykiad — grafy Hamiltona. Dany graf skierowany. Pytanie, czy istnieje cykl
Hamiltona tj. petla, na ktérej kazdy wierzcholek wystepuje dokladnie raz.

W ogélniejszej wersji tego problemu krawedziom przyporzadkowane sg wagi

i pytanie brzmi: czy istnieje cykl Hamiltona o tacznej sumie wag niewiekszej
niz dana liczba k. (jest to tzw. problem komiwojazera; ang. Traveling Salesman
Problem). W wersji funkcyjnej (optymalizacyjne]) chcemy znalezé cykl
Hamiltona o najmniejszej wadze.

Przyklad — kolorowalnoé¢. Ustalone & > 3, dany graf. Pytamy, czy
wierzcholki grafu da sig pokolorowaé k kolorami tak, by kazde dwa wierzcholtki
potaczone krawedziag mialy rézne kolory. Dla k = 3, pytanie jest trudne nawet
dla graféw planarnych. (Dla k > 4 i graféw planarnych problem jest rozwigzany
przez Twierdzenie o Czterech Barwach.)

Powyzsze problemy nalezs do klasy zltozonoéci NP, ktéra mozemy opisaé

w nastepujacy sposéb. Powiemy, ze relacja r C &* x £* jest wielomianowo
zréwnowaznonae, jesli istnieje wielomian p(n), taki Ze, dla kazdych w,v € T*,
(w,v) € r = |v| < p(Jw]). Relacja r jest w klasie P, jesli jezyk {w fv : (w,v) € 7}
jest w P (gdzie § jest symbolem spoza I). Powiemy, ze jezyk L jest w klasie NP,
jesli istnieje wielomianowo zréwnowazona relacja r w klasie P, taka, ze

L={w : () (w,v)er}

(Réwnowazng definicje mozna podaé w oparciu o pojecie niedeterministycznej
maszyny Turinga pracujace] w czasie wielomianowym.)

Problemy z powyzszych przykladdw sg w klasie NP.

Przykltad — tautologie. Rozwazmy wspomniany na wstepie problem, czy dana
formuta ¢ jest tautologia rachunku zdah. Czy ten problem jest w NP, tj. czy
mozemy dobraé odpowiednig relacje r ? Ktoé mdglby zaproponowaé pary (g, p),
gdzie p jest dowodem formuty ¢ w jakimé formalnym systemie dowodzenia dla
rachunku zdan. Istotnie, dla rozsadnych systeméw relacja taka jest w P; nie
znamy jednak Zadnego systemu, w ktérym dlugodé dowodu mozna ograniczyé
wielomianem od dlugoéci formuly, tak wiec nie wiemy, czy relacje taks mozna by
wielomianowo zréwnowazy¢.

W istocie, przypuszcza sig, ze problem tautologii nie jest w NP. Qczywiscie
P C NP, ale nie wiemy, czy P # NP.

Okazuje sie, 2e wigkszoéé znanych probleméw w klasie NP ma pewng wtasnoéé
uniwersalnoéci, zwang NP-zupelnoscig. Jej najwazniejsza konsekwencjs, jest, ze
gdybysmy znali algorytm dziatajacy w czasie wielomianowym dla przynajmniej
jednego problemu NP-zupelnego, to potrafilibyémy zbudowaé podobny algorytm
dla kazidego problemu w NP, w szczegblnodci otrzymaliby$my P = NP.

Pojecie problemu NP-zupelnego okreslamy nastepujaco. Funkcja f : B* — I™
wielomianowo redukuje problem A C ¥ do problemu B C I'*, jedli f jest w P oraz
w € A & f(w) € B, dla wszystkich w € Z*. Problem L jest NP-zupefny, jedli jest
w klasie NP, a ponadto kazdy problem z tej klasy redukuje sie wielomianowo do L.

(Doktadniej, jest to tzw. NP—zupelnoéé w sensie Karpa. Pojecie NP-zupelnoéci mozna.
zaweziC zawezajac klase dopuszczalnych redukeji.)

Wsazystkie wspomniane do tej pory problemy, ktére sg w NP, a o ktérych nie
wiadomo, czy sg w P, sg NP-zupelne. Wkrétce zobaczymy jednak, ze moze byé
inaczej.

Czytelnik moze jako éwiczenie udowodnié najpierw NP-zupelnoéé problemu
spelnialnodci dla ukladdéw logicznych, uiywajac techniki przeksztalcania obliczenia
maszyny Turinga w obwdd logiczny, wspomnianej przy okazji omawiania przyktadu
obwodéw logicznych. Z kolei, ten problem mozna zredukowaé do SAT, dowodzac
NP-zupelnoéci problemu SAT. (Uwaga: nie naley, dla danego obwodu, konstruowad
réwnowazne]j formuty, lecz formule, ktérej spefniainosé jest réwnowazna spetnialnosci
obwodu.)
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Problemy NP N co-NP. Liczby pierwsze

Mozna przypuszczaé sie, ze jedli jezyk L C T* jest NP—zupelny, to jego
uzupelnienie L = &* — L nie jest w tej klasie. (Na przykiad uzupelnienie
problemu SAT mozna tatwo zredukowaé do problemu tautologii, ktéry, jak
wspomnieli$my, przypuszczalnie nie jest w NP.) Oczywiscie, jesli jezyk jest

w P, to jego uzupeinienie réwniez jest w P. Znamy zaledwie kilka przykladéw
takich jezykéw L, ze L i L s w NP, choé nie wiemy, czy L jest w P. Jednym
z najciekawszych jest problem liczb pierwszych.

Przyklad — zlozonoéé, pierwszoéé. Dana liczba n w postaci binarnej.
Pytanie: czy n jest liczba ziozong? Oczywiscie ten problem jest w NP, wystarczy
bowiem ,zgadnaé” nietrywialny dzielnik n. Innymi stowy, za relacjg r mozna
przyjaé zbiér par (n,d), gdzie d jest dzielnikiem n réznym od 11i od n (plus

para (1,1)). Wlasnoéé, czy d dzieli n jest sprawdzalna w czasie wielomianowym
(wzgledem diugodci zapiséw liczb n i d w postaci binarnej) za pomoca szkolnego
algorytmu.

Okazuje sie, e réwniez problem czy dena liczba n (w postaci binarnej) jest
pierwsza? jest w NP. Zagadnienie wydaje sig trudniejsze, bo w pierwszej chwili
nie widaé, jaki obiekt mégltby penié role ,$wiadka” pierwszosci liczby n (tj. role
analogiczng do tej, jaka w poprzednich przykladachk peily wartodciowanie,
cykl Hamiltona, kolorowanie lub dzielnik). Jednak V. Pratt (w 1975 r.) podal
argument, wykorzystujacy Male Twierdzenie Fermata.

Twierdzenie. Liczba nieparzysta p > 2 jest pierwsza wtedy i tylko wiedy, gdy
zbidr {1,2,...,p— 1} z mnoZeniem mod p tworzy grupe. Jesli tak jest, to w grupie
tej istnieje element rzedu p — 1.

Twierdzenie sugeruje, ze nalezaloby poszukiwaé = < p, takiego ze

2P~ =1 (mod p), ale ' Z 1 (mod p), dla 0 <i < p— 1. Czy jednak, majac takie
z, potrafimy w czasie wielomianowym (od rozmiaru p tj. logp) sprawdzié, ze ma
ono zgdane wiasnosci?

Zauwazmy najpierw, ze dla danego z, pierwszy warunek potrafimy sprawdzic
w czasie proporcjonalnym do (logp)®. (Uwaga: nie nalezy wykonywad

p — 1 mnozen, lecz obliczyé pomocniczo ? mod p, 2* mod p, 8 mod p, itd.

i pomnozyé modp odpowiednie potegi, wykonujac w ten sposéb O(log p)
mnozger.)

Wieksza trudnoéé tkwi w warunku negatywnym. Nietrudno jednak wykazaé, ze
jedli istnieje 0 < i < p — 1, dla ktérego z* = 1 (mod p), to mozna znaleé takie

i poéréd dzielnikéw p — 1. Dlatego, przy sprawdzaniu tego warunku, mozna

sig ograniczyé do dzielnikéw liczby p — 1, co wiecej, mozna sie ograniczy¢ do
dzielnikéw ,maksymalnych” tj. postaci Pp—'j-l—, gdzie p; jest czynnikiem pierwszym
liczby p — 1 (bo jedli ' = 1 (mod p), to réwniez z* = 1 (mod p)).

Tych ostatnich jest juz niewiele (nie wigcej niz log, ), jak jednak mamy sie
przekonaé, ze p; istotnie jest pierwsze? Wydaje sig, ze wpadliémy w bledne kolo,
bo wiasnie ten problem chcieliSmy rozwigzaé. Tak jednak nie jest, bo p; < p.

Ta ostatnia uwaga sugeruje postaé krdotkiego certyfikatu pierwszosci liczby p
zaproponowanego przez Pratta.

Mozemy przedstawié go jako drzewo, ktdrego kazdy wierzcholek ma etykiete
postaci

(g, 200" ... pg*)
gdzie g jest pewng liczba pierwsza, z jest elementem rzedu g — 1 z Twierdzenia
Fermata, a ¢ — 1 = p* - ... pi* stanowi rozklad ¢ — 1 na czynniki pierwsze.
‘W korgzeniu drzewa ¢ = p.

Wierzcholek o etykiecie jak powyzej bedzie mial k synéw (nastepnikéw),
ktérych etykiety rozpoczynaja sie od p1, ..., Pk, odpowiednio. (Dlag=2,k =0
i wierzchotek jest lidciem.)
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Na przyklad, dla p = 67, istnieje certyfikat o nastepujacych wierzchotkach
(pozostawiamy Czytelnikowi ,rozrysowanie” grafu): (67,2,2-3-11), (2,1,1) (ten
wierzchotek wystepuje 4 razy), (3,2,2), (11,8,2-5), (5,3,2-2)..

Nietrudno jest sprawdzié, ze certyfikat dla liczby p ma nie wigcej niz 3log, p
wierzcholkdw, a informacja zawarta w etykiecie kazdego wierzchotka ma
dtugoéé nie wigkszg niz 5log, p. Tak wige rozmiar certyfikatu mozna oszacowaéd
wielomianem od logp (a wiec od rozmiaru p). Na mocy powyzszych rozwasaf,
sprawdzenie, czy dane‘stlowo jest poprawnym certyfikatem pierwszoéci liczby p
moze by¢ réwniez wykonane w czasie ograniczonym przez wielomian od logp.

Ta uwaga koriczy dowdd przynaleznoéci problemu liczb pierwszych do klasy NP,
a zatem takée do NP N co-NP, gdzie co-K oznacza klase uzupelnief problemé
z klasy K. ‘

Istnienie rozwigzania a liczba rozwigzan

Jedli r C B* x * jest wielomianowo zréwnowazong, relacjg w klasie P, to dla
danego w € ¥* mozemy pytaé nie tylko o istnienie, ale takse o liczbe takich v, ze
(w,v) € 7. Na prayklad, mozemy pytaé o liczbe wartoiciowas spelniajaca dang
formulg, o liczbg cykléw Hamiltona lub 3—kolorowan w grafie, o liczbe dzielnikéw
lub certyfikatéw pierwszo$ci danej liczby (zauwazmy, ze certyfikaty moga sie
r6znié doborem elementéw z tw. Fermata). Jedli relacja r jest zréwnowasona
poprzez wielomian p(n), to dla danego w poszukiwana liczba jest nie wieksza od
{E[P(I”’D, a zatem jej dtugoéé w postaci binarnej jest proporcjonalna ,zaledwie”
do p(jw|). A priori méglby wiec istnieé algorytm, ktéry dla danego w w czasie
wielomianowym oblicza tg liczbe. Jednak, jak mozemy oczekiwaé, dla wiekszodci
naszych przykladéw taki algorytm nie jest znany. Co wiecej, problem znalezienia
liczby rozwigzan wydaje sie by¢ istotnie trudniejszy od pytania, czy istnieje
rozwigzanie.

Réwniez i w tej kategorii mozemy wskazaé problemy w pewnym sensie zupelne.
Np. mozna wykazaé, ze dla kazdej wielomianowo zréwnowazonej relacji

7 C I* X T* w klasie P, mozna znalezé wielomianowo obliczalng funkcje
(zalezng od r) w = py, gdzie @, jest formuty rachunku zdad, taks, e

liczba wartoéciowan spetniajacych formule ¢, jest réwna liczbie v, takich, ze
(w,v) €r.

Tak wigc, pytanie o liczbe rozwiazan dla problemu r da sie sprowadzié do
pytania o liczbg wartodciowan spelniajacych dang formutle rachunku zdas.

Dos¢ zadziwiajacym odkryciem dokonanym przez G.L. Valianta (w 1979 r.)
bylo, ze t¢ sama wiasnoéé moga mieé réwniez problemy ,ltatwiejsze”, lezgce
w klasie P.

Przypomnijmy ,grafy sympatii” rozwazane w przykladzie o doskonalych
skojarzeniach. Okazuje sig, ze problem znalezienia dla takiego grafu liczby
wszystkich doskonatych skojarzer jest réwnie trudny jak problem znalezienia
liczby wartoéciowan spetniajacych formute. Tymeczasem, jak pamietamy, pytanie,
czy istnieje skojarzenie, moze by¢ rozstraygnigte w czasie wielomianowym.

W nieco og6lniejszej wersji zagadnienie to jest znane jako problem obliczania

~ permanentu macierzy, gdyz liczbg doskonalych skojarzed w grafie (V, E), gdzie
V=BUG,B=1{b,...,bn}, G={g1,...,0n} 1 E C B x G, mozna przedstawié
jako

ki3
perm A® = Z HAf:’;r(i)

T i=1
gdzie m przebiega wszystkie permutacje zbioru {1,...,n}, a A jest macierza
n % n okreflong wzorem

AE. = 1, gdy (bt'a.gj) €5,
Yl 0, w przeciwnym przypadku.
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Nalezy wiec przypuszczat, ze obliczenie permanentu macierzy jest zadaniem
trudnym. Dla kontrastu warto przypomnieé, ze wyznacznik macierzy

perm AF = Z o(r) - fIAfﬂ(i)

kid i=1
moze byé obliczony w czasie wielomianowym np. znana metods Gaussa.

Rozwazmy jeszcze pytanie, jak problem obliczania liczby rozwigzad ma sie do
zagadnienia znajdowania (jakiego$) rozwiazania. Okazuje sig, 2e problemy te s3
w ogoblnoéci niepordwnywalne.

W jednym kierunku przyktadu dostarcza oméwiony przed chwila problem
skojarzen. Jak bowiem juz zauwazyliSmy, wielomianowy algorytm dla tego
problemu nie tylko rozstrzyga o istnieniu, ale takze znajduje pewne konkretne
rozwigzanie (o ile istnieje). ' )

7 kolei zobaczymy przykiad odwrotny, gdzie znajdowanie rozwiazania jest
trudne, a liczba rozwigzai moze by¢ obliczona tatwo.

Otéz M. R. Fellows i N. Koblitz wykazali (w 1992 r.), e mozna tak
zmodyfikowaé pojecie certyfikatu pierwszosci, by kazda liczba pierwsza miala
doktadnie jeden certyfikat. Wykazali oni mianowicie, ze na podstawie znajomosci
rozktadu na czynniki pierwsze liczby p — 1, mozna juz w czasie wielomianowym
orzec, czy liczba p jest pierwsza. Rozwazmy problem znajdowania dla liczby n
(danej w postaci binarnej) jej rozkladu na czynniki pierwsze, dane wraz ze
swoimi certyfikatami pierwszoéci. (Bez obecnodci certyfikatéw, nie bytoby jasne,
ze relacja ( liczba, rozklad ) jest w P.) Wyznaczenie liczby rozwigzan jest w tym
problemie trywialne, bo kazda liczba naturalna ma dokladnie jeden taki rozkiad!

Z drugiej strony, zaden wielomianowy algorytm dla problemu faktoryzacji nie
jest znany. (Hipoteza nieistnienia takiego algorytmu lezy u podstaw wiary
w bezpieczedstwo systeméw kryptograficznych z jawnym kluczem.)
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