Stozkowe i konstrukcje Steinera
z rzutowego punktu widzenia (czesé I)
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Rys. 1b

Wistep

Arthur Cayley powiedzial, ze cala geometria — to geometria rzutowa i chociaz
obecnie stwierdzenie to uznaé mozemy za zbyt daleko idace, to w odniesieniu
do wielu klasycznych zagadnieii geometrycznych nie sposob nie przyznaé

mu racji. Oczywiscie sam Cayley réwnies nie rozumial tego w ten sposéb,

Ze geometria rzutowa jest jedyna geometria, poza ktéra nic juz nie istnieje.
Istota tego zdania tkwi we wzajemnych zwiazkach miedzy réznymi teoriami
geometrycznymi, w zaleznosciach miedzy nimi. Méwiac nieco $ci§lej chodzi

o to, ze geometria rzutowa, wg klasyfikacji Kleina, jest nadgeometria wszystkich
klasycznych geometrii i umozliwia pewne calosciowe spojrzenie na wlasnosci
geometryczne. Przenosi si¢ rozwazania na grunt geometrii rzutowej, a nastepnie
rezultaty interpretuje sie. w konkretnej teorii. Dodatkowym argumentem
przemawiajacym za takim postepowaniem jest urzekajaca prostota geometrii
rzutowej.

Najwdzieczniejszymi obiektami dla zilustrowania takiej metody postepowania
sa dobrze znane stozkowe. Omawiajac wlasnosci stozkowych na plaszczyinie
euklidesowej wybieramy z reguly jedna z dwéch metod. Albo wprowadzamy
kolejno pojecia i badamy okreslone wlasnosci, specyfikujac je za kazdym razem
dla elipsy, hiperboli i paraboli, albo omawiamy kazda z nich oddzielnie. Kazda
z tych metod ma swoje wady (i oczywiscie zalety), z ktérych za najwieksza
uzna trzeba koniecznos¢ trzykrotnego powtarzania niewiele rézniacych sie
rozumowat. Latwo mozna tego uniknaé przenoszac rozwaszania na plaszczyzne
rzutowa, gdzie wszystkie stozkowe (wlasciwe) sa nierozréznialne i gdzie nie
trzeba przejmowac sie takim ,,drobiazgiem”, ze nie kaide dwie proste sie
przecinaja. Tak postapimy w niniejszej pracy. Przedstawimy, oczywiscie, tylko
wybrane wiasnosci stozkowych i konstrukeje z nimi zwiazane. W czeéci pierwszej
omawiamy rzutowe i afiniczne wlasnosci stozkowych, w drugiej zajmiemy

sie konstrukcjami Steinera, za pomoca ktérych wyznaczymy osie, ogniska

i kierownice stozkowych na plaszczyznie euklidesowe;.

Wszystkie nasze rozwaiania ilustrujemy licznymi rysunkami, ktére
zrekompensowaé winny konieczna tutaj fragmentarycznosé treéci i skrétowosé
formy. Kompletne przedstawienie geometrii rzutowej, teorii stozkowych

i konstrukcjx Steinera wielokrotnie przekraczaloby ramy objetosciowe niniejszej
pracy (i zapewne cierpliwosé Caytelnika). Zainteresowanych tematem odsylamy
do bibliografii zamieszczonej na koricu czeéci drugiej.

Plaszczyzna rzutowa

Przez dolaczenie do plaszczyzny euklidesowej E2? horyzontu, czyli zbioru
punktéw niewlasciwych, w ktérych przecinaja sie proste réwnolegle,
otrzymujemy yzutowe rozszerzenie plaszczyzny euklidesowej, ktére
oznaczamy tutaj symbolem E’. Te nowe punkty, zwane punktami
niewlagciwymi lub kierunkami prostych, tworza prosta rzutowa Lo

ktéra nazywamy prosta w nieskoriczonosci. Jesli zatem dana Jjest prosta
euklidesowa 4, to przez dolaczenie do niej jej kierunku [A] otrzymujemy prosta
rzutowa A. Punkt [A] lezy na prostych rzutowych Lo, i 4 oraz na kaidej

takiej prostej rzutowej B, 3e A || B (rys. 1a). W tak otrzymanej strukturze Ez,
zloionej z punktéw i prostych rzutowych, wyrézniona jest prosta Loo
Przeszkode te usuwamy ,zapominajac”, ktéra prosta rzutowa zostala dolaczona
(rys. 1b). Wéwczas wszystkie proste (i punkty) sa juz réwnouprawnione, czyli
struktura ta jest tranzytywna ze wzgledn na proste (i punkty) rzutowe.
Strukture te nazywamy plaszczyzna rzutowa i oznaczamy symbolem P2.
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Rys. 2b

p?

7a
Rys. 24

Postepujac z kolei odwrotnie, to znaczy ustalajac na plaszczyznie P2 jakakolwiek
prosta rzutowa i usuwajac ja, jako prosta w nieskonczonosci, otrzymujemy

z P2 plaszczyzne euklidesowa. Plaszczyzna P? jest wéwczas jej rozszerzeniem
rzutowym.

Ta wzajemnie jednoznaczna zaleznos¢ sprawia, ze zagadnienia dotyczace
plaszczyzny euklidesowej rozwazaé mozemy na jej rozszerzeniu rzutowym,

czyli na plaszczyénie rzutowej. Dotyczy to przede wszystkim wlasnosci
afinicznych plaszczyzny euklidesowej, czyli takich, ktére sa zachowywane

przez przeksstalcenia afiniczne (czyli nie psujace prostych). Zilustrujemy to

na przykladsie érodka odcinka. Jak wiadomo, érodek odcinka (a, b) znalezé
mozna konstruujac na plaszczyznie E? jakikolwiek réwnoleglobok acbd (rys. 2a).
Punkt s, w ktérym przecinaja sie przekatne ab i cd, jest érodkiem odcinka (a, b).

Rozwazmy teraz te konstrukcje na rzutowym rozszerzeniu Ez plaszczyzny E-.
Otrzymujemy wéwczas konfiguracje przedstawiona na rysunku 2b. Proste

@c i bd przecinaja prosta Lo, w punkcie niewlasciwym p, a proste ad i be

- w punkcie r. Punkt g jest punktem przeciecia prostych Lo i ab. Taka
konfiguracja na plaszczyZnie rzutowej nosi nazwe czworokata zupeinego.
Czworokat zupelny ma cztery wierzcholki (u nas: a, ¢, b, d) szeé bokéw (ac,
pr, 75). Czworokaty zupelne umozliwiaja znajdywanie na plaszczyinie rzutowej
harmonicznych czwérek punktéw. Méwimy, ze czawérka (m, n, k, I) punktéw
lezacych na jednej prostej rzutowej jest czwérka harmoniczna i piszemy
H(m, n, k,1), gdy istnieje taki czworokat zupelny zyzw, ze punkty m, n sa jego
punktami przekatnymi, a punkty k, ! leza na jego bokach (rys. 2c). Z okreslenia
czwérek harmonicznych wymnikaja od razu réwnowasnoéci H(m, n, k,l) <=

<= H(m,n,l,k) <> H(n,m,l, k) <= H(n,m, k,l). Dowodzi si¢ ponadto

(w oparciu o twierdzenie Desarguesa), ze pary (m, n) i (k,l) w cawérce
harmonicznej (m, n, k, l) mozna przestawiaé, czyli H(m, n, k,1) <= H(k,l,m,n).
Ta ostatnia réwnowaino$¢ sprawia, ie zapis H(m,n, k,l) odczytujemy czesto
méwiac, ze pary (m,n) i (k,l) przedzielaja sie harmonicznie.

Przeksztalcenia zachowujace harmonicznoéé czwérek punktéw to
przeksztalcenia rzutowe. Odwzorowuja one czworokaty zupeine

na czworokaty zupelne. Harmoniczno$é jest réwniez zachowywana przez rzuty
perspektywiczne. W konfiguracji przedstawionej na rysunku 2b harmoniczna
jest czwérka (p, s, e, f), a poniewaz mozemy przestawiaé pary w czwérce
harmonicznej, wiec réwniez H(e, f,p,s). Rzutujac teraz z punktu r prosta ps
na prosta ab stwierdzamy, ze harmoniczna jest czwérka (a, b, g, s). Zatem, jezeli
s jest érodkiem odcinka (a, b), to czwérka (a, b, g, s) jest harmoniczna, gdy g jest
kierunkiem prostej ab. Prawdziwa jest réwniez implikacja przeciwna, Lo znaczy,
jeéli czwérka (a, b, g, s) jest harmoniczna i g jest punktem niewlagciwym, to s
jest érodkiem odcinka (a, b).

Widzimy teraz, ze konstrukcja $rodka odcinka (a,b) na plaszczyinie E?

moze by¢ zastapiona przez konstrukcje czwartego punktu harmonicznego

na rozszerzeniu rzutowym E’. Analiza czwérek harmonicznych w czworokacie
zupelnym sugeruje jeszcze inna konstrukcje srodka odcinka (a, b) na plaszczyinie
euklidesowej E2. Obierzmy w tym celu jakikolwiek punkt g na E2, nie lezacy
na prostej ab, a nastepnie ustalmy na prostej ag dowolny punkt a’ rézny od a

i ¢. PoprowadZmy teraz przez punkt a’ prosta L réwnolegla do prostej ab

i oznaczmy przez b’ punkt przeciecia prostych ab i L. Proste ab’' i a'b przecinaja
sie w punkcie r, a proste ab i gr w punkcie s, ktéry jest srodkiem odcinka (a, &),
bo cawérka (a, b, [L], ¢) jest czwérka harmoniczna, a punkt [L] jest punktem
niewladciwym (rys. 2d). Zauwazmy, ze w konstrukeji tej prowadzimy tylkoe jedna
prosta réwnolegla.

Omawiajac wlasnosgci czwérek harmonicznych posluzyliémy sie rzutem
perspektywicznym. Przyjrzyjmy sie teraz blizej temu przeksztalceniu. TUstalmy
na plaszczy#nie rzutowej P2 dowolne réine proste P, Q i dowolny punkt p nie
lezacy na zadnej z nich.
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Rys. 3d

Rzutem perspektywicznym prostej P na prosta Q o érodku p nazywamy
odwzorowanie, ktére kazdemu punktowi a prostej P przyporzadkowuje taki
punkt ¢’ na prostej Q, ze prosta aa’ przechodzi przez punkt p (nalezy

do peku p*) (rys. 3a). Z powyiszego okreslenia widad, e rzut perspektywiczny
jest jednoznacznie okreglony przez zadanie prostych P, Q i érodka perspektywy
p. Zauwazmy, ze rzut perspektywiczny otrzymaé mozna jako zlozenie dwéch
odwzorowa. Mozemy bowiem najpierw zrzutowad prosta P na pek p*,
przyporzadkowujac kazdemu punktowi a prostej P prosta pa, a nastepnie
zrzutowal pek p* na prosta @Q, prayporzadkowujac prostej A = pa punkt a’
bedacy punktem przeciecia prostych A i Q, czyli o' = AQ. Ustalmy teraz
dowolne réine punkty p, g i prosta rzutowa P nie przechodzaca przez zaden

z nich (rys. 3b). Rzutujac pek p* na prosta P, a nastepnie prosta P na pek g*,
otrzymujemy wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie prostych z peku ¢*
prostym z peku p*, ktére nazywamy rzutem perspektywicznym peku p*

na pek g* o osi P. Zlozenie skoriczonej liczby rzutéw perspektywicznych
nazywamy przeksztalceniem rzutowym prostej na prosta, gdy skladowe rzuty
sa rzutami prostych na proste, lub peku na pek, gdy sa to rzuty pekéw na peki.
Dowodzi sie, ze kazde takie przeksztalcenie rzutowe moze byé otrzymane jako
zloienie co najwyzej trzech rzutéw perspektywicznych, a w przypadku, gdy
proste sa rézne (lub, gdy punkty sa rézne) — co najwyzej dwéch (rys. 3c,d).

Wsréd przeksztalcen rzutowych prostej rzutowej na siebie szczegblna role
odgrywaja inwolucje, czyli przeksztalcenia nieidentycznosciowe spelniajace
warunek pp = id. Dowolne, rézne od identycznosciowego, przeksztalcenie
rzutowe prostej A na siebie moze mieé co najwyzej dwa punkty stale (czyli 0,1
lub 2). Natomiast inwolucja prostej A albo nie ma w ogéle punktéw stalych,
albo ma dokladnie dwa punkty stale. W pierwszym przypadku nazywamy ja
inwolucja eliptyczng, w drugim - hiperboliczna.

Teraz, analogicznie jak poprzednio, powinni$my powtérzyé powyzsze rozwazania
dla przeksztalcenia rzutowego peku na siebie. Nie jest to jednak konieczne,

bo na plaszczyZnie rzutowej obowiazuje zasada dualnosci, w mysl ktérej
pojecia i wlasnosci prawdziwe dla punktéw sa réwniez prawdziwe dla prostych

i na odwrét. Oczywiscie wpierw trzeba te pojecia i wiasnodci ,przethumaczy¢”,
zastepujac punkty prostymi, proste punktaini, zbiory punktéw prostej — pekami
itd. Uwzgledniajac te zasade dalsze nasze rozwazania prowadzié¢ bedziemy juz
jednotorowo, nie powtarzajac odpowiednich sformulowar dla sytuacji dualnych.

WspomnieliSmy poprzednio, ze harmonicznosé czwérek punktéw jest
zachowywana przez rzut perspektywiczny. Poniewaz przeksztalcenia rzutowe
prostych rzutowych sa zlozeniami rzutéw perspektywicznych, wiec réwniez
zachowuja harmonicznos¢.

W dotychczasowych naszych rozwazaniach wystapila juz wiekszoéé uzywanych
tu przez nas oznaczef. W szczegblnosdel prosta euklidesowa przechodzaca przez
rézne punkty a, b oznaczamy krétko ab, a odpowiednia prosta rzutowa — ab.
Poniewaz na plaszczyinie rzutowe] kazde dwie rézne proste przecinaja sie, wiec
punkt wspélny prostych 4, B oznaczamy analogicznie symbolem AB. Symbolika
taka pozwala na znaczne skrécenie zapiséw, na przyklad aAB to prosta rzutowa
przechodzaca przez punkt o i punkt przeciecia prostych A, B, a abA to punkt
przeciecia prostej A i prostej przechodzacej przez punkty a, b.

Stezkowe

Stozkowa to przekréj stozka obrotowego dowolna plaszczyzna. Poniewaz nie
bedziemy tutaj rozwazaé przypadkéw zdegenerowanych, wiec przez stozkowa
rozumieé bedziemy tylko przekrdj stozka plaszczyzna nie zawierajaca jego
wierzcholka, czyli elipse, hiperbole i parabole.

Zauwazmy, ze kazda elipsa jednoznacznie wyznacza swoje wnetrze i zewnetrze.

Istotnie, punkt a jest punktem wewnetrznym elipsy £ wtedy i tylko wtedy,
gdy kazda prosta z peku a* jest sieczna (t]. przecina £ w dwéch punktach).
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Rys. 4b

Rys. 4c

Rys. 5b

Jeéli natomiast punkt b jest punktem zewnetrznym, to pek b* zawiera proste
sieczne, zewnetrsne (tj. rostaczne z £) i dokladnie dwie proste styczne do €

(tj. majace dokladnie jeden punkt wspélny z €). Z kolei, jesli punkt c lezy

na £, to pek c* sawiera dokladnie jedna prosta styczna do £ w punkcie ¢, a
pozostale proste w peku c* sa siecznymi (rys. 4a). Powyzsze wlasnodci nie
ulegaja smianie, gdy kaida prosta A uzupelnimy jej kierunkiem [A], czyli gdy
plasscsyzne E? rozszerzymy do E°. Ponadto prosta w nieskoriczonosci Lo, jest
prosta sewnetrzna, bo kazdy pek [A]* zawiera zaréwno proste zewnetrzne,

jak i sieczne.

Rozpatramy teraz dowolna hiperbole ¥ (rys. 4b). Punkt a bedacy punktem
przeciecia jej asymptot, w mysl powyzszego kryterium jest punktem
zewnetrznym, satem pek a* powinien zawieraé dwie proste styczne

do rosszersenia rzutowego ¥ hiperboli ¥. Prostymi tymi sa jej asymptoty 2, C.
Rosgszerzajac satem plaszcsyzne E? rozszerzyé musimy réwniez hiperbole ¥
kierunkami jej asymptot. Analogicznie postepujemy w odniesieniu do dowolae;j
paraboli P (rys. 4c), uzupekiajac ja kierunkiem jej osi. Prosta rzutowa

styczna w tym punkcie do tak rozszerzonej paraboli jest wéwczas prosta

w nieskoriczonoéci.

Powyisze roswaiania wykaszuja, se na plaszczysnie rzutowej P2 stozkowe

83 nierosrésnialne, a to czy dana stoskowa rzutowa S jest elipsa, hiperbola

csy parabola zaleiy wylacznie od tego, jak wazgledem S poloiona jest prosta
rsutowa, ktéra usuwamy z P? przechodzac do E2. Upraszcza to znacznie
badanie afinicznych wlasnoéci stozkowej, gdyz wystarczy zbadaé odpowiednie
wlasnosci stogkowej na plaszczyinie rzutowej, a nastepnie zinterpretowal

je dla elipsy, hiperboli i paraboli. Co wiecej, takie przeniesienie rozwazaii

z plaszczyzny euklidesowej na jej rzutowe rozszerzenie pozwala réwnies

na badanie wlasnogci niezmienniczych ze wzgledu na podobiefistwa plaszczyzny
euklidesowej. Ilustracje tej metody stanowia dalsze nasze rozwazania.

Ustalmy na plaszczyZnie rzutowej P2 dowolna
stozkowa S i dowolny, nie lezacy na niej, punkt a.

Na kazdej prostej siecznej P z peku a*, ktéra przecina
S w punktach p, pz, lezy dokladnie jeden taki

punkt po, ze pary (p1,p2), (@, po) przedzielaja sie
harmonicznie. Dowodzi sie, ze wszystkie takie czwarte
punkty harmoniczne leza na jednej prostej rzutowej A,
ktéra nazywamy biegunowa punktu a i oznaczamy
symbolem Bz(a). Biegunowa Bg(a) punktu a, nie
lezacego na S, skonstruowaé mozemy w oparciu

o wlasnosci czworokata zupelnego (rys. 5a,b).
Prowadzimy w tym celu dwie rézne proste sieczne

P, Rzpekua*i wyznaczamy ich punkty przeciecia
P1, P2, 1, 2 ze stozkowa S. Punkt a jest punktem
przekatnym czworokata zupelnego pip2rir2, a punkty
m = pi71 parz, N = PiT3 par1 sa pozostalymi dwoma
jego punktami przekatnymi. Zatem prosta A = mn
jest biegunowa punktu a, bo czwérki (a, po, p1, P2),

(a, 70,71, 72) sa harmoniczne. Biegunowa punktu
wewnetrznego (rys. 5a) jest prosta zewnetrzna, a
biegunowa punktu zewnetrznego (rys. 5b) — prosta
sieczna. Przyporzadkowujac ponadto kaidemu
punktowi ¢ stozkowej S prosta C styczna do S

w punkcie ¢, jako jego biegunowa Bgz(c), otrzymujemy
wzajemnie jednoznaczna odpowiednioéé miedzy
punktami i prostymi plaszczyzny P2, bo kazda prosta
B jest biegunowa jaklegoé punktu b, ktéry nazywamy
biegunem proste] B i oznaczamy symbolem b—(—.)
Odpowiedniog¢ te nazywamy } korelaCJa biegunowa
wyznaczona przez stozkowa S.



Rys. 5¢

Rys. 5d

Rys. 5e

Rys. 5g

Korelacja biegunowa jest inwolucja, to znaczy dla
dowolnej prostej rzutowej 4 i dowolnego punktu a
zachodzi 4 = Bz(a) wtedy i tylko wtedy,

gdy a = bg(z), Ponadto biegunowe punktéw lezacych
na jednej prostej A naleza do jednego peku a*

ia= bg-(X), a bieguny prostych nalezacych do Jednego
peku b* leza na jednej prostej B i B = Bg(b).
Powyisze wlasnosci korelacji biegunowej umosliwiaja
konstrukcje bieguna dowolnej prostej rzutowej

(rys. 5¢,d,e) oraz biegunowej punktu c lezacego

na stozkowej S (rys. 5f).

Dla skonstruowania bieguna bg(Z) prostej A
wystarczy bowiem znaleZ¢, w oparciu o poprzednio
podana konstrukcje, biegunowe Bg(b), Bg(d) dwéch
réznych punktéw b, d lezacych na A4 i nie lezacych

na S. Punkt a = BD jest wéwczas biegunem

prostej A.

PG

Rys. 5f

Jezeli A jest prosta styczna do S, to do znalezienia
punktu stycznosci wystarczy wyznaczenie biegunowe;j
Bx(b) dla jednego punktu b nie lezacego na S

i lezacego na 4, bo Bz (b) przecina S w punkcie
stycznosci prostej A. Z kolei biegunowa Bz(c)
punktu c, lezacego na .S (czyli styczna do S
w punkcie ¢), znajdujemy konstruujac biegun
dowolnej prostej siecznej 4 z peku c¢*. Prosta

= cbg(X) Jest wéwczas biegunowa punktu c.

(4)

by
c

Zauwazmy, se powyisze konstrukcje stanowia
rozwiazanie wielu zadanh konstrukcyjnych

na plaszczyinie euklidesowej. Na przyklad, proste
styczne do elipsy £ przechodzace przez dany punkt
zewngtrzny a skonstruowad mozemy (za pomoca samej
linijki!) znajdujac (rys. 5g) punkty przeciecia p, g
biegunowej 4 = Bz(a) punktu a ze stozkowa &, bo
proste P = ap, Q = aq sa styczne do €.

Méwimy, ze proste 4, B sa sprzezone (wzgledem stozkowej S), gdy prosta A
przechodzi przez biegun prostej B. Z wlasnosci korelacji biegunowej wynika,
Ze sprzezenie prostych jest relacja symetryczna, bo prosta A4 przechodzi przez
biegun prostej B wtedy i tylko wtedy, gdy prosta B przechodzi przez biegun



E‘l

Rys. 6¢

B=8z ([n])

Ponadto w kazdym takim peku a*, ze a nie lezy na stozkowej S, sprzezenie
prostych z tego peku jest inwolucja. Inwolucja ta jest eliptyczna, gdy punkt a
jest punktem wewnetrznym stozkowej S, i hiperboliczna, gdy a jest punktem
zewnetrznym. Prostymi stalymi inwolucji w tym drugim przypadku sa proste
styczne do S (proste samosprzeione). Analogicznie okresla sie sprzezenie
punktéw wzgledem S i inwolucje na prostych rzutowych, nie bedacych stycznymi
do S. Sprzeienie punktéw na prostej zewnetrznej jest inwolucja eliptyczna,

a na prostej siecznej — hiperboliczna (punktami stalymi sa punkty stozkowej S).

Ustalmy teraz dowolna stozkowa S na plaszczyinie euklidesowej E?. Dolaczajac
do E2 prosta w nieskoriczonosci Lo, otrzymujemy rozszerzenie E plaszczyzny E?
i rzutowe rozszerzenie S stozkowej S. Przypominamy, ze S =28, gdy S jest
elipsa, lub S powstaje z S przez dolaczenie kierunkéw jej asymptot (gdy S jest
hiperbola), lub kierunku jej osi (gdy S jest parabola). PoprowadZmy dowoli.»
prosta sieczna P, ktéra przecina S w punktach p1, p2, i wyznaczmy Srodek po
cieciwy (p1,p2). Zgodnie z naszymi wczesniejszymi ustaleniami czwérka

(p1,P2, [P), pc) jest harmoniczna i punkt po lezy na biegunowej A = Bz([P])
punktu [P] (wzgledem S). Oznacza to, ze dla dowolnej prostej siecznej R

o kierunku [P] (czyli réwnoleglej do P), przecinajacej S w punktach ry, r2,
punkt ro = AR jest érodkiem cieciwy (r1,r2). Powtarzajac nasze rozwazania

dla prostej siecznej M, ktéra nie jest réwnolegla do P, stwierdzamy, ze dla
kazdej siecznej N, rownoleglej do M, $rodki mo, no cieciw (m1, m2), (ni,n2)
leza na blegunowe_] B punktu [M]. Poniewas proste A, B sa biegunowymi
dwéch réznych kierunkéw [P], [M], wiec punkt o = AB jest biegunem prostej
L. Fonadto prosta K = o[ P| jest biegunowa kierunku [A] (czyli proste A K
sa eprzezone w peku o*, bo o jest biegunem Lo, a [P] jest biegunem A
Analogicznie stwierdzamy, ze proste Bi L = o[M | sa sprzezone w peku o*.
Punkt o bedacy biegunem prostej w nieskoriczonoéci Lo, wzgledem S, nazywamy
érodkiem stozkowej S, a proste z peku o* (czyli biegunowe punktéw
niewlasciwych) - érednicami S. Dwa kierunki (punkty niewlasciwe) nazywamy
sprzezonymi, gdy sa kierunkami $rednic sprzezonych. Z rozwazai naszych
wynika zatem, ze dla dowolnej prostej siecznej P sérednica z nia sprzezona polowi
wszystkie cieciwy réwnolegle do P.

Postepujac teraz zgodnie z poprzednio podana zasada rozpatrujemy
poszczegblne przypadki. Poniewas prosta Lo, jest prosta zewnetrzna elipsy €,
wiec érodek o jest punktem wewnetrznym i kazda prosta z peku o* jest
sieczna, (rys. 6a), a sprzezenie érednic jest inwolucja eliptyczna. W przypadku
hiperboli ¥ (rys. 6b) prosta Lo, jest sieczna stozkowej X, a érodek o jest
punktem zewnetrznym. Sprzezenie érednic hiperboli ¥ jest inwolucja
hiperboliczna i jesli dwie rézne érednice sa sprzezone, to jedna z nich jest
sieczna, a druga zewnetrzna. Zaréwno w przypadku elipsy, jak i hiperboli srodek
jest punktem wlasciwym i $rodkiem symetrii stozkowej. Inaczej przedstawia
sie to dla paraboli (rys. 6¢). Poniewaz prosta Lo, jest styczna do paraboli P,
wiec érodek o stozkowej P jest punktem niewlasciwym i wszystkie érednice sa
réwnolegle. Zatem na plaszczyznie euklidesowej parabola nie posiada érodka.

Podane pojecia $rodka, érednic i érednic sprzezonych sa pojeciami afinicznymi

i ich konstrukcje sa niezmiennicze ze wzgledu na przeksztalcenia afiniczne,

bo do ich wykonania wystarcza wyznaczanie prostych réwnoleglych i érodka
odcinka. Afinicznymi nie sa jui oczywiscie pojecia osi, ognisk i kierownic
stozkowych. Z reguly okreéla sie je w oparciu o wlasnosci metryczne plaszczyzny
euklidesowej, co determinuje ich konstrukcje. Na przyklad ogniska elipsy £
bywaja okreslane jako takie punkty fi, f2, ze dla dowolnego punktu p elipsy &
suma odleglodci punktu p od punktéw f;, f2 jest stala. Mozna jednaksze
postapié inaczej i okreéli¢ ogniska £ jako takie punkty fi, fo, Ze sprzezenie
prostych w kazdym z pekéw f;, f5 jest ortogonalne, to znaczy kaide dwie proste
sprzezone w tych pekach sa prostopadle. W tym okresleniu wlasnosci metryczne
sa zastapione przez prostopadlosé prostych, ktéra jest niezmiennicza ze wzgledu
na podobieristwa. Powrdcimy do tego w czeéci drugiej. Tu oméwimy pokrétce
wazniejsze wlasnosci rzutowe i konstrukcje stozkowych.
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Rys. 8

Rys. 9

Twierdzenia Steinera
i konstrukcja Newtona-Maclaurina

Jednym z najwasniejszych twierdzest dotyczacych stozkowych na plaszczyirie P
jest nastepujace

Twierdzenie Steinera (rys. 7a). Niech a, b, beda dwoma (réznymi)
punktami stozkowej S. Dla kazdego punktu p tej stozkowej prostej ap
przyporzadkowujemy bp. Prostej ab z peku a* odpowiada prosta styczna do S
w punkcie b, a prostej stycznej do S w punkcie a - prosta ab. Tak okreflone
odwzorowanie peku a* na pek b* jest przeksztalceniem rzutowym (i nie jest
rzutem perspektywicznym).

Zachodzi réwniez

Twierdzenie Steinera odwrotne (rys. 7b). Niech a, b beda dwoma rézinymi
punktami plaszczyzny rzutowej P2. Jezeli przeksztalcenie rautowe peku a”

na pek b* nie jest rzutem perspektywicznym, to zbiér punktéw przeciecia
odpowiadajacych sobie prostych jest stoikowa przechodzaca przez punkty a, b.

Dodajmy w tym miejscu, ze przeksztalcehie rzutowe o peku a* na pek b* jest
rzutem perspektywicznym wtedy i tylko wtedy, gdy o(ab) = ab (rys. 7¢).

Stwierdziliémy poprzednio, ze kazde przeksztalcenie rzutowe peku a*
na réiny od niego pek b* moze by¢ zréalizowane jako zlozenie dwéch rzutéw
perspektywicznych. Ustalmy punkty a, b, s, proste 4, B i zaléimy, se 4 # B,
punkty a, b, s nie leia ani na 4, ani na B i punkty a, b, ¢ = AB sa tréjkami
niewspéiliniowe. Przyjete zalozenia gwarantuja, ze przeksztalcenie rzutowe o
peku a* na pek b*, bedace zlozeniem rzutéw
perspektywicznych peku a* na ,posredni” pek s*
o0 osi A ipeku s* na pek b* o osi B, nie jest
rzutem perspektywicznym. Zgodnie z odwrotnym
twierdzeniem Steinera zbiér punktéw p = Pyp(P)
takich, ze P jest dowolna prosta z peku a*, jest
stozkowa przechodzaca przez punkty a, b (rys. 8).
OtrzymaliSmy zatem steinerowska konstrukcje
stozkowej opisywana réwnaniem

paAsBbp =0.
Stozkowa otrzymana za pomoca powyiszej konstrukecji
oznaczamy tutaj symbolem 5(a, 4, s, B, b). W celu
skonstruowania punktu p, leiacego na tej stozkowej,
prowadzimy dowolna prosta P z peku a*, a nastepnie
znajdujemy kolejno punkt PA, prosta PAs, punkt

PAsB i prosta o(P) = PAsBb z peku b*. Zauwazmy,
ze biorac pod uwage zmienne proste P, PAs i

©(P) oraz stale punkty a, s, b, i stale proste A, B
otrzymujemy nastepujace

Twierdzenie Newtona-Maclaurina. Jezeli trzy
boki tréjkata przechodza przez trzy stale punkty
niewspéiliniowe, a dwa jego wierzcholki poruszaja sie
po stalych prostych, to trzeci wierzcholek zakreéla
stozkowa.

Uwzgledniajac to twierdzenie omawiana tutaj
konstrukcje nazywamy
Konstrukcja Newtona-Maclaurina.

Przyjmujac teraz kolejno (rys. 9): Py =ab

P, = a(AB), P; = a(((ab)B)s)A), Ps = a5,
Ps = a((E)Z),_st_viierdzamy, ie punkty b, c = 4B, a,

d=asBi e = A sb leza na stozkowej S(a, 4, s, B, b),
a proste p(P1) i P3 sa do niej styczne w punktach b, a.
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Rys. 10

Rys. 11

e

Otrzymaliémy zatem pie¢ réznych punktéw a, b, ¢, d, e stozkowej S(a, A, s, B,b),
ktére sa tréjkami niewspélliniowe. Na odwrét, jesli dane sa tréjkami
niewspélliniowe punkty a, b, ¢, d, e, to prayjmujac A =¢¢, B=cdis= ad be
gnale£¢ mozemy stozkowa S (a A, s, B, b) przechodzaca przez te punkty. Pieé
punktéw tréjkami niewspélliniowych, wyznacza zatem stozkowa przez nie
przechodzaca. Zachodzi ogélniejsze twierdzenie Braikenridge’a-Maclaurina, ktére
orzeka, ge stozkowa jest jednoznacznie wyznaczona przez (rys. 10):

(a) pie¢ réznych punktéw,

(b) cztery swoje punkty i styczna przechodzaca przez jeden z nich,

(c) trzy swoje punkty i dwie styczne przechodzace przez dwa z tych punktéw,
(d) trzy swoje styczne i dwa swoje punkty lezace na dwéch z nich,

(e) cztery swoje styczne i punkt lezacy na jednej z nich,

(f) pie¢ réznych swoich stycznych.

Z twierdzenia tego wynika w szczegblnosci réwnoéé S(a, 4, s, B; b) =

=5(b,B,s,4,a).

Ustalmy teraz dowolny punkt p stozkowej S(a, 4, s, B, b), réiny od punktéw a,

b c=AB,d=asB,e=Asb,i i przyjmijmy nowe oznacgenia: 1=a,2=15,3=c¢,
=d,2'=¢,3=p, pa A=r,pbB=gisr=1L (rys 11). Zgodnie z okresleniem

sto:kowej S(a, A, s, B, b) mamy wéwczas réwnosé LB = q, cayli punkty r, s, g sa

wspéiliniowe.

Poniewas, zgodnie z twierdzeniem Braikenridge’a-Maclaurina, stozkowa

S(a, A, s, B, b) nie zalezy od wyboru punktéw 1, 2, 3, 1’, 2', 3’ lezacych na niej,
wiec wykazaliSmy

Twierdzenie Pascala. Jezeli szesciokat 1231 '2'3' jest wpisany w stozkowa, to
punkty s = 127 21’, r = 137 31’ i ¢ = 237 32/ sa wspélliniowe.

Zauwaimy ponadto, ze z dotychczasowych naszych rozwazafi wynika réwniez
Twierdzenie Pascala odwrotne. Jezeli zadne trzy spoéréd punktéw 1, 2,

3, 1, 2', 3' nie sa wspélliniowe, a punkty s = 127 21’, r = 13/ 31/, ¢ = 23/ 2%/ «a
wspélhmowe, to istnieje stozkowa przechodzaca przez tych sze$¢ punktéw.

Prosta L = (12’ 2—17)(W 31'), o ktérej mowa w powyiszych twierdzeniach,

nosi nazwe prostej Pascala, a ostatnie twierdzenie, lacznie 2 twierdzeniem
Braikenridge’a-Maclaurina, stanowi podstawe konstrukcji Pascala, w ktérych
pray ustalonych punktach 1, 2, 3, 1’, 2! zmienna jest prosta Pascala L. Poniewas
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy prostymi Pascala L

i prostymi P = a(L 31’), wiec steinerowska konstrukcja Newtona-Maclaurina
jest jednoczesnie konstrukcja Pascala i stanowi naturalny pomost pomiedzy
dwoma wielkimi twierdzeniami dotyczacymi stozkowych — twierdzeniem Steinera
i twierdzeniem Pascala.

Warto w tym miejscu wspomnie(é, ze konstrukcja Newtona-Maclaurina latwo
daje sie uogéniaé i stuzyé moze do wyznaczania krzywych algebraicznych
wyzszych stopni. Na przyktad krzywa stopnia trzeciego moze by¢ wvznaczona
przez konstrukcje opisana réwnaniem

zaAbBzCcDdz = 0
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