Granica pewnego ciagu

Marein E. KUCZMA,

Warszawa

Prowadzac zajecia (szkolne, uniwersyteckie) z elementarnej analizy matematycznej
czesto przerabiam — przy pierwszym zetknieciu z potegowym rozwinieciem funkcji
wykladniczej — takie zadanie:

Niech z bedzie ustalona, liczba dodatnia. Ktéry wyraz szeregu
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(1) ef=1+z+
jest najwiekszy?

Zadanie jest latwiutkie; skladaiki z*/k! rosna dla k < [z], a nastepnie maleja. Tak wiec
najwigkszy-jest wyraz o numerze [z}; jedynie gdy z jest liczba naturalna, maksimum
jest realizowane przez dwa wyrazy: o numerach z i z — 1.

Znacznie ciekawsze jest nastepne pytanie:

Przerwijmy sumowanie szeregu (1) ,w momencie przesilenia”. Stosunek otrzymanej w
ten sposéb sumy czedciowej do peinej sumy szeregu (1) jest liczba z przedzialu (0;1).
Co mozna powiedzieé o zachowaniu tej wartosci, gdy z dagy do nieskoriczonosci?

Skoro problem stawiamy w formie granicznej, wystarczy ograniczyé uwage do
naturalnych wartosci z. Piszmy wigc n zamiast z; jest obojetne, czy sumowanie
przerwiemy na wyrazie o numerze n, czy n — 1, bowiem pojedynczy skiadnik n" [n! jest

- w poréwnaniu z cala suma, réwna e" - wielkoscia pomijalna (uzasadnienie nizej, po
wzorze (5)). Tak dochodzimy do wlasciwego zadania:

Zbadag, czy istnieje granica lim an, gdzie
n—oo

s k
—5 n
(2) an =e 2 PR
k=0

jedli istnieje — znaleé jej wartosc.
Zadanie ma walor dydaktyczny: dopuszcza réine sposoby podejscia.” Warto do
niego kilkakrotnie powracaé w ciagu, powiedzny, dwéch lat zajec 2 jedna grupa
studencka, uzywajac coraz bardziej zaawansowanych metod. Im mocniejszy aparat,
tym krétsze rozwiazanie — to jasne.- Pierwsze (lub raczej: zerowe) podejécie moze
byé eksperymentalne, z uzyciem mikrokomputera. Wynik: 1/2. (Zbieznos¢ ciagu (2)
jest jednak dos$é powolna, wyrazna stabilizacja nastepuje dopiero dla duzych wartosci
n; przezwyciezenie trudnosci zwiazanych ze wzrostem bledu obliczen wymaga
pewnej wprawy przy ukladaniu programu.) Niemniej, wynik 1/2 jest prawidlowy:
w przyblizeniu polowa sumy (1) jest (dla duzych n) zawarta w czesci ,wznoszacej” .
Oczywiscie eksperyment — to jeszcze nie dowdd. '
Przedstawimy nizej cztery dowody réwnosci
3) e i,

n-—+co 2
Pierwszy z nich, catkiem elementarny, nie wybiega poza standardowy kurs splerwszej
analizy”; najmocniejsze z uzytych w nim twierdzert to wzér Stirlinga (por. (2], rozdzial
X1, § 7; 406):

- . 12
(4) n!=V2rnn"e "on, gdzie R
12n -1
naprawde bedzie tu potrzebna tylko nieréwnoéé s > 1, czyli dolne oszacowanie dla nl:
(5) n! >V2mnn"e .

(Z tego oszacowania wynika, miedzy innymi, uczyniona wczesniej uwaga, ze skladnik
n™/n! jest wielkoscia pomijalng w poréwnarniu z e”; rzeczywiscie, na mocy (5)
e"n™/n! < (27n)~/% — 0 przy n — c0.)

W drugim dowodzie bedziemy korzystaé z calkowej postaci reszty we wazorze Taylora
oraz takie z wzoru Stirlinga, a dokladniej, z tego, e ciag (an) we wzorze (4) dagy do
jednosci, czyli zachodzi réwnosé asymptotyczna

(6)° n! s V2ornne " przy n— 00.

(Tu i dalej napis: un & vn, stosowany dla ciagdw o wyrazach dodatnich, oznacza, ie

lim un/vn =1.)

n-—+co
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W trzecim dowodzie beda nam dodatkowo potrzebne najprostsze wiasnosci funkcji
gamma oraz twierdzenie L.ebesgue’a o przechodzeniu do granicy pod znakiemr calki.

Czwarte podejscie jest probabilistyczne: wzér (3) okaze sie prostym wnioskiem z
Centralnego Twierdzenia Granicznego (zreszta cale rozpatrywane tu zagadnienie jest
»probabilistyczne”: niesie w sobie po prostu pewien element informacji o rozkladzie
Poissona).

Pojecia i fakty uzyte w pierwszych dwéch dowodach mozna znalezé w kazdym
podreczniku analizy (wymieimy dla przykladu ksiazki [2] i [3]); zastosowane w trzecim
dowodzie twierdzenie o przejéciu granicznym znajdziemy w dowolnym podreczniku
zawierajacym wyklad calki Lebesgue’a (np. [4]). Jako odsylacz dla probabilistycznej
metody cawartego dowodu moze sluzyé ksiazka W. Fellera [1].

Dowéd pierwszy. W szeregu

2 3 4

n n n
"=14+n+ — 21 +‘é—‘-+‘z!—+...
wyodrebnimy dwa bloki po n skladnikéw oraz ,,ogon”:
2n—1 ) ©o n"
A"_Zkv’ B"‘"an’ "=Z7¢T'
=0 k=n k=2n

Oczywiscie

(mn Ap+ B+ Cpn=e".

Pokajemy, ze w poréwnaniu z ciagiem (e”) wielkosci A, i B, sa w przyblizeniu réwne,
natomiast ,ogon” C, jest wielkoscia pomijalna. Stad latwo wyniknie dowodzona
teza (3).

Przeksztalcamy sumy definiujace Bn i An stosujac (odpowiednio) podstawienie:
k=n+jorazk=n-j-1:

8=l n+j m Bl n+j
n n n
8 Bo= et B -
® o ;(n+])! n!+._ (n+5)!
J= =1
n—1
n" n’
—?(1+Zl(n+1) (n+]))’
j=
n—1 n— "
nn—-;«l nn—l n -3-1
A §,< SRV I CENE Z_:( ==
(n— (n—J)
4% B ins 1)
-5 (05
a poniewaz
nn—l _ E:
(n=1)! " n!’
dostajemy

(9) A < L(n'—l) (n—]))

W otrzymanych réwnosciach (8) i (9) oznaczmy wskaznik sumowania znéw przez k
i odejmijmy te réwnoéci stronami:

n-—1
nn
(10) Bn—An =53 F(nk),
k=1
gdzie
_ n* (n—1)-...-(n—k)
F(n’k)—(n+l)~...-(n+k)_ nk !
a po sprowadzeniu do wspélnego mianownika:
_ 2 _ 12
FOVR O PO e . e LT (el o N R AP Sy

nk(n+1)-... (n+k)
Wezmy pod uwage wielomian k-tego stopnia

k
= [In* - 5%
g=i
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Ma on k pierwiastkéw rzeczywistych ¢, .. , tr. gdzie t; = n®/5%. Najmniejszym z nich

jest liczba tx = n/k? > 1. Poniewas lim P(¢) = co. wielomian P(t) jest funkcj
t——o0

wypukia w przedziale (—oo;ti). Je<li wiec L(t) jest funkcja liniowq taku. ze

L(0) = P(0), L'(0) = P'(0), ro dla t € (—00;0) L (0;tx) zachodzi nieréwnosé

(12) P(t) ~ L(t).

(Wykresem funkeji L jest prosta styczna do wykresu P w punkcie (0, P(C));

nieréwnosé (12) orzeka, ze w przedziale (—oo;tx) wykres P lezy powyzej wykresu L,

z wyjatkiem samego punktu stycznosci; to za$ jest konsekwencja wypuklosci P w tym

przedziale.)

Wzér wyrazajacy funkcje L otrzymamy wymnazajac czynniki wielomianu P

i odrzucajac skladniki stopnia wyzszego od 1:

k
L) = (n%)* - () (Z;") t.

Nieréwnos¢ (12) zachodzi w szczegélnosci dla t = 1. Mamy wiec

k k
H(ne _ J:) > n2k — nzk—cz:’a.
i=1

i=1

To pozwala oszacowal z géry wyrazenie (11):

k
n?k—? E j2 i i
(13) Flmk) < — =1 _r sk(k+1)(2k+1)
nk(n+1)-...-(n+k) (n+1)-...-(n+k)
nk—2k3 ’
& e |
(n+1)-...-(n+k)
Zajmiemy sie teraz mianownikiem otrzymanego ulamka. Przyjmijmy, ze k£ > 2. Gdy
wykonamy mnozenie (n + 1) - ... (n + k), pogrupujemy skladniki wedlug poteg n
i odrzucimy wszystkie skladniki, w ktérych n wystepuje w potedze réinej od k — 2,
dostaniemy nieréwnoéé

k

(n+1)(n+k)> D ij nk72
ii=1
1<y

Z kolei sume iloczynéw #j mozemy przedstawié¢ w postaci

2o ((5%) - (5)-

i<y

: ((%k(k + 1))2 ~ Tk(k +1)(2k + 1)) ”

1 1
—k k2 —k—2)> k.
bk —k-2) > 2

Zatem (n+1)-...-(n+k)> %k‘n”_’;
obliczenie bylo prowadzone przy zaloieniu, ek > 2; ale ostatnia nieréwnoéé zachodzi
takze idla k =1. ’
Kontynuujac szacowanie (13) otrzymujemy stad nieréwnosé
F(n,k) < %

Z drugiej strony, z wzoru (11) wida¢, ze F(n, k) > 0. Dostajemy wiec nastepujace
oszacowanie réznicy (10):

n—1 7

n" 1 n" dt n"
0< Bn—An <8;-!-z; <8 'H/T =8=-(1+Inn).

k=1 1

Korsystamy teraz z wzoru Stirlinga, a raczej z nieréwnodci (5); otrzymujemy:
X RpNa—n § 5 i
0< (Ba—An)o" < " (1 4 lnm) < BLLTR)
n! 2mn

‘Stad na mocy twierdzenia o trzech ciagach
(14) lim (Bx — An)e™" =0.

n-—-oo
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Zauwazmy wreszcie, ze

& ok o on4j gy

C”zk;._!:;m (Zn Z(Zu—}-])':
~ (n)! (1 *2 ml)—m) <

” o~ _n n2n = 1\’ on2n

(2n)! ( > (2n,)1') = @) ; (5) = &)

Korzystajac ponownie z nieréwnosci (5) mamy

c e—" " 2n2ne—n _ 1 (E)n
" Varn(2n)2re-2n  \/rn \4/ ’

a wiec lim Cp,e™™ =0.

Wobec tego, zgodnie z (7),

(15) lim (An + Bn)e™™ = lim (1-Cpe ") =1.
Relacje graniczne (14) i (15) prowa,dzar do koricowe]j konkluzji:
lim Ane™ = lim > ((A,. + Ba)e™" = (Bn — An)e™") = %

Wynika stad natychmiast dowodzona teza (3), bowiem ciagi (an) i (Ane™") réinia sie
o skladnik e™"n" /n!, ktéry, jak pamletamy, zgodnie z nieréwnoscia (5) jest mniejszy od
1/v/2mn, a wiec dagy do zera:
n"™\ _ - 1
lim a, = lim (An+—>e "= lim Ane ™" =-.
n—co n—oo n! n—oo 2
Dowdd drugi. Jesli f jest funkcja okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych R

i majaca pochodne wszystkich rzedéw, to dla kazdej liczby naturalnej n wartosé
funkcji f w dowolnym punkcie z € R wyraza sie wzorem Taylora (Maclaurina):

n
1
1(z)= Y Lr®E)t +ma),
k=0
przy czym ostatni skladnik (reszta) moze byé przedstawiony w postaci catkowej
(por. [2], rozdzial IX, §4; 318):
ra(z) = 5 /(z —s)"firt(5)ds.
n!
0
Przyjmujac f(z) = e*, 2 = n otrzymujemy

n k B
n n 1 ne
:E H+m/‘(n——s)eds,
k=0 -

skad wynika calkowe przedstawienie wyrazéw rozwazanego w zadaniu ciagu (2):

(16) l1-ap,= en' f(n. —35)"e"ds.

(W ten sposéb badanie pewnej sumy zastepujemy badaniem pewnej calki; tego typu
zamiana z reguly jest korzystna.)-

Przez podstawienie s = nt sprowadzam)} calke (16) do przedziatu (0;1):

1 1
_ern e, o, nttle” ;
1= = = /(n——nt)""ndt—-T— (1—t)"e™dt.
)

0

Na mocy wzoru Stirlinga (6) wspdlczynnik przed catka réwna s.¢ asymtpotycznie
v/ n/2n. Mamy wiec przy n — oo réwnos¢ asymptotycana

(17) l-anw \/g/ o(t)"dt

gdzie

o(t) = (1 - 1)e’

35



Idea dalszego postepowania jest taka: rozwiniecie potegowe funkcji g wokdt zera
rospocsyna sie wyrasami 1 — (¢2/2) + ..., czyli tak samo, jak cost. Dla granicznego
sachowania ciagu calek f g(t)" dt po przedziale (0;1) znaczace sa jedynie wartodci
funkcji g blisko zera. Mozna wiec oczekiwaé, ze ciag tych calek bedzie w swym
gachowaniu asymptotycanym zblizony do ciagu calek funkcji (cost)™ po przedziale
(0;1), csy wrecs po przedziale (0;7/2). Asymptotyka tego ciagu jest za dobrze znana:
zachodszi réwnosé

w/2

(18) c,.=/(cost)"dtk:,/2—:: przy n— 0o.
o

(Poniewas fakt ten nie zawsze jest w podrecznikach wyrainie wyeksponowany,
podajemy dalej w Uwadse szkicowe uzasadnienie réwnodci (18).)

Zajmiemy si¢ teraz funkcja
— t
h(t) = (1—t)e = g(t)

cost cost’
Wykaiemy, se
(19) funkcja h jest malejaca w przedziale (0;7/2),
(20) M) >e* da te (0; %) ,
(21) Me)<1 dia te (0;7).

Funkcja p(t) cost — (1 — t)e’ ma dla ¢ > 0 pochodna ¢'(t) = te* —sint > 0. Zatem
fankcja 1 — h(t) = p(t)/ cost jest rosnaca w (0; 7/2) (licznik roénie, mianownik maleje).
Stad wynikaja wilasnoéci (19) oras (21), bo A(0) = 1.
Dla dowodu (20) sauwaimy, se 3 potegowych rozwinieé funkcji e i cost wynikaja
nieréwnoéci (stussne dla t € (0;1)):

1, 1

_ _1_2)_ _1 1
o(t)> (1 t)(l+t+2t =1-30 -2,

coot<1-%t’+-l—t’, ~

2
a poniewas dla ¢ € (0;3/4) mamy &% +.t° <1,to
1 _cost 1-—4t2+1¢° 2t -
O 0) = 142t
h(t) G(t)<l—§t’—%t3 1+2—t’—t3< +2t° <e” ,

co dowodsi stussnoci (20).
Bedszie nam jeszcse potrzebna nieréwnoéé

—13

(22) cost<e 3" dla te(o;;) ¢
Oto usasadnienie: niech ¥(t) = e'’/?cost. Poniewas %(0) = 1 oraz
¢'(2) = ¢(t)(t — tgt) < 0 dla t € (0; 7/2), zatem 9(t) < 1, czyli zachodsi (22).

Praystepujemy do szacowania calki ze wsoru (17). Ustalmy liczbe § € (0;3/4).
Korzystajac kolejno 3 wiasnoéci (19), (20), 2 monotonicanoéci funkcji cos¢ w przedziale
(0; #/2) i z nieréwnoéci (22) otrzymujemy:

1 ] &
/ o(t)"dt > / o(t)"dt = / (h(t) cost)™ dt >
8

5
> h(6)" /(cos t)"dt > e /(cost)" dt=
° °
w/2
= g~ 2n6° Cn — /(coa t)"dt | >
s
- (c,. - %(ccis 6)") >
> g6 (c,. _ % .e—énﬁa)

((cn) jest ciagiem (18)).
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Z drugiej strony, nieréwnos$¢ (21) orzeka, ze g(t) < cost, a wiec

1 I /2
/g(t)"dt < /(cos )"dt < /(cost)"dt Sin.
0 0 0

Laczac otraymane nieréwnosci i dzielac wsaystkie czlony przez c, dostajemy
nier6wnosé podwéjna
1
i (1 = —"——e_§"52) < l/g(t)"dt <1
2¢n Cn
o

stuszna dla n = 1,2,3,... i dla dowolnego § € (0;3/4).

Ustalmy wykiadnik p > 0 i przyjmijmy § = n? (dla dostatecznie duzych n jest to
liczba z przedziatu (0;3/4)). Otrzymujemy:
1

(23) an(l—=Bn) < Cl/g(t)" dt<1,
n
1]
gdzie
-3 - 1-2
o, = e~ " ﬂn=%e ial-3

Jedli wigc p jest liczba z przedzialu (1/3;1/2), to lim an =1, lim B, =0 (bo,
zgodnie z (18), cn & const - n~1/2), wabec czego lewy czlon nieréwnoéci podwéjnej (23)
dazy do 1 i w konsekwencji srodkowy jej czlon tei dazy do 1. Mamy zatem réwnosé
asymptotyczna

1

/g(t)"dtmc,. przy n — oo,

0
ktéra w polaczeniu z (17) i (18) daje:

1-a ~1/nc N\/n-\ll—}-
"TVaor 2m 2n 2
Granica ciagu (an) jest wiec liczba 1/2.

Uwaga. Dla kompletnoéci uzasadnimy krétko réwnosé (18): wykonujac catkowanie
»Przez czeéci” wprowadzamy zaleinoéé rekurencyjna cn, = 2=lc._», a 3 niej przez
latwa indukcje wzér cn_1cn = 7/2n. Dla ciagu b, = V/ncn dostajemy stad zaleinosci:
bn > bn_2, lim bo_1b, = 7/2. Zatem ciagi (b2k-1) i (bar) sa rosnace i ograniczone,
wiec zbieine do granic ', b", przy czym b'd" = 7/2. Z okreélenia ciagu (c,) wynika,
ze Cpt1 < Cn, skad bpy1 < V(n+1)/nbn. Przecthza.c z n do nieskoriczonoéci, raz
przez wartosci parzyste, drugi raz — przez nieparzyste, otraymujemy zwiazki: b' < 8" i
b" < b'. Wobec tego b' = b" = /2 = lim bn, co jest réwnowainym zapisem réwnosci
n—+oo
asymptotycznej (18).
Dowdd trzeci. Poczatek jest taki sam, jak w dowodzie drugim: dochodzimy do
przedstawienia calkowego (16), ktére przez zastosowanie podstawienia s = n — ¢
przybiera postaé

n

-n
(24) Tyt / t"e"tdt = i/t"e“'dt. .
n! n!
o

o
Dalej bedzie nam przydatna funkcja Eulera

oo

I'(z) = /t"‘e“dt
0
1 jej najprostsze wiasnoéci (por. [2], rozdzial XIV, §5; 531):
TF(n+1)=n! dla n=0,1,2,...;
b
I'l-2z)= —— i i "
I'(z)['(1 - z) i dla z niecatkowitych

Pierwszy z tych wzoréw mozemy przepisaé jako
©o

(25) /t"e"’ dt =n!;

o
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drugi za$ daje dla £ = 1/2 réwnosé I'(1/2) = /7, czyli
(26) /Le--'dt -
Vit
0

Wracajac do (24) i korzystajac z (25) otrzymujemy:

n oo n
1 -
a,,:l—l/t"e"dt: l/t"e_'dt*—/t"e tdt =
n! n! n!
0 0 0
o
= —l—/t”e"dt.
n!
n

Stad przez podstawienie t = n + \/nz
oo s < n
(27) an = %/(nﬁ» Vnz)e "V /ndz = E—_~—3—T—\/ﬁ/ (1 + iﬁ) eV 4z,
o 0
Oznaczmy funkcje podcalkowa przez f.(z) i weZmy pod uwage jej logarytm:
fal2) = (1 + %) eV,

In fu(z) = nln <1—‘f-—zﬁ> - Vnz =2% ((%) In (1 +j7ﬁ> - 4) .

WprowadZmy oznaczenie
F(t)=tIn(1 +t)—t"' dla t>0;

wyrazenie fn(z) mozemy wéwczas przepisaé w postaci

(28) Fa(z) = exp (ng (%)) .

Wykazemy, ze funkcja F jest rosnaca. Obliczamy jej pechodna:
-2

F'(t)= —2°In(1 +) + =— + 72 = t73f(t),

1+1¢

: 2t + ¢2
gdzie f(t) = cr-% ~2In(1+t).
Aby uzyskaé informacje o znaku F', rézniczkujemy funkcje f:
) = (2+2)(1+t)—(2+1t%) 2 _ (L)zﬂ)
(1+1)2 1+t 1+t
Poniewaz f(0) = 0, zatem dla t > 0 jest f(¢) > 0 i, co za tym idzie, F'(t) > 0. Znacay
to, ze F jest funkcja rosnaca w przedziale (0; 00).

Wobec tego ciag (f,.(z)) dany wzorem (28) jest — dla dowolnie ustalonej liczby z > © -
ciagiem malejacym. Znajdziemy jego granice. Zgodnie z regula de ’Hospitala,

— _l_
ln(l-:zt) § g 021 1

lim F(t) = li :
mEe =l o 2t 2

t—0 t—0

a stad

lim fn(z) = exp (—lzz) :

n—oco 2
Powolamy sig teraz na twierdzenie Lebesgue’a o przechodzeniu do granicy pod znakiem
calki, w wersji nastepujacej (por. [4], rozdziat VII, §6):

Jezeli f1 > f2 > fs > ... > 0 jest ciagiem funkcji mierzalnych na przedziale I
(ograniczonym lub nie), przy czym ff, < 00, to
1

(29) lim /fn(z)dan:/ lim fa(z)dz.
I 4

Zalozenia tego twierdzenia sa spelnione dla-rozpatrywanego tu ciagu funkcji (28)
na przedziale I = (0;00), bo

/fl(z)dz:/(1+z)e“’dx< oo
) 0
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Zachodzi wiec réwnoséé (29), ktéra w tym przypadku daje - po podstawieniu z = v/2¢
i uwzglednieniu réwnodci (26)

nu_.n;]o(uﬁ) f‘dz—/ %=dz_/ \/—

Wracamy do réwnosci (27). Zgodnie z wzorem Stirlinga (6) wspélczynnik przed
znakiem catki w (27) dazy do granicy 1/\/27r A zatem

lim op = —— \/— =i
B m
Dowéd czwarty. Uiyjemy jezyka teorii prawdopodobiefistwa.

Rozwaimy zmienne losowe X i Y, okreélone na tej samej przestrzeni probabilistycznej
i prayjmujace wartoéci catkowite nieujemne.

X 1Y sa zmiennymi o jednakowym rozkladzie, jezeli P(X = k) = P(Y = k)
dlak=0,1,2,... )
Zmienne X i Y sa niezaleine, jeieli réwnoé¢ P(X = k,Y =1)=P(X =k) - P(Y =)
zachodzi dla kaidej pary liczb catkowitych k,1 > 0.

Niech p = E(X) bedzie wartoscia $rednia zmiennej losowej X. Wariancja tej zmiennej
nazywamy wielkoé¢ D*(X) = E ((X - u)?).

Zachodzi podstawowej wagi fakt (por. [1], rozdzial X, §1):

Centralne Twierdzenie Graniczne. Dany jest ciag zmiennych losowych X, X2, Xa, ...
(o wartoéciach catkowitych nieujemnych), o wspélnym rozkladzie, parami wzajemnie
niezaleznych. Zakladamy, ie wielkodci

b=E(X))=E(X2)=..., o*>=D*X,)=D*X;)=...
s3 skoriczone. Dla dowolnych ustalonych wartodci @, 8 (—oo < a < 8 < 00) zachodzi
- réwnosé

(30) Jim P (a . (z Xi - nu) € (a:ﬁ)) = &(B) - &(a),

gdzie ® jest dystrybuanta rozkladu normalnego:

-G [
(przyjmujemy ®(—o0) = 0, ®(c0) = 1).

(Twierdzenie jest tez prawdziwe dla zmiennych o dowolnych wartosciach rzeczywistych,
niekoniecznie catkowitych lub nieujemnych, przy odpowiednio zmodyfikowanych
definicjach jednakowego rozkladu i niezaleznosci oraz przy zalozeniu, ze u i o istnieja
i 83 skoriczone; ta wersja nie bedzie nam jednak potrzebna.)

Zastosujemy to twierdzenie do ciagu zmiennych losowych o rozkladsie Poissona.

Zmienna losowa X ma rozklad Poissona z parametrem ), jezeli

k
Px=k="2

Wartoé¢ érednia i wariancja takiej zmiennej sa obie réwne A (por. [1], rozdsiat IX,
§3 i 4; zreszta sprawdzenie jest natychmiastowe).

Z wzoru dwumianowego Newtona wynika, ze jeéli X i ¥ sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozkladzie Poissona odpowiednio z parametrami A i 0, to ich suma ma
rozkiad Poissona z parametrem A+

(31) P(X+Y=k) = }:P =k-3Y =j) ZP(X_I:—] )P(Y =) =

i id e""n’ o= (Atn) K~
Z:(Ic—J)" 7! nZk' Ay =

e"(“"")()\ + YI)
k!
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Niech X1, X,, X, ... bedzie ciagiem wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych
o wapdinym rozkladzie Poissona z parametrem A = 1. Z udowodnizn-. przed chwila
faktu (31) wnosimy przez natychmiastowa indukcje, 2e suma X; — ...+ X,, ma
rozklad Poissona z parametrem A = n. Wzér (30}, zastosowany do tego wladnie ciagu
zmiennych losowych i do praedziatu {a; ) = (—o0;0], daje réwnoéd
(32) Iim P(Xy+...4+ X, <n)=1;

n~+o0 2
korzystamy tu z tego, ze = 1, B(0) = 1/2. Teraz pozostaje tylko zanwaiyd, ze skoro
X, +...4 X, ma rozklad Poissona z parametrem n, to

.

, n-—1 n-1 _ .
P(X,+.,.+xn<n)=ZP(x,+...+:{,,=k):Z%
k=0 [N k=0

Tak wiec otrzymany wzdr {32) jest po prostu dowodzonym wzorem {3)
(w ckresleniu (2) ciagu (a,) sumowanie biegnie od 0 do n, nie n - 1; ale,
jak pamietamy, poiedynczy n-ty skiadnik jest bez znaczenia).

Czy angazowanie tak mocnego twierdzenia do rozwiazania fak prostego zadania, jakim
jest obliczenie zranicy lim a., nie jest uchybieniem przeciwko esteiyce? Korzystamy tu
z bardzo szczegdlnego przypadku Centralnego Twierdzenia Graniczaego: rozwaiamy
konkretny ciag zmiennych losowych {0 wspélnym rozkladzie Poissona} oraz konkret
przedzial (—o0;0). Przy takich warunkach teza twierdzenia jest dokladnie réwnov
zachodzeniu relacji granicznej (3). Odwracajac punkt widzenia, mozemy teraz s
na przedstawione wyzej tray dowody tej relacji jak na elementarne uzasadnienic t
duzego twierdzenia w tym malym, szczegdlnym przypadku.
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