O matematyce i fizyce przed Newtonem (czesé I)

Jerzy MIODUSZEWSKI, Katowice

Al Hazini 2yl i pracowal na dworz: Zyjacy w XII wieku na arabskim Wschodzie filozof i matematyk Al Hazini
sultana w Merwie w pierwszej twierdzid. e ciez ¢ . ddalania si d t S iat Byla i
polowie XII wieku Wspomniana , ezar wzrasta w miare o ania si¢ od centrum Swiata. Byla t..
hipotez¢ o grawitacji wypowiedzial jak sie zdaje pierwsza ilodciowa hipoteza co do grawitacji, bo Arystoteles si¢ a1
w gléwnym swoim dziele Ksiedze ten temat nie wypowiada}.

wag madrodci poswieconym pojeciu

cigzaru, m. inn. zastosowaniu Ale jesliby nawet odej$¢ od tej skrajnej hipotezy i przyjaé, ze sila przyciyrani.
prawa Archimedesa do ustalania

rawartosci poszczegélnych substancji  PY%eZ Ziemie jest stala, to.zafier‘l prl,,e.dmnot nie moglby sie z niej wyd?stac.
w - przewainie drogocennych - praca potrzebna dla podniesienia ciezaru o wielkos¢ z, bedac proporcjonalna
prredmiotach. Mimo, fe obarczony do z, warastalaby wtedy wraz z = nieograniczenie.

obowigzkiem wspomnianych

zastosowarl, wykorzystal swoje dzielo  Bo prace traktujemy jako zdolnos$é do pokonania oporu przy przemieszczaniu
do wylozenia na jego wstepie ogélnych

sasad fizski. e swoies Hinotesy ciala z jednego miejsca na drugie. Przyjmiemy wiec, kierujac sie nat‘ura].n_\'fni

o grawitacji nie wyprowadzal wszakie ~ WyobraZeniami, ze jeéli przemieszczamy cialo wzdluz prostej, a opdr na jahi
adnych wnicskéw. Byl jak si¢ zdaje.  patrafiamy w poszczegélnych jej punktach wyobrazimy odcinkami prostopadly mi
¥ SWGR DAL pComisn do tej tej w tych ktach, tak, ze dlugosci odcinkéw jonalne
Traktat Al Haziniego zostal wydany po J proste) w tych punktach, Vak, z€ dlugoscy odcinkow g prf)porc_]
rosyjsku w serii Naucznoje nasledstwo, 4o wielkosci oporu, to praca jest proporcjonalna do pola zapelnionego przez

tom 6, Moskwa 1983: odpowiedni te odcinki (rys. 1). W przypadku oporu stalego (rys. 2) tego rodzaju umowe

fragment jest na str. 31. . .
uwazamy za oczywista.

Swoje poglady na kosmos zawart

Arystoteles gléwnie w traktacie

O niebie, a czgSciowo w Fizyce. Tworza oes S b

one teorig, ktéra si¢ daje logicznie 1—1 T

rekonstruowac tak, by byla zgodna ze

wsapélczesnie 2 Arystotelesem znanymi

faktami. Fakty odkryte p6iniej zmusily

fizykéw do odejscia od tej teorii.
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Mikotaj z Oresme (1323-1382) RRACA |

z Uniwersytetu Paryskiego. péiniejszy
biskup Lisievx. F1 kursor teorii l
heliocentryczn: ) 1 *eorii pieniadza - -3 x
dwu wielkich teorii Kopernika, autor
traktatu De latitudinibus formarum. Rys. 1 Rys. 2 Opér staly.
w ktérym wylozyl swoja teorie i . .
zmicnnosci. W tym samym czasie Tego wywodu Al Hazini zapewne nie znal, ale nie bylby on obcy Mikolajowi
teorig umiennofci opracowali na inny  QOresme, filozofowi przyrody z Uniwersytetu Paryskiego, zyjacemu dwa stulecia
i ‘:;‘Ebff’};’zf’f",w” % Meston, Oullege poiniej. Oresme, a w tym czasie nie tylko on, poshugiwal sie w rozumowaniach
w :sfordzie, znani jako Calculatores. .

z zakresu fizyki wykresami natezefi rozmaitych wielkosci, dochodzac do

wnioskéw ilosciowych w ten wlasnie sposéb.

w Q OC, Ale wynik tego wywodu przyjety bylby, zaréwno przez Oresme’a, jak i

e Al Haziniego, jako w peini naturalny.
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Ziemie uwasano w ich czasach za prawdziwe centrum §wiata. To, ze wszystko
$ciagala na siebie, i ze nic nie moglo sie z niej wydostaé, bylo samo przez sie
zrozumiale. Ziemie wyobrazano sobie jako kule, ale jeszcze czedciej jako plaski

; \ krag z wiszacym nad nim ciezkim niebem. Fizyka nie zajmowala si¢ innym
L) $wiatem niz podksiezycowym. -
Odczuwamy nostalgie za tym, wywodzacym sie od Arystotelesa systemem
Rys. 3. Niebo Staroiytnych $wiata, tym bardziej, ze dopasowane sa dori nasze wyobrazenia o wigkszosci
podtrzymywane bylo przez Atlasa. aspektéw naszego bytu.
*

Sladem Duhema. Crombiego, Clagetta i . . . g
' —— - zle
wielu innych historykéw nauki. ktorzy Celem tych wywoddéw, idacych zreszta dobrze utartym szlakiem, be

zrewidowali skutecznie poglad na wykazanie, ze nie istnialo zadne skokowe przejécie od systemu Arystotelesa
gredniowiecze. jako na okves dla nauki  do tego, ktéry obowiazuje nas dzisiaj. Ale zgodzimy sie, ze poglad na
pusty. ZwieZle i przekonywajaco pisze . . - P - . . s P : B
o juz wtedy, kied
na ten temat H. Butterfield w ksiazee  SLAWItacje mus.xa.} byé zasadmc?o inny niz poglad Al Hazmn‘ag ju ¥, kiedy
Rodowdd wspdlezesnef nauki. 1800-1200. zdecydowano sie na system heliocentryczny. W tym systemie planety, a takze

wyd. polskic, PWN, Warszawa 1963. Ksiezyc, traktowane sa réwnorzednie. Kazda wytwarza swoje pole przyciagania.
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Dobroduszna satyra na
prowincjonalnego pasjonata nauki,
ktéry m. inn. przedstawia swéj
dowdd niezamieszkalodci Ksiezyca,
argumentujac to tym, ze nie obserwuje

si¢ spadania zed zadnych przedmiotéw.

Powiedé Jerzego Zulawskiego —
bezwzglednie najlepsza, obok ksiazek
Verne'go — powieéé z zakresu fantazji
naukowej. Widoczna z Ziemi strona
Ksigiyca jest odarta przez Ziemie z
atmosfery. co jest punktem wyjécia
zaréwno dla ogélnej refleksji, jak i
dramatycznej akcji.

i X

Rys. 5. Pole pod wykresem funkcji %

Rys. 6

Stwierdzil to w roku 1648 - a wiec
jeszcze przed Newtonem — Gregorius
a St. Vincentio, lamandczyk.

Jefliby to prayciaganie nie malalo wraz z odleglodcia, wicksze planety
ogolacalyby mniejsge z wszelkich przedmiotéw. Ogolacalyby je takze

z atmosfery. Jakied reminiscencje tych obaw widzimy w obrazie Ksiezyca

u Zulawskiego w jego Na srebrnym globie, a w iartobliwej formie u Czechowa
w Liscie do uczonego sgsiada.

Nie wiemy, czy do tego rodzaju argumentéw siegali uczeni. Nie wiemy, z jakich
przeslanek wychodzil Kepler przyjmujac, ze przyciaganie maleje w miare
oddalania sie od centrum. Wiemy natomiast czym argumentowal ilosciowy
aspekt prawa, wedlug ktérego przyciaganie (planety przes Slorice) maleje wedhug
prawa 1.

Rys. 4

Oté3, linie pola przyciagania wychodzac z centrum rozrzedzaja sie

w plaszcayznie ekliptyki w miare oddalania sie od tego centrum, a ich ,»ilo$é”
- jesli uzy¢ rzekomo zrozumialego ogélnie zwrotu — padajaca na luk o danej
dlugodci (rys. 4) i lezacy na orbicie o promieniu z maleje wlasnie wedlug tego
prawz, bo wedlug tego prawa maleje kat, pod ktérym widaé luk.

*

Ale — co wszakse Keplera w jego czasach nie musialo jeszcze obchodzié ~
przyciaganie wedlug prawa 1 réwniez wystarczaloby dla uwiezienia wszysthego
na powierzchni planety. Jest tak dlatego, ze pole pod wykresem funkcji &
liczone np. od £ = 1 do miejsca z wzrasta wraz z z nieograniczenie. Pod
wykresem funkcji % miesci sie bowiem (poczynajac od ¢ = 1) ciag nieskoriczony
prostokatéw (patrz rys 6) o polach 5

(1) $:du b

ktérych suma jest nieskoﬁczona.

Dla dowodu tego ostatniego wystarczy zauwazy(¢, ze po wyrazie % nastepuja
dwa wyragy 1 i a po mich cztery wyrazy 1, %, 24

i1 0 sumie w1ekszej niz 2, 7 ig
réwniez o sunue wxgkszej niz §

i tego rodzaju rozlaczne grupy wyrazéw ciagu
(1) o sumach wickszych od % powtarzaja sie w nieskoriczonoéé. Stad suma
wyrazéw ciagu (1) jest meskoriczona Jest to stwierdeenie paradoksalne, bo
wyrazy ciagu (1) maleja do zera. Odkryl je — i tak muiej wiccej je dowodzit -
wspomniany jus Mikolaj z Oresme.

*

O wazrodcie pola pod wykresem funkcjl 1 _ Jiczonego od 1 do z — mozna wszakie
cos dopowwdznec Wprawdzie wzrasta ono wraz z z do nieskoriczonosci, ale duzo
wolme] ni% z: intensywno$é tego wzrostu maleje. Dokladniej: maleje wedhug
prawa L Bo takie jest tempo wazrostu pola w miejscu z, jesh tempo wzrostu
w1elkosc1 ¢ uznaé za jednostajne. Wedlug tego prawa zweza sie strumieni pola,
co jest poprzednim zdaniem tylko powiedzianym inaczej. Argumentujemy
odwolujac sie do wyobrasefi: péiniej — kiedy uméwimy sie jak rozumie¢ tempo
warostu — podamy argumentacje bardziej formalna.

Mimo nieostrej argumentacji samo stwierdzenie jest oczywiste. Natomiast wcale
nieoczywistym jest stwierdzenie, znane matematykom juz w pierwszej polowie
XVII wieku, wedlug ktérego dla uzyskania wzrostéw pola pod %, liczonego

od 1 do z, o ustalona wielko$é, prayrosty wielkosci z trzeba zwielokrotniaé;
inaczej: warosty pola w tempie postepu arytmetycznego uzyska sie, jesli z bedzie
zwiekszane w tempie postepu geometrycznego.
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John Napier v. Neper (1550-1617)
— odkrywca logarytméw — tym
tytulem obdarzyla go potomnosé.
Rekonstrukcje teorii Nepera mozna
znaleZé u J. F. Scotta w A history
of mathematics, London 1975,

str. 127-137.

W Arithmetice univerealis Newtona
poglad na liczbe wylozony jest zaraz na
wstepie tego dajacego si¢ jeszcze dzisiaj
swobodnie czytac¢ dziela zawierajacego
poza tym 60 zadar arytmetycznych

i geometrycznych — stynnych wzadaii
Newtona”; mozna tam znaleZé réwniez
- trudny do znalezienia w obecnych
podrecznikach — sposéb na wyciaganie
pierwiastka kwadratowego.

Oto argumentacja.

Rozwazmy wielkos¢ I(z) wzrastajaca w opisany wyzej sposéb, to jest tak, ze
(2) jelia:a' =b:¥, tol(a) — I(a') = I(b) — I(}').

Funkcje o tej wlasnosci pojawily sie w rozwazaniach Johna Nepera zyjacego
w koricu XVI wieku. Nazwal on je logarytmami.

Logarytm (inaczej: funkcja logarytmiczna) — czy tez logarytmowanie — mialy
w zamysle Nepera sprowadzad trudne w wykonaniu operacje mnozenia i
dzielenia do latwiejszych operacji: dodawania i odejmowania. Kazda funkcja
spelniajaca warunek (2) mogla sluzyé temu celowi.

Podstawmy w (2) b’ = 1. Mamy wtedy b = a : a’, a w rezultacie
a
l(a) = l(d) = I(E) —I(1).

Bylaby to wlasnos¢ znanego nam logarytmu, jesliby {(1) = 0. Przyjmijmy

to zalozenie. Ograniczamy przez to zakres rozwazanych przez nas funkcji
logarytmicznych; nie jest to wszakze ograniczenie istotne, bo wszystkie
rozwazane uprzednio funkcje logarytmiczne uzyskamy z tych specjalnych przez
dodawanie stalych. Przy wspomnianym zalozeniu mamy

3) I(a) - 1(a') = U(2).

Tempo wzrostu funkcji [ w punkcie z otrzymamy — takie nadajemy temu pojeciu
rozumienie — jesli z ilorazem

(4) l(z+h’l—l(x_)

przejdziemy do granicy przy h — 0. Korzystajac miedzy innymi ze wzoru (3)
dostajemy

z+h)—I(z) l(x—‘}:—h) _ 1+ ';') 1
h Y Y Y

co sprowadza, gdy przyjmiemy a = %, nasze zadanie do pytania o granice
wyrazenia
(5) l(l;f-a)
przy a — 0. Wobec (1) = 0, wyrazenie to jest réwne wyrazeniu

{1+ a)=11)

S .
Widzimy wiec, ze granica wyrazenia (5) to nic innego niz tempo wzrostu
funkcji I w punkcie z = 1. Oznaczmy je przez k. Tempo wzrostu funkcji [
w punkcie z wyrazi sie wiec wzorem k- L. Wyrazi sie wzorem

3

8| gy

Jedli przyjmiemy k = 1, co moze by¢ uwazane za réwnoznaczne z przyjeciem
tempa wzrostu w punkcie z = 1 za jednostkowe.

Teraz przypomnijmy, ze to samo tempo wzrostu, to jest i, ma rogwazana
przedtem funkcja wyrazajaca pole pod wykresem funkcji % liczone od 1 do z.

Przyjelismy to wtedy bez dowodu, ale skoro uméwiliémy sie rozumieé tempo
wizrostu funkcji jako granice ilorazu przyrostu funkcji przez przyrost zmiennej,
to dowdd staje sie obowiazujacy.

Scholastycy wieku XIV — Oresme i Calculatores z Oksfordu - ktérym
zawdzieczamy zapoczatkowanie i nadanie ksztaltu nauce o zmiennosci -

nie okreslali tempa zmiany, poslugujac sie tym pojeciem jako pierwotnym.
Przeszlo dwa stulecia minelo, zanim zdecydowano sie na okreélenie tempa
wzrostu jako granicy wspomnianego juz ilorazu. Trudnoécia bylo pojecie
granicy — nawet rozumiane intuicyjnie. Ale wczesniejsza bariera byla mozliwos¢
utworzenia ilorazu dwu wielkosci niekoniecznie ,,tego samego rodzaju”. To
tylko my dzielimy droge przez czas nic przy tym nie myslac. Wedlug Newtona
nalezy w kazdym rozwazanym rodzaju wielkosci wybraé¢ wielko$¢ uznana za
Jjednostkowa i kazda wielkoéé rozwazanego rodzaju zastapié proporcja do tej
wielkoéci jednostkowej. Proporcje sa juz wielkoéciami pozbawionymi mian i nie
ma przeszkdéd w postugiwaniu sie¢ nimi jak liczbami.
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Przedstawiona przez Euklidesa

w ksigdze V Elementdw. Proporcje
Eudoksosa sa usytuowane wsréd
ulamkéw liczb calkowitych tak samo,
jak usytuowane sa wéréd nich liczby
rzeczywiste Dedekinda. Dlatego nie
ma zadnych przeszkdd, by prayjaé. e
8q liczbami rzeczywistymi Dedekinda.
Natomiast co do zbiotu wszystkich
proporcji Eudoksos i Euklides sie

nie wypowiadali; znajac ich niecheé
do wprowadzania niekontrolowanych
wyobrazeniami bytéw, nalezy przyjaé.
ze nie wszystkim liczbom rzeczywistym
sklonni byliby przyznaé status
proporcji wielkodci geometrycznych.

Rys. 7

Teoria proporcji byla wypracowana jeszcze w Starozytnosci przez Eudoksosa, ale
matematyka nowozytna dopiero w wieku XVII byla zdolna do adaptowania jej
dla swoich celéw.

Wréémy do zapowiedzianego twierdzenia:

Tempo wzrostu pola pod wykresem funkcji f — liczone od ustalonego punktu a -
jest w punkcie z réwne wartosci f(z) funkcji f w tym punkcie.

Jest to twierdzenie Barrowa — bezpoéredniego poprzednika Newtona.

Dowdd: Tempo wzrostu pola {w stosunku do tempa wzrostu samej zmiennej z)
jest wartoscia graniczna, przy h — 0, ilorazu
P(z,z+h):h,
gdzie P(z,z + h) jest przyrostem pola pod wykresem funkcji przy przejsciv od =
do z + h. Zalézmy, co robil Barrow, ze f roénie i ze jest ciagla. Mamy najpierw
h-f(z) < P(z,z+h) < h- flz + k),
skad wynika, ze

fla) s Z222B) < o in),

co czyni konkluzje oczywista, bo réznica miedzy f{z + h) i f{z) zanika wraz z h
(to wlagnie znaczy ciaglo$() i przez to wartoscia graniczna ilorazu jest f(z).

Skoro wiec — jak dowiedlismy — pole pod wykresem funkeji L i funkcja
logarytmiczna [(z) maja to samo tempo wzrostu, to powinny by¢ réwne, jeshi
zaniedbaé réinice o skiadnik staly, ktéry na tempo warostu nie ma wplywu.

Ta kenkluzja wynika z ogélnej zasady, ktéra poshugiwali sie juz Oresme

i Calculatores, a ktéra glosila, 7e tempo wzrosta determinuje przyrost samej
wielkodci, a wiec i sama wielkos¢, jesli stan poczatkowy tej wielkodci jest
znany. Zasade te przyjal Newton jako podstawe dla swego rachunku fluksji
i fluent: fluente — strumien wielkosci — mozna odtworzyé znajac fluksje —
natezenie strumienia. Teraz méwimy, ze 7z pochodnej mozna odtworzy¢ f °
i nazywamy to zasadniczym twierdzeniem analizy matematycznej.

' 4
To, ze teraz nazywamy te zasade twierdzeniem, wynika z innego usytuowania

) 7 e 3 .
jej, niz w czasach Newtona, w obrebie samej matematyki, ktérej ukiad twierdzen
zostal diametralnie odwrdcony z uplywem kilku stuleci.

Wréémy do wniosku: pole pod wykresem funkeji ij wzrasta w tym samym
tempie co logarytm Nepera. Znaczy to, miedzy innymi, ze wzrasta wolno:

jeéli np. bedziemy podwajal z, to () bedszie sie swiekszaé o pewna, — zawsze

te sama wielkodé. O jaka? Zwiekszmy we wzorze (3) wielkosé a dwukrotnie;
przyjmujac o = 2a’ dostaniemy I{a) — i{a’} = [(2}. Wartosé logarytmu swickszyla
sie 0 I(2).

2\ s
LB ST
%ﬂ ‘ZWW/TZT’?FT 7
4 2 4

Rys. 8. Wzrosty pola o I{2) uzyskuje sie podwajajac z.

Zwréémy uwage na to, ze w okresleniu logarytmu przes Nepera nie ma mowy
o tzw. zasadzie logarytmu, i ze logarytm nie jest wykladnikiem potegi (o
niczym takim, jak potega, si¢ nie wspomina). Logarytm wyznaczony jest
przez prawo okreslajace jego tempo warostu oraz praez swoja wartesé i
wartosé tempa wzrostu w jednym punkcie {idac za swyczajem poshuzyliSmy
sie punktem 1}.Jeszcze bardziej zastanawiajace jest to, ze tego rodzaju
scholastyczne podejécie do logarytmdéw nie bylo zZadna przeszkoda dla
rozwiniecia rachunkn, chociaz zrobit to dopiero Briggs, nastepca Nepera.
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Sprawdzianem dla prawa grawitacji
bylo wyprowadzenie zeni przez Newtom}
praw Keplera dla ruchu planet.

Chocias oddala to nas od zasadniczego tematu poswieémy mala dygresje
zwiazkowi logarytmu z potega.

Tempo wzrostu logarytmu I(z) w stosunku do tempa warostu zmiennej z jest
réwne 1 - Jeéli by teraz tempo wzrostu logarytmu uznaé za wzorzec (tj. za
Jednostajne), to tempo wzrostu zmiennej z byloby odwrotnosdcia poprzedniego
(lloraz sie odwréc:), tj. byloby réwne z, a wiec réwne samej zmiennej.
Zastanéwmy sie nad funkcja p(y) dajaca zaleinoéé odwrotna do I(z). Jej tempo
wirostu z y jest réwne osiagnigtej juz wielkosci p(y), a réwnoéé (3) przechodzir
w réwnoéé

© 6~ ) = 20

przy czym p(0) = 1 z uwagina (1) = 0.

Wielkosci zmieniajace si¢ wedlug prawa (6) sa znane w arytmetyce. Sa to potegi
t", gdzie zmienna jest n, kt()ra przebiega wszakze jedynie liczby catkowite
dodatnie. Wzért» ™ =t dlan>m>0 jest twierdzeniem arytmetyki.

Przez odpowiednia umowe jest rozciagniety na dowolne liczby calkowite juz bez
wymagania, by n > m. Na mocy tejze umowy t0 = 1.

Funkcje p(y), odwrotna do wczesniej znanego logarytmu, moina wiec uznaé
za rozszerzenie okreslenia potegi t¥ na dowolne y, niekoniecznie calkowite.
Osobnym problemem jest znalezienie podstawy tej potegi. Oczywiscie mozna
to zrobi¢ jedynie dla logarytméw zerujacych sie¢ w 1. Ale to zakladali$my.
Poczynilismy ponadto zalozenie, ie rozwaiany przez nas logarytm ma tempo
wzrostu jednostkowe dla z = 1. Dla tego-logarytmu podstawa jest liczba

=2,71819...,

nazywana czasem na cze$¢ odkrywcy logarytmdw liczba Nepera, chociaz Neper
jej nie znal, co wiecej, znaé nie musial, bo nie wiazal logarytmu z potega, nie
zakladajac jego zerowania sie w 1.

*

Wréémy jednak do Keplera i jego prawa grawitacji. Na sztucznoéé argumentacji
Keplera zwrécil uwage malo znany nam wspélezeénie Boilleaud, ktéry uwazal,

Ze w argumentacji Keplera trzeba wziaé pod uwage pelna przestrzes, a nie tylko
jej plaski fragment - ekliptyke. Prawo grawitacji, wedhlug niego, powinno by¢
wyprowadzone z rozwazan gestosci linii pola w stosunku do powierzchni sfer i,
wobec tego, powinno podlegaé wzorowi Zr. Newton ¢zytal uwagi Boilleauda

i moglo to mieé znaczenie dla sformulowama jego prawa grawitacji, ale dla

uprawomocnienia wzoru z ;1; znalazl bardziej wazkie argumenty.

Bo argumentacja Boilleauda - poza tym, 7e oparta jedynie na wierze

w najogdlniejsze prawidlowodci — mogla byé uwazana za antropomorficzna:
tréjwymiarowosé, ktéra byé moze jest — takiego zdania byt Kant — atrybutem
naszego sposobu postrzegania, zostala uzyta jako argument uzasadniajacy ogélne
prawo przyrody.

*

Wielkosé L ) maleje szybciej niz l, a praca wykonana przeciwko sile grawitacji

zmieniajacej si¢ wedlug tego prawa nie ronie juz nieograniczenie.

Rozumowanie matematyczne prowadzace do tej konkluzji znal Toricelli — uczen
Galileusza, ale nie grawitacja byla motywacja dla jego rozumowar.

Liczyé pole pod wykresem funkcji & —od §=1do £ = z - jest tym samym,

co liczyé objetosé bryly powstalej przez obrét wykresu funkc_u = wokét osi €.
Jest tak dlatego, ze tempa wzrostu obu wielkosci (w stosunku do tempa wzrostu
zmiennej) sa, z dokladnoscia do czynnika stalego, te same. Pierwsze jest réwne
1 na mocy znanego juz nam twierdzenia Barrowa, a drugie jest réwne %, bo
ta.kle jest pole kola powstalego w przekroju rozwazanej bryly z plaszczyzna,
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Rys. 10

Ta regula byla tzw. zasada
Cavalieriego, wedlug ktérej dwie
bryly maja te sama objetosé, jesli ich
przekroje plaszczsyznami réwnoleglymi

do pewnej ustalonej maja te same pola.

Zasada ta moie byé rozumiana jako
szczegllny przypadek zasady Oresme'a
i Calculatores, a wigc i zasadniczego
twierdzenia analizy matematycznej,
jesli pole przekroju traktowad jako
tempo narastania objetosci w kierunku
prostopadlym do plaszczyzn tnacych.
W obecnym systemie analizy
matematyczpej zasada Cavalieriego
jest twierdzeniem. Podobnie obrécone
zostaly w twierdzenia rezultaty
rozwaialt Toricellego i Keplera.

prostopadla do osi ¢ w punkcie z i to pole jest tempem wzrostu objetosci przy
przesuwaniu si¢ wzdluz osi £ w miejscu, gdzie £ = z (mozna si¢ dla dowodu
powolaé na twierdzenie Barrowa adaptowane dla objetosci).

Rys. 9

Przekonad sie o tym, ze objeto$é rozwazanej bryly jest skoriczona, jest
stosunkowo latwo. Ale trzeba na te bryle popatrzeé inaczej, a mianowicie
prayjrzeé sie, w jaki sposéb jej objetoéé narasta wokél osi & na ksztalt sloi
drzewnych majacych forme powierzchni walcowych ulozonych wokét tej osi
koncentrycznie (patrz rys. 10). Tego rodzaju siéj o promieniu % ma dlugoéé

z — 1, rozciagajac sie od plaszczyzny & = 1 do plaszczyzny & = z. Powierzchnia
tego sloja jest wiec réwna

(M 2r-1.(z-1).

Ta wielkodé mose byé uznana za tempo, z jakim bryla bylaby zestrugiwana na
tokarce zmniejszajacej jednostajnie érednice sloi. Promienie sloi zmniejszaja sie
od 1 ku zeru, a wiec zakres ich zmiany jest 1. Tempo zmiany dane wzorem (7)
nie przekracza wielkodci 27, co widaé, jesli doprowadzié wyrazenie (7) do postaci
27 -(1— %) Zaréwno wiec zakres zmiany, jak i jej tempo, sa.ograniczone. Zatem
objetoéé bryly jest skoriczona.

Rezultat mégt by¢ — i byt — uwazany za paradoksalny, bo pole pod 1 jest — iak

_ wiemy - nieskoriczone. Ale i rozumowanie - przyznajmy — bylo dos¢ karkotoniu...

Rozumowania prowadzone w tym stylu byly w poczatkach XVII wieku dos¢
rozpowszechnione. Mistrzem w tego rodzaju rozumowaniach byt Kepler, ktéry

w ten sposéb bezblednie obliczal objetosci beczek wina rozmaitych ksztaltéw. Za
karkolomne uwazal je Cavalieri, ktéry wprawdzie tez postugiwal si¢ ta metoda
obliczen, ale trzymal si¢ przy tym okreslonych regul.

Ilo¢ pracy potrzebna do wyniesienia ciezaru w nieskoiiczono$¢ jest wiec —
jesli przyjaé prawo grawitacji w postaci ;17 - skoniczona. Ale przeprowadzone
rozumowanie nie zdaje sprawy z tego, jak ta praca narasta z oddalaniem si¢
od centrum przyciagania: aproksymacje, ktére robiliémy, sa sztuczne z punktu
widzenia gadania o grawitacji.

Przeprowadzimy inny rachunek - ktérego wszakze przed Newtonem nikt nie
robil - ale ktéry, choé trudniejszy, jest bardziej naturalny i rzuca wlasciwe
$wiatlo na problem.

Zacznijmy od spostrzezenia arytmetycznego. Otz ciag % maleje w tempie, ktére
jest rzedu ;1,— Dokladniej:

1 1 1
n n+l n(n+1)
Naturalnym jest wigc przypuszczaé, ze funkcja i- maleje w tempie ;15-
Rzeczywidcie, jezeli rozwazy¢ iloraz

1_ 1
z z+h
h

prayrostu funkcji 2 od z do = + h przez przyrost h samej zmiennej &, ktéry po
przeksztalceniu ulamkéw jest réwny
1
z-(z+h)

to przechodzac z h do zera dostaniemy 517
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Rys. 11

Widzimy wiec, ze funkcja L maleje w tym samym tempie, w jakim pole pod

>
wykresem funkcji El?’ liczone od ustalonego a do z, wzrasta. Wspomniane

pole (liczone od a do z) i funkcja —1 (zmienilismy znak) sa wiec te same, jesli
zaniedbad réznice o stala. Pole pod funkcja gli liczone od a do z wyrazi sie wicc
wzorem

fres
z
gdzie C jest pewna stala. Ta stala daje sie obliczyé, bo wyrazenie C — j;
powinno znikaé dla z = a (pole jest wtedy réwne 0). Mamy wiec C = (17 i wzér
na pole przyjmuje postaé .

Q|-
|
8| =

Jeéli przejdziemy z z do nieskoriczonosci, otrzymamy i, jako wyrazenie na pole
pod wykresem funkcji EL’ rozciagajace sie do nieskoriczonosci od & = a.

Ziemia przyciaga cialo nie z sila z% (jesli znajduje sie ono w odleglosci  ad
jej centrum), lecz z sila ;’—(,—, gdzie K jest pewna stala (zalezna réwniez i od
rozwazanego ciala). Praca, jaka wykonamy dla wyniesienia ciala z poziomu a
na poziom z, bedzie wiec réwna

K K

)
a £

a do wyniesienia ciala w nieskoriczonosé potrzebna bedzie praca £.

a

AM

R 2R €

Rys. 12

Jedli poziomem, z jakiego wynosimy cialo, jest powierzchnia Ziemi, to
wspomniana praca wyrazi si¢ wzorem
K
ﬁv
gdzie R jest promieniem Ziemi. Zauwazmy teraz, ie przyciaganie ciala, jesli
znajduje si¢ ono na powierzchni Ziemi, jest niczym innym niz cigzarem tego
ciala. Oznaczmy ten cigiar przez Q. Mamy wiec
K
m=-?
a zatem praca potrzebna do wyniesienia tego ciala w nieskonczonoéé, ktéra
wyrazaliémy przedtem wzorem %, wyrazi sie teraz bardziej zrozumialym
wizorem
Q-R.
Jest to taka sama praca, jaka wykonaloby sie przesuwajac przedmiot
z jednakowa sila Q wzdluz drogi o dlugosci R réwnej promieniowi Ziemi.
To powinno wystarczyé, aby daé wyobrazenie o tej wielkosci, np. przez
obliczenie ilosci paliwa potrzebnego do wykonania takiej pracy.

*

I na koniec uwaga ogélna o pracy: jej wielkos¢ nie zalezy wcale od tego,

jak szybko przemieszczany jest przedmiot, tj. od tego ile czasu na to
przemieszczenie zuzyjemy. Czas nie pojawial sie¢ w ogdle, jak dotad, w naszych
rozwazaniach.
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