O kilku ciggowych charakteryzacjach przestrzeni

Jarostaw GORNICKI, Rzeszow

Poznajac nowy fragment matematyki odkrywamy nieznany $wiat. Czesto nie od
razu dostrzegamy jego uroki. Gdy zafascynowani jakim$ pytaniem (problemermn)
lub twierdzeniem zatrzymamy sie nad nim dhuzej, mozemy nie tylko poznaé jego
historig, ale réwniez sami jg tworzyé odkrywajac nowe zaleznosci. Jest to obok

: ; ciekawoéci jeden z gléwnych powodéw, dla ktérego niektdrzy z nas stale daza do
* poznania nowego.

W tym artykule proponuje wyprawe, ktérej celem bedzie podgladanie

= wszechobecnego w matematyce pojecia — zbieznosci, oraz kilku zwigzanych z nim
charakterystyk przestrzeni. Znaczacy w tych badaniach jest wplyw polskiej mysli
matematyczne]j.

1. Wprowadzenie

Nawet w intuicyjnym rozumieniu, stowo zbieZnodé nabiera znaczenia dopiero
wtedy, gdy w danej sytuacji wiemy jak rozumieé okreslenia blisko, daleko.

¢ W matematyce mozemy do tego celu wykorzystaé rodzine wyrdznionych
& podzbioréw danej przestrzeni, tzw. topologie lub mniej skomplikowane narzedzie
' jakim jest metryka — funkcja, ktéra okresla, jak w danym zbiorze mierzymy
; odlegloéé jego elementéw. Pewnym mankamentem jest tutaj dodé oczywisty
i fakt: zbieznosé zalezy od naszego wyboru topologii bad4 metryki. To zagadnienie
; jednak pominiemy. Dla wygody bedziemy przyjmowaé, e w rozwazanych
! przestrzeniach mamy zadane topologie badZ metryki naturalne, np.
i w przestrzeni liczb rzeczywistych R odlegtoéé mierzymy wzorem d(z,y) = |z —y|.

Mamy wigc dany zbidr E i okreslona w nim metryke d. Méwimy, ze cigg
punktéw {z,} C E jest zbiezny do elementu g € F (ma granice g), gdy
5 Ve}OEIpeNVn>p d(wmg) <eg

(w miarg wzrostu numerdw, wyrazy ciagu {z,} coraz bardziej zblizaja sie do
elementu g). Ta definicja jest nam znana ze szkoty.

2. Przestrzenie Banacha

Dalsze rozwazania bedziemy prowadzié w przestrzeniach, ktére w analizie
funkcjonalnej zajmuja wyrdzniong pozycje. Nabraly one ogromnego znaczenia
dzieki wynikom uzyskanym przez matematykdw tworzacych w okresie
migdzywojennym tzw. lwowsks szkole matematycza. Byli to obok Banacha —
Steinhaus, Mazur, Schander, Ulam, Kac, Orlicz, Kaczmarz, Auerbach. W tych
przestrzeniach szczegdlnie wazna role przypisano zbieznoéci. Sa to przestrzenie
liniowe unormowane i zupetne — nazywamy je przestrzeniami Banacha.

Liniowo$é przestrzeni gwarantuje, ze wykonalne s3 w niej operacje dodawania
jej elementéw i mnozenia ich przez liczby (rzeczywiste lub zespolone).

Zupetnoié przestrzeni oznacza, ze kazdy ciag Cauchy’ego elementdéw tej
przestrzeni ma w niej granice (obrazowo: kazdy ciag zbiegajacy w tej przestrzeni
osigga w niej granicg). Przestrzenie te szczesliwie
1) obejmuja bogata klase szczegdlnych przypadkdw, ktére czesto pojawiaja sie
w praktyce matematycznej, :
2) sg naturalnym §rodowiskiem rachunku rézniczkowego, ktéry stanowi podstawe
klasyczne]j analizy,
E . 3) pojawiaja sig ilekro¢ chcemy rozszyfrowaé (np. z punktu widzenia fizyki)
i strukture rzeczywistego $wiata.

3. Zbiezno3¢ w sensie Cesaro

Podane wyzej (szkolne) okreélenie, kiedy uznajemy, ze dany ciag jest zbiezny
nie wszystkich zadowala i nie w kazdej sytuacji jest najlepsze. Mozemy sig na
przyktad uméwié, ze:
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Definicja 1. Cigg {z,} jest (C, 1)-zbiezny do elementu g, gdy nowy ciag
$rednich arytmetycznych {1(z1 + z2 + ... + z,)} jest zbiezny w zwyklym
znaczeniu do elementu g.

Jest to tzw. zbieinosdé sensie Cesdro (jedna z prostszych metod macierzowych
w teorii limesowalnodci).

Nietrudno zauwazyé ze ciag liczbowy {z,}, ktéry jest zbiezny w zwyklym sensie
do liczby g, réwniez jest zbiezny w sensie Cesaro do liczby g [12]. Latwo réwniez
wskazaé ciggi liczbowe, ktére w zwyklym sensie nie sg zbiezne, natomiast sg
zbiezne w sensie Cesaro.

Przyktad 1. Ciag z, = (—1)*, n =1,2,... nie jest zbiesny w zwyklym sensie,
natomiast jest on (C, 1)-zbiezny do 0. Ogélniej, ciag okresowy {z,} C R

o okresie p € N, czyli speiajacy warunek zn4p, = z, dla kazdego n € N, jest
(C, 1)-zbiezny do liczby

1
}-,(mN +EN41 o TNp-1)-

Przyktad 2. Ciag liczb zespolonych {z, 22, 2%, ...} utworzony dla dowolnego
z€{z€C:|z] <1Az#1} jest (C,1)-zbiezny do 0. Mamy bowiem
Lok k41 kbn—1y _ k. L1—2"
n(z +2°T 4tz Y=z "7
gdy n — oco. Na podstawie tej obserwacji, korzystajac z postaci
trygonometrycznej liczb zespolonych stwierdzamy, ze dla ¢ % 0 (mod 27), ciggi
{sin(nep)}, {cos(nyp)} sa (C,1)-zbiezne do 0.

Widzimy wiec, ze poza standardowym spojrzeniem na zbieznosé ciagéw
mozliwe jest okreflenie innych regut, ktére w pewnych sytuacjach moga byé
wygodniejsze. Opisana zbieznoéé sensie Ceséro jest np. mniej ,wrazliwa”
na sporadycznie pojawiajace sie, niewielkie zaburzenie ciagu, niz metoda
tradycyjna. Dzigki temu wicksza iloéé ciagdw jest zbieina w sensie Cesaro.

— 0,

4. Slaba zbieznoéé »

W analizie funkcjonalnej funkcje okreslone na przestrzeniach unormowanych,
ktérych wartosci sg rzeczywiste lub zespolone nazywamy funkcjonatams.

Niech (E, || - ||) bedzie przestrzeniy Banacha i f : E — R funkcjonatem liniowym.
Zbiér wszystkich funkcjonatéw liniowych i ciggtych okrelonych na przestrzeni E
tworzy przestrzen liniowa. Nazywamy ja przestrzenig sprzezong do przestrzeni B
i oznaczamy przez E*.

Jezeli w nowej przestrzeni B* wprowadzimy norme wzorem
£l =sup{lf()| : = € B, ||z]| <1}, f € EY,
to E* staje sie przestrzenia Banacha.
Dla wielu przestrzeni Banacha mozna wskazaé og6lng postaé funkcjonatéw

liniowych i ciaglych, a dzigki temu wyznaczyé przestrzenie sprzezone
(patrz (15]).

Przykiad 3. Dla przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym (-,-), kazdy
funkcjonal liniowy i ciagly f € H ma postaé f(z) = (z, a), gdzie a € H jest -
elementem jednoznacznie wyznaczonym przez funkcjonal f. Pozwala to na
utozsamianie H* z H.
Przykiad 4. Dla 1 < p < 400, w przestrzeni 7, ogélna posta¢ funkcjonatu
liniowego ciagtego jest nastepujaca

o

flo) =) apzs, z=(21,2,,..) €,

=1
gdzie (o, az,...) € €9, pray czym p~! 4 ¢~ = 1. Pozwala to identyfikowaé
przestrzenie £F i 49,
Znajomos¢ przestrzeni sprzezonej E* pozwala niekiedy otrzymywaé informacje

0 same] przestrzeni F. Korzystajac z elementéw przestrzeni sprzezonej E*,’
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mozemy w przestrzeni F, obok zwyklej zbieznosci (zwanej tez zbieznoécia
mocna) ciagu {zn} C B (z — = & ||z, — z|| — 0), wprowadszi¢ inny rodzaj
zbieznoéci — zbieznost staba:
Definicja 2. Méwinmy, ze cigg {z,} C F jest stabo zbieiny do elementu z € F
(zapisujemy to: z, L z), jesli

Vier- f(zn) = f(2).
Oto przyklady ciaggdéw stabo zbieznych. -

Przyklad 5. W rzeczywistej przestrzeni £2 z normga ||z = (21, 22,...)|| =

o 1/2

= (E |mk|2) rozwazmy ciag {en}, gdzie e = (0,...,0,1,0,...) [na n-tym
k=1

miejscu jedynka, a poza tym same zera]. Ciag ten nie jest zbiezny w topologii

wyznaczonej przez norme, bo nie jest ciagiem Cauchy’ego. Jest on jednak

slabo zbiezny do 0. Poniewaz kaidy funkcjonal liniowy i ciagly, okreslony na

rzestrzeni £2, jest postaci f(z) Ok Tk, gdzie & = (o, @, . ..) € £2, wiec
p ? J p
k_.l

o0
f(en) = an — 0, bo szereg 3 |a| jest zbieiny. Zatem f(en) — 0= f(0) dla
k=1

dowolnego f € (£2}*, co oznacza, e en = 0. Jednoczesnie cigg {en} nie jest
mocno zbiezny do 0.

Przyklad 6. Rozwazmy w zwartym przedziale D C R cigg funkeji {sin(nt)}.
Na mocy klasycznego twierdzenia Riemanna-Lebesgue’a dla kazdej funkeji z(t),
catkowalnej w A, zachodzi

lim [ z(t)sin(nt)dt =0.

n—od

A

Innymi stowy, dla kazdego fIkaJonalu liniowego cigglego f w przestrzeni LP(A),
1< 'p < 00, mamy

Jim F(sin(nt) = 0 = £(0),
tzn. ciag {sin(nt)} jest stabo zbiezny w przestrzeni LP(A) do zera.
Ciagi stabo zbiezne maja wiele charakterystycznych wtasnosci:

‘Wtasnoéci ([15]).

(1) Kazdy ciag mocno zbiezny jest takze stabo zbiezny (przeciwna implikacja
jest falszyway).

(2) Jezeli cigg {z,} jest stabo zbiezny do-z, to nie moze by¢ stabo zbiezny do
innej granicy.

(3) Jezeli ciag {zn} jest stabo zbiezny do =z, to kazdy jego podciag tez jest stabo

" gbiezny do z.

(4) Jezeli ciag {zn} jest stabo zbieiny do z, to normy |{z|| sa wspdlnie
ograniczone.

(5) Jezeli ciag {zn} jest stabo zbiezny do g, to

lzll < lim |z

(6) W przestrzeni skorficzenie wymiarowe] staba zbiezno$é jest réwnowazna
mocnej zbieznoéci (oznacza to, ze staba zbieinos¢ nabiera sensu dopiero
w przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych).

(7) (Schur) Staba i mocna zbieznoéé przestrzeni £ sa réwnowazne (choé £* nie
jest skoficzenie wymiarowa).

(8) (Mazur) Jezeli {z,} jest sla.bo zbiezny do z, to istnieje cigg wypuklych
kombinacji liniowych y, = E Qnk * Tk (Cnr > 0 oraz E Ok = 1,

k=1
k=1,2,..,nn=1,2,. )mocnozbleznydoa:

(9) (Ma.zur) Jez'eli A jest niepustym, domkni@tym i wypuklym podzbiorem
przestrzeni unormowanej, {z,} C A iz, = z, to z € A (stabe domkame
gbioru A jest réwne metrycznemu domkmgcm)
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5. Dygresja o zwartoéci

W praktyce nie wymagamy, aby kazdy ciag byl zbiezny, lecz czesto oczekujemy -
spelnienia znacznie skromniejszego warunku:

(I) by ciag {z.} C A zawieral podciag {zn,, } zbiezny mocno (stabo)
w zbiorze A;

lub warunku jeszcze stabszego (a przez to dzialajacego w wigkszym zakresie):

(IT) by ciag {zn} C A zawieral podciag {z,,, } zb1ezny mocno (stabo) w sensie
Cesaro do elementu zbioru A.

Jezeli dla danego zbioru i dowolnego ciggu elementéw tego zbioru speiony jest
warunek (I) z mocna zbieznoscia, to mamy do czynienia z warunkiem — ciggowej
zwartosct zbioru A. Konkurencyjng do niej jest definicja polcryciowa. Niestety,
obie te wlasnoici nie sg tozsame i na ogét zadna z nich nie implikuje drugiej

9, 20] Twierdzenie Tichonowa z 1930 roku (produkt dowolnej rodziny zwartych
przestrzem topologicznych fest przestrzeniq zwartg) przesadza o przewadze
koncepcji pokryciowej, gdyz zwartoéé ciagowa nie przenosi sie na nieskoficzone
produkty kartezjadskie. Jednak w wielu sytuacjach chcemy, aby zwartosé

i zwartos¢ ciagowa byly tym samym. Dzieje si¢ tak, gdy potrzebujemy zbiesnych
podciagéw, badz gdy o ciagach wiemy wiecej, niz o otwartych pokryciach. Na
szczeScie w przestrzeniach metrycznych pojecia te sa réwnowazne.

Kazdy, kto glebiej poznat matematyke, wie jak cudowna wlasnoécia jest

zwartoéé. To dzieki niej wszystko robi sig szybeiej, latwiej i pelniej. Dla

przestrzeni zwartych mozliwe jest wnioskowanie o wlasnodciach globalnych

na podstawie wlasnosci lokalnych. Ponadto dla wielu probleméw przypadek

zwarty jest dobrym punktem wyjscia do rozwazania przypadku niezwartego.

W zwiazku z tym istotny jest problem wskazania prostej i latwej do sprawdzania

charakteryzacji zbioréw zwartych. W przestrzeniach skoficzenie wymiarowych

taks charakteryzacjge mamy (Heine, Borel): zbiér A C R" jest zwarty wtedy

i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony. Niestety, w przypadku ,

przestrzeni nieskoficzenie wymiarowych dotychczasowe osiagniecia dalekie sa od

naszych oczekiwad. Dodatkowo:

— zalozenie zwartosci rzadko wystepuje jako naturalne érodowisko
rozwigzywanych probleméw;

— klasa zbioréw zwartych nie jest wystarczajaco bogata;

- w nieskoficzenie wymiarowych przestrzeniach unormowanych zbiory zwarte sg
brzegowe (maja puste wnetrze).

Zmusza nas to do studiowania innych warunkéw. Z pomoca przychodzi nam
topologia, ktéra choé sama nie jest w stanie rozwigzywaé specyficznych dla

analizy problemdw, to stwarza klimat, w ktérym analiza rozkwita — zamiast
o zbiorach zwartych mozemy méwié o zbiorach stabo zwartych!

Poniewaz z kazda przestrzenia Banacha E w naturalny sposéb zwiazana jest
przestrzen sprzezona E*, wiec z przestrzenia F zwiagzane sa dwie topologie:
— topologia wyznaczona przez norme (i t¢ zazwyczaj mamy na uwadze);

— topologia staba, ktérej podbaze stanowi rodzina

{f7YU): f€E*iU C R jest otwarty}.

Oznacza to, ze w przypadku przestrzeni nieskoficzenie wymiarcwych zamiast
zbioréw zwartych mozemy z powodzeniem rozpatrywaé znacznie bogatsza klase
zbioréw stabo zwartych. Nalesa do niej zbiory, ktére sg zwarte w stabej topologii.

Dla przestrzeni Banacha B mamy usyteczng charakteryzacje
(Eberleina—Smuliana) stabo zwartych podzbioréw:
— podzbiér A C F jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu
{zn} C A istnieje podciag stabo zbiezny do elementu zbioru A;
— w przestrzeniach refleksywnych sbiory niepuste, domkniete, wypukle
i ograniczone sg stabo zwarte.
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Charakteryzacja ta znajduje szerokie zastosowanie m.in. w analizie
funkcjonalnej, w teorii optymalizacji.

6. Przestrzenie z wlasnoscia Banacha—Saksa

Czesto jest tak, ze dokladne rozwigzanie danego réwnania, punkt z, nalesy
do stabego domkniecia ciggu przyblizonych rozwiazai {z,}. Mamy wéwczas

v B & 5 5 ; st ; 5 .
gwarancje istnienia stabo zbieznego podciagu =, — z. Niestety staba zbieznosé
nie jest uzyteczna przy tworzeniu zbieznych algorytmdéw obliczeniowych.
Gdyby to wseystko bylo zanurzone w przestrzeni, w ktdrej dla dowolnego ciggu
spelniony bylby warunek (II) z mocng zbieznoscia, to sytuacja wygladataby
znacznie lepiej ~ wtedy punkt z mozna byloby aproksymowaé za pomocs ciggu .

m

23 %y, o
k=1

Pierwszy rezultat w tym kierunku podali Banach i Saks [4] w 1930 roku
(patrz [8]):

Twierdzenie 1. W przestrzeniach L¥(0,1), 1 < p < +o0, z kazdego ciggu
ograniczonego {fn} mozna wybraé podcigg {fr..} zbieiny w sensie Cesdro, tzn.
dla pewnego f € L(0,1)

1 m
Jim_ ”E > - i =e.
Od tego czasu przyjeto nastepujaca definicje:

Definicja 3. Méwimy, ze przestrzed Banacha (B, || - ||) ma wtasnosé
Banacha-Saksa (B-S), gdy z kazdego ciagu ograniczonego {z,} C E mozna
wybraé podciag zbiezny mocno w sensie Ceséro.

Przestrzenie Banacha z wtasnoscig (B-S) [lub z réznymi modyfikacjami tego
warunku, na przyklad z tzw. stabg wlasnoécia (B-S)] sa nadal przedmiotem
badaii (patrz [1], [7], [8]).

‘W geometrii przestrzeni Banacha wazng role odgrywaja, wyréznione przez
Clarksona w 1936 roku, jednostajnie wypukle przestrzenie Banacha, patrz [10].
Sg to takie przestrzenie (E, || - ||), w ktérych dla dowolnego € > 0,

s50) =int {1 Zlo-+ul: Joll = Il =1, o =3l 26} >

Jak widaé jednostajna wypukiodé przestrzeni ma charakter skoficzenie
wymiarowy — przestrzenie te sg charakteryzowane przez dwuwymiarowe
podprzestrzenie. Méwiac obrazowo, sa to takie przestrzenie, w ktdrych brzegi kul
nie zawierajg splaszczen, odcinkéw, dzidbkéw — kule sg wystarczajaco gladkie

i okragte. Takimi sg np. przestrzenie Hilberta, klasyczne przestrzenie £°, LP,
1<p<4oo.

Znaczenie przestrzeni z wlanoscia (B-S) wzrosto, gdy pojawily sie nastepujace

rezultaty: ‘

(Rok 1938) Kazda jednostajnie wypukla przestrzeri Banacha ma wlasnodé (B-S)
[11]; :

(Rok 1963) Przestrzenie Banacha z wtasnoScig (B-S) sq refleksywne [14] (inne
dowody podali J. Diestel {1975), D. van Dulst (1978));

(Rok 1972) Istniejq refleksywne przestrzenie Banacha bez wtasnosci (B-S),
przyktadem jest tzw. przestrzeri Baernsteina [3]. (Dla przestrzeni tej
zachodzi interesujgce zjawisko: ma ona zlg strukture geometryczna
z klasycznego punktu widzenia — nie jest sciéle wypukla, ale
jest niemal jednostajnie wypukta {18] i ma dobrg, strukture
geometryczng, gdy patrzymy na nia przez pryzmat warunkéw
zwartoéciowych [5].)

Od 1965 roku, kiedy to pojawilo si¢ ponizsze twierdzenie, nastapit intensywny
rozwé] teorii punktéw stalych (patrz [10]):
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Twierdzenie 2. Kaide odwzorowanie T : C — C okreslone na niepustym,
domknietym, wypuktym, ograniczonym podzbiorze jednostajnie wypuktej
przestrzeni Banacha, ktére spetnia warunek nieoddalania

|To-—Ty| < ||z —y]| dlaz,y e C
ma punkt staty.
Wyrazamy to krdcej, méwiac: jednostajnie wypukte przestrzenie Banacha majg
wtasnodé punktu statego. .
Jeden z najistotniejszych probleméw teorii punktéw statych jest nastepujacy:
czy przestrzenie refleksywne majg wtasnosé punkiu statego? Ze wagledu na duzg
réznorodnoéé przestrzeni, ktére spelniaja warunek refleksywnoécl, zagadnienie
to wydaje sie bardzo trudne. Dotychczas uzyskano szereg rezultatéw w wezszych
kiasach przestrzeni, ktére sugerujg odpowied? twierdzaca. Jednak dla wielu klas
przestrzeni refleksywnych problem jest nadal otwarty. Migdzy innymi istnieje
przypuszczenie, ze prawdziwa jest (nierozstrzygnigta od wielu lat) nastepujaca
hipoteza:
Hipoteza. Przestrzenie Banacha z wlasno$cig Banacha—Saksa majg wlasnosé
punkty statego.

7. Przestrzenie z wlasnoscig Opiala

Dla wielu zagadnied nie tylko istotne jest wiedzieé, czy istnieje rozwigzanie, ale
réwniez to, jak je wyznaczy¢. Z podobna sytuacja mamy do czynienia w teorii
punktéw stalych. Wiele twierdzeni tej teoril ma charakter egzystencjalny — patrz
Twierdzenie 2. Jednym z podstawowych probleméw tej teorii jest wskazanie
mocno lub stabo zbieznych ciagdw aproksymujqcych punkty state. Dla ciggu
kolejnych przyblizen,

Eﬂ+1=T$n, n=0,1,2,...,

zalozenie nieoddalania (jesli pomingé kontrakcje) nie gwarantuje zbieznoéci,

o czym mozemy sie przekonaé rozwazajac odwzorowanie 1" bedace obrotem kota
jednostkowego na plaszczyznie wokét poczatku ukladu wspélrzednych. W tym
przypadku dla zbieznosci ciagu konieczne sg dodatkowe zalozenia! Problem
zbieznosci (mocnej i stabej) ciagu kolejnych przyblized

Gon =0 =0l
lub jego modyfikacji
Tpnp1 =0 -Zp,+{1—a) Tz, n=01,2,... dla dowolnego « € (0,1),
dyskutowali z powodzeniem m.in. Browder i Petryshyn [6] (patrz [17]).

W 1967 roku Opial {16], studiujgec problem stabej zbieznosci powyzszych ciagéw,
podatl elegancki dowdd nastepujacego rezultatu:

Twierdzenie 3. Niech C bedzie niepustym, domknietym, wypuktym podzbiorem
przestrzent Hilberta, T : C — C odwzorowaniem nieoddalajgeym z niepustym
zbiorem punktdw statych.

(1) Jezeli T jest asymptotycznie reqularne, izn.
Jim. 177+ s — T™z|| = 0 dlo kazdego = € C,
to dla kazdego © € C cigg
Tppr =To,, n=012,...
jest stabo zbiesny do punktu statego odwzorowania T'.
(i} Dla kazdego o € (0,1) ¢ kazdego z € C cigg
Togi =0 By (1 oy s Toyy w0, 1,205
jest stabo zbieiny do punktu statego odwzorowania T.

W uzasadnieniu istotna role odgrywata odkryta w przestrzeniach Hilberta
wtasnoéé stabej granicy:
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{*) dla dowolnego ciagu {z,} C E stabo zbieznego do = € E i dowolnego y # z,
y € B, mamy

lm ||z —z|| < lm [z. —y].
n—oo n—oo

Dowdéd. Granice wystepujace w warunku (*) sg skoficzone i nieréwno$é wynika
Ze WzOoru
2n —yll = llon —z+ 2 —yl| =
= [lon — 2]l + ||z — yll + 2Re(zn — 2,2 — y),
gdzie ostatni sklanik zmierza do 0, przy n — co.

(Warunek () mozemy tes sformulowaé nastepujaco:
lim [[zn]| < lim [iz+ o,
— 00 n—oo

dla kazdego « # 0 i kazdego ciagu {z,} C F takiego, ze z, = 0.)

W tej samej pracy Opial wykazal, ze warunek (*) jest niezalezny od wielu
dotychczas studiowanych wlasnosci — nie spelniaja go przestrzenie P,
1 <p < +ooip#2 W zwigzku z tym przyjeto nastepujaca definicje:

Definicja 4. Méwimy, %e przestrzef Banacha (F, || - ||) ma wlasnoéé Opiala, jesli
spelniony jest w niej warunek (%).

Obecnie wiemy, ze wéréd klasycznych przestrzeni Banacha przestrzenie £7,
1 <p < +oo (£ nie jest refleksywna) maja wtasnoéé Opiala.

Jednoczesnie odkryto (Gossez, Lami Dozo), e refleksywne przestrzenie Banacha,
ktére maja wtasnosé Opiala, posiadajg dobra strukture geometryczng w postaci
struktury normalnej (patrz [10}). Gwarantuje to, ze refleksywne przestrzenie
Banacha z wlasnodcig Opiala majg wtesnodé punkiv statego. W ostatnich latach
rozpoczgto badanie nieskoriczenie wymiarowych odpowiednikéw klasycznych
pojeé geometrycznych, np. niemal jednostajnej wypukloéei, patrz [10].

W zwiazku z tym, w 1992 roku Prus [19] zaproponowal rozwazanie silniejszego
warunku od wlasnoéci Opiala, tzw. jednostajnej wlasnoéci Opiala, ktéry to
warunek speiniajg m.in. przestrzenie Hilberta, przestrzenie £2 (1 < p < +00).

Méwimy, ze przestrzeri Banacha ma jednostajng wlasnoéé Opiala, jeéli dla
kazdego ¢ > 0 istnieje takie r > 0, ze
147 < lim [z + z,|]

n—ed
dla kazdego 2 € F z [|z|| > ¢ i kazdego ciagu {z,} C E, z, L 0, dla ktérego
- lim floa] 2 1 |
n—ro

Mozemy to réwniez wyrazi¢ w terminach funkeji vz, zwanej modutem Opiala
(13]: przestrzedi Banacha ma jednostajng wiasnosé Opiala, jesli rg(c) > 0 dla
kazdego c > 0, gdzie

re(c) = inf{ lim |lz + z.| — 1}
n—oco
i infimum jest brane po wszystkich z i {z,} okrelonych wyzej.

Dzigki tym pojeciom i wypracowanym metodom lepiej poznajemy strukture
badanych przestrzeni. Ponadto uzyskane wyniki z powodzeniem sa stosowane
do badania punktéw statych, patrz [2], [13], [19], [21].
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