Liczby p-adyczne,
czyli §wiat prawie dyskretny

Witold WIESLAW, Wroctaw

Jezeli siegnaé do jakiegokolwiek wspélczesnego podrecznika teorii liczb, np. do
polsko-rosyjskiej koprodukcji: Z.I. Borewicz, I.R. Szafarewicz [2], to mozna tam
znalezé nastepujaca definicje: _
Niech p bedzie ustalong liczbg pierwsza. Rozwazmy zbiér wszystkich ciagdw
(z1,22, %3, ...) o wyrazach calkowitych, takich ze
‘ Tn = Ty (modp™'} dla kazdego n > 2.
Dwa ciagi ¢ = (z,) 1 3’ = (z},) uwazamy za réwne zgodnie z nastgpujgcym
okregleniem _
z=2 & z,=sz, (modp®) dlakaidego n>1.

Klase réwnowaznosci ciggu wzgledem tak okredlonej réwnoéci nazywamy liczbg
p-adyczng catkowitq i oznaczamy (T,).
7 podanej wyzej definicji wynika, Ze za z; mozna przyjat liczbe 0 < z; < p, oraz

za=z1+ap, 0<a1 <p

T3 = Ty + Gep” = T3 +a1p+ agp®, 0K az <p

Tp =) + @10+ 020 + ...+ 8u1p™ Y, 0 < anoy < p.
Jezeli przyjaé dla elegancii ag = z1.(0 < ag < p), to liczba p-adyczna catkowita
{z1, T2, . . .) reprezentowana jest przez ciag

(a0, 80 + a1p, a0 + a1p + azp®, .. ),

. gdzie wszystkie a; spelniajg warunek: 0 < a; < p. Mozemy wigc liczbg (zn,)

traktowaé formalnie jako wyrazenie
ao+a1p+a2p2+....

W zbiorze liczb p-adycznych calkowitych (z,) definiujemy dziatania, okreélajac
je na reprezentantach:

dodawanie: {(Zn) + {Yn) = (Tn + ¥n)

munozenie: {Zn) : (Yn) = (Tn¥n)-

Nie wymaga duzej rutyny sprawdzenie, ze tak okredlone dzialania s3 poprawne,
tzn. nie zaleza od wyboru reprezentantéw @, i y,. Ponadto
zbidr liczb p-adycanych catkowitych jest piericieniem catkowitym wzgledem
powyzszych dziatar
(tzn. jest to pierdcied przemienny, z jednodcia, bez dzielnikéw zera). Pierscien
ten tradycyjnie oznacza sie przez 4, i nazywa piericieniem catkowitych liczb
p-adycznych. Taka definicje podal Kurt Hensel w 1907 w ksiazce Zahlentheorie
[5]. O pierwszej definicji Hensela z 1897 powiemy pézniej.
Poniewaz pierécief Z, jest przemienny i nie ma dzielnikéw zera, wiec z jego
elementéw mozna w zwykly sposob tworzyé utamki. Nazywamy je liczbami
p-adycznymi, a ich zbiér oznaczamy przez Qp.

Jelinp. z =pV(bg +bip+bp? +...), 0< by <p, 0 < by < g dlag =1, 800
to 2= = p~N(by + bip + bop® + . ..) 1. Okazuje si¢, ze ciag odpowiadajacy
mianownikowi daje si¢ zapisaé w postaci ¢g + c1p + cop® +..., 0 < ¢; < p, co # 0,
(bo jest elementem odwracalnym piercienia Zp), co oznacza, ze

kazda liczba p-adyczna a € Q, ma postaé

1 a=p*(co+ap+eop®+...),

gdziea €Z,0<c;<pdlaj>0;c#0dlaa#0.
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Podobnie, jak w przypadku zwyklych utamkdéw utworzonych z liczb calkowitych,
zbidr Qp liczb p-adycznych jest ciatem,
jeli tylko na utworzonych utamkach wykonywaé zwykle dzialania.

‘We wspomnianej ksiazce [5] Hensel uzywat zapisu topologicznego. Liczbe (1)
zapisywatl jako

a=p—lm~y,,
gdzie v, =p%(co+ 1P+ ...+ cpp™). Jednak byt to tylko formalny zapis.

Inng definicje podat matematyk wegierski Kiirschak, bardzo zastuzony dla
wegierskich olimpiad matematycznych. Kiirschak po raz pierwszy zdefiniowal
ciato z wartoscig bezwzgledng. Funkcje | | : K — Ry z ciala K w zbiér R,
nieujemnych liczb rzeczywistych nazwal wartodcig bezwzgledng, gdy

1 |z|>0 dla zs£0; [0]=0,

2. |y = |=|lyl,
3. +z[<1+]q,

dla dowolnych elementéw z,y € K.

Kazda warto$¢ bezwzgledna | | w ciele K definiuje metryke wzorem

d(z,y) = |z —yl.
0 przyklady metrudno Oczywiscie R i C ze zwykla wartoécia bezwzgledns sa,
ciatami z wartoécia bezwzgledns. Bardziej wyrafinowany przyklad to funkcja | |,
zdefiniowana jako

_ |zlg = lo(=)],
gdzie | | jest zwykia wartoécia bezwzgledna w C, a g automorfizmem ciata C,
réznym od identycznodci i sprzezenia. Takie automorfizmy istniejg i jest ich
tyle, ile wszystkich funkcji z C w C, tzn. 2°. Ciato C = Q(B)(A), gdzie B jest
bazg przestepng C nad Q, (tzn. maksymalnym zbiorem elementéw algebraicznie
niezaleznych nad Q, a wigc takich, miedzy ktérymi nie zachodzi Zadna relacja
algebraiczna ze wspétczynnikami z Q), a A zbiorem elementéw algebraicznych
nad cialem Q(B). Dowolna permutacje (tzn. bijekcjg) zbioru B przediuza sig do
automorfizmu ciala C, co wymaga troche technik algebry, ale sam pomyst jest
prosty. Automorfizm g przeksztalca R w gesty podzbiér C — trzeba wiedzieg,
ze jezeli g(R) = R, to g jest identycznoécig na R (udowodnit to Darboux [3]
w 1880). A wige g(z + 4y) = g(z) + g()g(y) = = £ 4y, bo g() = i. Jesli wiec
g nie jest identycznoécia ani sprzezeniem, to g(R) nie jest podzbiorem R, a wiec
istnieje ro € R, takie ze g{rg) € R. Zbiér {a+bry:a,b € Q} lezy gesto w C,
a wiec tym bardziej g(R) lezy tam gesto.

Inny przykiad to p-adyczna wartosé bezwzgledna w Q. Ustalmy liczbe pierwsza, p.
Dowolng niezerows liczbe wymierna = mozna jednoznacznie zapisaé w postaci

a
(2) o=p2,
gdzie o, a,b € Z i ab jest wzglednie pierwsze z p. Teraz juz mozna okreslié
p-adyczna wartosé bezwzgledng w Q:
(3) 0] =0; |z|,=p dla < postaci (2).
Okazuje sig, ze | |p nie tylko jest wartoscia bezwzgledna, ale nawet speinia
warunek mocniejszy niz 3:
(4) |z +ylp < max(fz]p, lylp)-
Jest to tzw. nierdwnodé ultrametryczna.
Trywiclng wartos¢ bezwzgledng w ciele definiuja warunki: [0} =0, |a| =1 dla
a # 0. Wyznacza ona topologie dyskretna.

Juz'G. Cantor (1872), E. Heine (1872) i Ch. Méray (1869) nauczyli
matematykéw, jak definiowaé liczby rzeczywiste poprzez uzupelnienie przestrzeni
metrycznej liczb wymiernych wzgledem zwyktej topologii (por. [13]-[15]).
Hausdorff na poczatku XX wieku nauczyl tego dla dowolnych przestrzeni
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metrycznych. W tej sytuacji Kiirschak mégl juz swobodnie zastosowaé znang
konstrukeje do ciala z wartoicia bezwzgledna. Uzywajac wspéiczesnego jezyka,
konstrukcje Kiirschaka mozna okre§li¢ nastepujaco:

uzupetnieniem (K, | |}~ ciata K z wartoscia bezwzgledng | | nazywamy pierécieri
ilorazowy C/I, gdzie C jest pierécieniem ciggéw Cauchy’ego z K wzgledem | |,
a I idealem w C zlozonym z ciggéw zbieznych do zera. Cialo K zanurza sie
izomorficznie w cialo K:

zw (z,z,z,...), zEK.

Wartoéé bezwzgledns, | | przedtuza sig z K na K: jeseli ¢ € K,
z = (z1,Z2,...) + I € C/I, to definiujemy
(5) Io= Jim fool
Definicja wartosci bezwzgledne] w E jest poprawna — nie zalezy od wyboru
reprezentanta (z,). Jezeli bowiem (y,) jest dowolnym reprezentantem z, to
Zp = Tn — Yn dagy do zera: |z,] — 0. Zatem

[Zn| = [tn + 20| < |yn| + |2n],

[yn] = |Zn — 2a| < |20} + |2al,
skad wymnika, Ze lim,_, 00 |Zn| = My 00 [¥n], © ile te granice istnieja. Poniewaz
jednak
(6)
wiec ciag liczb rzeczywistych |z,| spelnia warunek Cauchy’ego w R, zatem
jest zbiezny, skad wynika poprawno$é definicji (5). (Zewnetrzne kreski po lewej
stronie nieré6wnoéci (6) oznaczaja zwykla wartosé bezwzgledna w R).

ol = [2ml| < l2n = Zml,

Okazuje sig, ze

1° K leiy gesto w K

2 (K,|[) jest zupe&nq przestrzeniq metryczng.

Kiirschak [6] zauwazyl, ze

ciato Qp liczb p-adycznych jest uzupelnieniem Q wzgledem p-adycznej wartodcs
bezwzglednes | |p.

Ostrowski dowiddt, ze

zwykta wartodé bezwzgledna | | ¢ p-adyczne wartosci bezwzgledne sq jedynymi
nietrywialnymi 1 nierdwnowaznymi wartosciami bezwzglednymi w Q.

(Dwie wartoéci bezwzgledne sg rdwnowazne, jezeli definiuja ta sama topologie).
Mozna wiec liczby rzeczywiste 1 p-adyczne uwaéaé za réwnoprawne obiekty

skonstruowane z tego samego zbioru Q liczb wymiernych, tylko przy pomocy
innej wartoéci bezwzglednej.
Przedledsmy jeszcze inna konstrukcje liczb p-adycznych. Niech Z/NZ oznacza
pierscieri reszt modulo N (N > 2). Jezeli M dzieli N, to odwzorowanie

Z/NZ — Z/MZ daneprzez z+ NZw+— c+ MZ
jest homomorfizmem pierécieni. W szczegdlnosci, biorac za N kolejne
potegi liczby pierwsze] p, otrzymujemy nieskoiiczony cigg pierscieni i ich
homomorfizméw
(M . "R zprz szt S B 72027 B T /pZ = T,
Granicg odwrotng systemu (7) jest
li‘El(Z/p“Z, Pa) ={E= (ol o o) 1806 /0", Pal8a) = Bu a2 2}
Ale

Qon(w'n.) = Tn _+_pn—1z = ZTn-1 _{_pn—l.z’

czyli
(8) Tpn = Tp_1(modp™ ') dla kazdego n €N, n>2.
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Zatem
Zp = lim(Z/p"Z, pn), coyli Zp C I z/pz.
n=1
Kazda z przestrzeni (skoficzonych) Z/p"Z jest dyskretna, a wiec zwarta, tzn. ¢,
sg funkcjami cigglymi. Z twierdzenia Tichonowa wynika, ze produkt [[ Z/p"Z
jest przestrzenia zwarts. Zatem Z, jest tez zwarta, bo pn, sg funkcjami cigglymi.

Na koniec jeszcze raz to samo, ale prosciej.
Rozwazmy pierScied Z liczb calkowitych i rodzine ideatéw I, = p™Z, n > 0, gdzie
p jest ustalong liczba pierwsza. Przyjmijmy B = {I, : n > 0} za baze otoczetr
zera w pewnej topologii 7, definiujac baze B, otoczen punktu a € Z przez
przesuniecia zbioréw In:

Bo={a+I,: n>0}=a+B.
Poniewaz I, sg ideatami w Z, wiec

1) L+IL,.Cly,
2) I.I,cClI,, anawet I,ZCI,.

Ponadto

3) nnzo I, = (0}.
Z warunku 1) wynika ciagloé¢ dodawania w zerze, z 2) — ciaglo$é mnozenia
w zerze, a 3) oznacza, ze T, jest topologia Hausdorffa. Zatem (Z, 7,) jest
piericieniem topologicznym, a rodzina zbiordw B okresla strukture przestrzeni
jednostajnej w Z. Liczby p-adyczne caltkowite mozna teraz zdefiniowaé jako
uzupelnienie tej struktury w sensie topologicznym:
Z, = (Z, %)

‘W kazdej sytuacji, kiedy buduje sie, a potem bada jakis obiekt matematyczny,
powstaje pytanie, czy nie pojawia si¢ on gdzies indziej, w innym kontekscie?
Podamy tu dwa przyklady, w ktérych w naturalny sposéb pojawiajg sie liczby
p-adyczne catkowite.
Niech G = Cpes oznacza zbidr wszystkich pierwiastkéw stopnia p™ z 1, gdzie
p jest ustalong liczba pierwsza, a n przyjmuje nieujemne wartosci catkowite.
Zatem Cpeo jest suma wstepujacego ciagu grup cyklicznych

Cpccpz CCpa c...cCpn Ccpn+1 o
Mozemy przyjat, ze Cpn jest generowane przez gp == e2i/P"  tan. Cpn = (gn).
Rozwazmy zbiér End (&) endomorfizméw G, tzn. zbiér wszystkich
homomorfizméw f G w G:

f: GG, flmy)=f(z)f(y) da z,y€C.
Jezeli grupa G jest abelowa, to End (G) jest pierécieniem wzgledem dzialas:
fg — mnozenie endomorfizméw, (fg)(z) = f(z)g(z), jako dodawanie
w pierscieniu,
f o g — superpozycja endomorfizméw, (f o g)(z) = f(g(z)) jako mnozenie
w pierécieniu End (G).
Niech f € End (G). Poniewas homomorfizm nie podwyzsza rzedu elementu, wiec
f(gn) = g~ dla jakiego$ 0 < a, < p™. Poniewas g7 = 1i ogdlnie: gf ., = g, Wige
f(g;-}-l) = f(gn), skad wynika, ze ‘
o T an:-'ih = gp", t2n. ani1 = an(modp™).
Zatem, jezeli f,g € End(G), to mosna im przyporzadkowaé ciagi
fr(on,02,...), onp =an(modp™), n2>1,
g (ﬁl;ﬁm . '): ﬁn+l = ﬁn(mOdpn)r n 2 1
Jezeli endomorfizmowi f przyporzadkowany jest inny cigg (o),
fr(o,ah,...), to an =0of, (modp™) dla n > 1. Poniewas
(£f9)(9n) = f(9n)g(9n) = grmghm = guntPr,
(f 0 9)gn} = £(9(gn)) = f(gfin) = (ghn)*n = g,
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wiec
fg—(ay+ B2 + B2, ),
fog—(aifr,azfs, .. .),

tzn. endomorfizmy grupy G = Cp mozna uwazaé za catkowite liczby p-adyczne:

End (Cpee) == Zp.
Niech p i ¢ beda dowolnymi liczbami pierwszymi, F, — cialem reszt modulo p,
a F, jego algebraicznym domknigciem. Niech F, bedzie zbiorem tych elementéw
5 € Fp, ktérych wielomian minimalny nad F, jest stopnia ¢ dla jakiego$ n,
tzn. [Fp(z) : Fy] = ¢ Wiadomo, e grupa Galois Fp(z) nad Fp jest Cgn: ;
Gal (Fp(z)/Fp) = Cgn.

Wykorzystujac rézne fakty z algebry, jak réwniez teorig Galois dla

nieskoficzonych rozszerzef algebraicznych cial, pochodzaca od Wolfganga Krulla

(1928), mozna dowies¢, ze topologiczng grupg Galois Fg nad Fy, jest Zg:
Gal (Fy/F,) = lim Cpn = Z,.

Niech w dalszym ciggu p bedzie ustalona liczbg pierwsza.

Twierdzenie. Niech F € Z[X1, ..., X,]. Kongruencja

9) F(zy,...,2,) =0 (modp™)
jest rozwigzaing w Z™ dla kazdego N > 1, wtedy i tylko wiedy, gdy réwnanie
(10) F(ml,...,mn)=0

ma rozwigzanie w Z3.
Dowéd wykorzystuje zwartosé pierscienia Z, i postaé liczb p-adycznych.
(«<) Zalézmy, ze réwnanie (10) ma rozwiazanie w liczbach 4, ..., An € Zy:
A; = agj) +a{15)p+agj)p2 S i +a,‘$;"‘)1nIc +...,

gdzie 0 < aij ) < p dla kazdego j, k. Jezeli a,z oznacza sume k 4 1 poczatkowych
sktadnikéw napisanych powyzej, to

Aj=aj (modp®) dla k>1
Stad:

0=F(Ay,..., An) = Flask, - .- ank) (modp®), k=1

(=) Niech dla kazdego N > 1, (asgN), "y :J:SLN)) € Z™ bedzie rozwigzaniem
kongruencji
(11) F(m&N), o 5520y =0 (modp™).
Poniewasz mgN) € Zy, a Zy jest zwarte, wiec istnieje podciag Ny, dla ktérego ciag
m&N") jest zbiezny do jakiego$ a1 € Zp. Z tych samych powodéw ciag mgN"},

k > 1, zawiera podciag zbiezny do pewnego ag € Zp. W podobny spos6b
(N}

znajdziemy podciag ciagu zn ' zbieiny do jakiego$ a, € Zy. Przypusémy
(dla uproszczenia zapisu), ze ciggi mgN), ceey a;EIN) sg zbiezne w Z,. Poniewaz

wielomian jest funkcja ciagly w topologii p-adycznej, a podzielnos¢ przez
dowolnie duze potegi p oznacza w tej topologii zbieznosé do zera, wiec z (11)
wynika, ze
: N N
Pla; o o580) = Nh_{an(xg ) sy =o0.

Oryginalny pomyst Hensela [4] z 1897 sprowadzat sie do udowodnionego
twierdzenia. Hensel pisal:

Rozwazmy teraz takie réwnanie tylko jako kongruencje wzgledem dowolnie duzej
potegi pM rzeczywiste] liczby pierwszef p jako modutu (przynajmniej dla

M = 10.000). Zachodzi wéwczas twierdzenie:

Kongruencja F(X) =0 (modp™) posiada dokladnie tyle pierwiastkdw, jaki
jest jej stopien, bez wzgledu na to, jak duzy bedzie wyktadnik M, a kaidy zn
pierwiastkéw X1, Xa, ..., Xn tej kongruencji mozna rozwingé w szereg potggowy
utworzony z rosngeych poteg p, w ktdrym co najwyzej skoriczenie wiele wyrazéw
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poczgtkowych posiada wyktadniki ujemne. Ogdlnie, wszystkie te rozwiniecia
wzgledem poteg p maje wykiadniki catkowite, tzn. mozna je zapisaé nastepujgco:

A, A_

X= +...+T1+A0+Aw+...;

1

dla tych liczb otrzymuge sie wiec doktadnie takie same rozwiniecia, jok dla funkcji
algebraicanych w otoczeniu punktu regularnego.

Dszié liczby p-adyczne uzywane sa w wielu dziatach matematyki, m.in. w teorii
liczb, algebrze, geometrii algebraicznej, geometrii diofantycznej etc.

Przed trzydziestu laty van der Bli i Monna [1] zaproponowali — motywujac to
odpowiednio — ugycie przestrzeni Qp w fizyce zamiast przestrzeni euklidesowej
R™ Normg w Qp okresla sig wzorem

|lzl| = max(|z1]p, - - ., |2nlp), gdzie ©=(21,...,2.) € Q}.
Obecnie modele p-adyczne sg czesto stosowane w fizyce; powstaly na ten temat
monografie, np. [8].

O roli liczb p-adycznych w matematyce moze chociazby §wiadczyé fakt, ze
dowéd Wielkiego Twierdzenia Fermata, podany przez Andrew Wilesa w 1995
roku, wykorzystuje w istotny sposéb reprezentacje p-adyczne grup Galois.

Artykut [9] zawiera informacje o analizie p-adyczne]j. Elementarny wyktad
cial z wartoécia bezwzgledng mozna znalezé w [10]. Dalsze wlasnosci cial liczb
p-adycznych wraz z ich uogdlnieniami opisane sg w [11] i [12].
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