O zliczaniu

Kilka zadan kombinatorycznych — Czeéé II

Wojciech GUZICKI, Warszowa

Czesé pierwszg tego wykladu zakoficzylismy rozwiazaniem klasycznego zadania
o zamienionych listach. Otrzymaliémy tam wzér na liczbe D, sposobéw takiego
zamieniania listéw, by zaden z nich nie trafit do wtadciwej koperty. Wzér
okreslajacy Dy za pomocs n mozemy tes otrzymaé w inny sposéb, korzystajac
z tzw. zasady wlaczen i wytaczed. .

Zasada wlaczenl i wylaczed mdéwi nam, ile elementéw ma suma zbioréw
skoficzonych. Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnych dwéch zbioréw skoniczonych
A i B prawdziwy jest wazdr:

JAUB|=|A|+|B|-|ANnB|.

Z tego wzoru tatwo wyprowadzié podobny wzér dla trzech zbioréw A BiC:

[AUBUC|=
=|A|+|BUC|-]AN(BUC)| =
= [A|+[B[+[C|-|BNC|-[(ANB)U(ANC)| =
=4[+ |B|+|C|~|BNC|~|ANB| - |ANC|+|(ANB)N(ANC)| =
=|4|+|B|+|C|-|ANB|-|ANC|~ |BNC|+|4nBnC].

Mamy zatem:

[AuBuO[:|.4]+[B|-|-IO|-lAnB[—]AnG|—]BnG‘]+|AanG|.

Podobny wzdr jest prawdziwy dla zbioréw A1, As, ..., A, Jest to tzw. zasada
wilaczen 1 wylaczen. A oto sam wzér:

[As VAU UAdy| =8 — 8o 48— Sd... 4 (=18,
gdzie '
S = Z Ai, NN Ay

i1 <o g

Zastosujmy teraz zasade whaczed i wytaczell do wyprowadzenia wzoru na liczby
D,. Musimy jednak najpierw uscisli¢ zadanie. Pamigtamy, ze listy i koperty
zostaly ponumerowane. Niech 7{) oznacza numer koperty, do ktérej trafit list
o numerze <. Kazdy sposéb wlogenia listéw do kopert okredla w ten sposéb
pewng funkcje m ze zbioru {1,2,...,n} w ten sam zbiér. Poniewas rézne

listy trafiaja do réznych kopert, wiec funkeja 7 jest réznowartodciowa; jest

wiec permutacja zbioru liczb od 1 do n. Interesujg nas przy tym tylko takie
permutacje , kiére maja nastepujaca wlasnoéé:

m(i) #1 dla wszystkich i € {1,2,...,n}.

O takich permutacjach méwimy, ze nie maja punktéw stalych. Liczhba i, dla
ktérej 7() = 4, nazywa sig bowiem punktemn stalym permutacji 7. Chcemy
zatem wyznaczy¢ liczbe permutacji zbioru n-elementowego, ktére nie maja
punktéw statych. Wiemy, ze wszystkich permutacji jest n!. Wystarczy zatem
znalez¢ liczbg permutacii, ktére maja choé jeden punkt staty.
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Oznaczmy przez A; zbiér tych permutacji, dla ktérych 4 jest punktem statym:
Ai={m:x{i)=1i}.

Chcemy zatem znalefé liczbg elementéw zbioru A; U Az U -..UA,. Korzystamy

'z zasady wiaczen i wylaczer. Mamy wtedy:

Ay NAN...NA, ={r:7w() = i Am(is) =da A... Aw(ig) = ir},
skad od razu wynika, ze |4;, N Ai, N...N A, | = (n— k). Zatem

Si = Gf) (n — &)L,

)

Ay U4y U.. UAn] =Y (~1)+* (”;) (n — kL.

k=1

Stad otrzymujemy wzdr

Teraz odejmujemy otrzymana 1iczbqﬁ od nl:

D, =nl+ i (—1)F+1 (:) (n— k)l =

=nl+ ki; (~1)* @ (n—k)l = :go (~1)F G:) (n— k).

To daje nam inng postaé wzoru na Dy,:

Zauwazmy jeszcze, ze

Po podstawieniu do powyzszego wzoru 1 wyciagnieciu n! przed znak sumy
otrzymamy znany wazdr:

W podobny sposéb zasada wiaczend 1 wylaczel pozwala wyznaczyé liczbe funkeji
z jednego zbioru skonczonego na drugi. Zajmiemy sig wiec teraz problemem
zliczania funkcji. Bedziemy zajmowaé sig funkcjami
Forlly % oo ynd —2 [L By
Zajmiemy sig najpierw wszystkimi takimi funkcjami. Kazda wartosé f(4)
funkcji f moze byé wybrana na m sposcbéw. Jest n takich wartodci. Proste
zastosowanie prawa iloczynu pokazuje, ze istnieje m™ takich funkeji. Podobne
rozumowanie pokazuje, ze istnieje
ml

m(m—l)(m—Z)-...-(m—n-I—l): m
takich funkeji réznowartodciowych. Wyznaczenie liczby funkeji ,na” wymaga jus
zasady wiaczen 1 wylgczer.

Oznaczmy przez Rg(f) zbidr wartosci funkeji f. Nastepnie niech
Ai={f:1 ¢ Rg(f)}.
Witedy oczywiscie A;; N...NA; ={f:41,...,1 € Rg(f)}, czyli
Aby Now DAz, = {F ¢ Rg(l) © {12505 oy} \ {81500 i} }o
Zatem
|4s, N N A | = (m—k)"
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i proste zastosowanie zasady wiaczen 1 wylaczen daje
n
AL U U A= (1) (:) (m — k)™
g k=1 s

Po odjeciu obu stron ostatniej réwnosci od m™ otrzymamy wzdr wyrazajacy
liczbg $n,m funkcji ze zbioru n-elementowego ,na” zbiér m-elementowy:

s = 3 (<1 (;") (m—E)".

k=0

Nastepnie zajmijmy si¢ funkcjami rosnacymi. Zauwazmy, ze funkcja rosnaca
jest jednoznacznie wyznaczona przez swdj zbidr wartodci. Liczba takich funkeji
jest wiec réwna liczbie n-elementowych podzbioréw zbioru m-elementowego,
czyli (7). :
Wreszcie wyznaczymy liczbe funkeji niemalejacych. Niech wige f bedzie funkejs
niemalejaca. Definiujemy funkeje g wzorem

9(#) = f() +i-1.
Fatwo sprawdzié, ze funkcja g jest rosnaca oraz
g:{1,2,...,n} — {1,2,...,m+n—1}
Odwrotnie, z kazdej takiej funkeji rosnacej g mozemy zrobié niemalejaca, funkcje
f ktadac
FE)=g@) —i+ 1.
Zatem liczba funkeji niemalejacych ze zbioru liczb od 1 do n w zbidr liczb od 1

do m wynosi
m+n—1
n :

T¢ liczbe funkcji niemalejacych mozna tez wyznaczyé dzigki bardzo przydatnej
ilustracji wspélczynnikdéw Newtona. Pokazuje ja nastepujace zadanie. Mamy
sie¢ prostopadltych ulic. Cheemy obliczyé, na ile sposobéw mozemy dostaé
sig z punktu A do punktu B pod warunkiem, ze poruszamy sie wytacznie

- ,w prawo” i ,do géry”. Ponizszy rysunek pokazuje przyktadows sieé takich
ulic. Zauwazamy, ze sieé ta jest prostokatem podzielonym na wiele mniejszych
kwadratéw. Przyjmijmy za jednostke diugodci bok takiego kwadratu. Nasza
sie¢ ma zatem 7 jednostek diugoéci w poziomie i 6 jednostek dtugodci w pionie
{prostokat ma diugosé 7 jednostek i wysokosé 6 jednostek).

B

A
Przykladows droge pokazuje nastepny rysunek:

11



Kazda taka droga sklada sie z pewnej liczby jednostkowych odcinkéw poziomych
(w naszym przykladzie jest 7 takich odcinkéw) i pewnej liczby jednostkowych
odcinkéw pionowych (na rysunku mamy 6 takich odcinkéw). Latwo zauwazyé,
ze kazda dopuszczalna droga jest wyznaczona jednoznacznie przez podanie
kolejnodci, w jakiej przechodzimy odcinki poziome i pionowe. Inaczej mdéwiac,
okre§lamy droge wskazujac, ktére z 13 odcinkdw majg byé poziome lub
réwnowaznie, ktére majg byé pionowe. Ogdluie, jedli nasza sieé¢ ma wymiary

n X m, tzn. ma n jednostek w poziomie 1 m jednostek w pionie, to droge
okreslamy podajac, ktdre z n + m przebywanych odcinkéw maja byé poziome.

To oczywiscie mozemy zrobié na (“':m) sposobdw. Zatem mamy wzdr:

n+m)

Liczba drég z punktu A do punkiu B = (n :m) = ( m

Ten sposéb zliczania drég pozwala latwo udowodnié wiele wzoréw dotyczacych
wspotczynnikéw Newtona. Popatrzmy na nastepujacs sybuacje. Dana jest sieé
ulic majaca n jednostek w poziomie i m + 1 jednostek w pionie. E.acznie mamy

zatem
n+m-+1
7

drég prowadzacych z A do B. Wybierzmy jedng taks droge. Popatrzmy na
punkt C znajdujacy sig na przedostatniej (liczac od dotu} ulicy, z kidrego
przechodzimy pionowo na ostatnig ulice. Taki punkt C na tej drodze jest
wyznaczony jednoznacznie przez te warunki. Oczywidcie dla réznych drég
potozenie punktu C bedzie rézne. Na rysunku mamy przyktadowe polozenie C
wraz z zaznaczonym kofcem drogi:

B

A
Jedli punkt C lezy na k-tej (liczac od lewej strony) uiicy, to z punktu A do

punktu C prowadzi
E—14m
k—1

drég. Liczba k moze sig zmieniaé od 1 (gdy punkt C lezy na pierwszej ulicy) do
n+ 1 (gdy punkt C lezy na ostatniej ulicy). Pordwnujac liczbe wszystkich drég
z punktu A do punktu B z liczba drdg przechodzacych przez wszystkie mozliwe
punkty C, otrzymujemy wzdr

(n+m+1) _"Z"‘:l (k—l+m
n —k=1 k-1 )’

ktéry po zmianie granic sumowania przybierze postaé:

()01

k=0

Dla przykladu udowodnimy w ten sam sposéb jeszcze jeden wzér, znany nam juz
z wezesniejszych rozwazan:
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W tym celu rozwazymy sie¢ kwadratowa o boku diugosci n jednostek (na
naszym rysunku bedzie fo 7 jednostek). Kazda droga z punktu A do punktu B
mausi przechodzi¢ przez pewien punkt C' lezacy na przekatnej kwadratu.

B

A
Zauwazmy, ze jedli punkt C jest odlegly od punktu A o k jednostek (liczac
odleglodé wylacznie w poziomie), to istnieje () drég z A do C. Wynika to stad,
e kazdy punkt przekatnej jest przeciwlegtym do A wierzcholkiem prostokata
o wymiarach k X (n — k). Podobnie istnieje (}) drég z C do B. Kazda droga
z A do B przechodzaca przez C powstaje z dwéch niezaleznie wybieranych drdg:
z Ado Ciz C do B. Zatem jest (1‘)2 takich drég. Wystarczy teraz zsumowaé te
liczby ze wzgledu na k, by otrzymaé zadany wzdr. _
Powréémy do problemu zliczania funkcji niemalejacych. Funkcje niemalejace ze
zbioru {1,2,...,n} wzbiér {1,2,...,m} mogs byé przedstawione na naszej sieci
drég:

0 1 2 3 4 5 6 7T

W tym przykladzie mamy n = 6 oraz m = 7. Funkcja przedstawiona na rysunku
przyjmuje nastepujgce wartodci:

F) =2, f(2)=f(38)=f(4) =3, f(5)=4, f(6)=5.
Zauwazamy; ze pogrubione skrzyzowania ulic tworza wykres tej funkcji.
Poniewaz funkcja f jest niemalejaca, mozna wykredlié droge, ktéra przechodzi
przez te skrzyzowania, ktére naleza do wykresu. Popatrzmy na taks droge:

T

[

5
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Poczatkiem tej drogi jest punkt o wspétrzednych (1,1), koficem za$ punkt

o wspélrzednych (7,7). Droge tworzymy w ten sposéb, ze kazdy punkt wykresu
jest poczatkiem poziomego odcinka drogi i otrzymane w ten sposéb odcinki
poziome taczymy odcinkami pionowymi. Ostatnie odcinki pionowe dochodza do
punktu (7,7). Zauwazmy, ze w ten sposéb mozemy reprezentowaé tylko funkcje
niemalejace. Odcinki pionowe musza przebiega¢ wylacznie ,do géry”, czyli kazda
nastepna warto$é funkeji musi byé niemniejsza od poprzedniej.

Mozna zastanowié sie, dlaczego dodajemy te ostatnig pionows ulicg. Otz

w przeciwnym przypadku musieliby$my kofczyé droge na tym poziomie, na
ktérym narysowaliémy ostatni odeinek poziomy. Otrzymane w ten sposéb drogi
koficzytyby sie w réznych punktach i trudniej byloby je zliczal. Musieliby$my
skorzystaé z jakiego§ wzoru pozwalajacego sumowaé wspSiczynniki Newtona.
Przyjety sposéb reprezentacji funkcji za pomoca drég pozwala utozsamié kazds,
funkcje -

Fi{1,2,...,n} — {1,2,...,m}

z droga prowadzaca od punktu (1,1) do punktu (n+1,m). Stad od razu wynika,
7e takich drég jest ("TTH).

Zamiast zliczaé funkcje
fi{1,2,...,n} — {1,2,...,m}
mozemy réwniez zliczaé funkcje 7
f:{1,2,...,n} — {0,1,...,.m—1}

Mianowicie kazdej funkeji f o wartosciach w zbiorze {1,2,...,m} odpowiada
dokladnie jedna funkcja g o wartodciach w zbiorze {0,1,...,m —1}, okre$lona
wzorem g(z) = f(z) — 1. Réwniez odwrotnie, kazdej takiej funkcji g odpowiada
dokladnie jedna funkcja f, okreélona wzorem f(z) = g(z) + 1. Przyktadows
droge odpowiadajaca takiej wlagnie funkeji g przedstawia nastepny rysunek:

7

i

5

0 1 2 3 4 & 6 7T

Rozwiazemy jeszcze jedno zadanie dotyczace zliczania funkeji. Policzymy
mianowicie, ile jest funkeji niemalejacych

f:{]-:za"'l:ﬂ'} _*{172:--'1“‘}

takich, ze f(z) £ z dla kazdego z. Zgodnie z tym, co zauwazyliSmy wyzej, takich
funkeji jest tyle samo co funkeji

f:{12,...,n} — {0,1,...,n—1}

speliajacych dla kazdego z warunek f(z) < . Takie funkcje mozemy
reprezentowaé za pomoca drég przebiegajacych caly czas ponizej ,przekatnej”,
tzn. zbioru skrzyzowan o wspéirzednych postaci (£,4). Przyktad takiej drogi,
odpowiadajacej funkeji :

£:{1,2,3,4,5,6} — {0,1,2,3,4,5},
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obejrzymy na rysunku:

0 1 2 3 4 5 6 7

Musimy wiec zliczyé wszystkie drogi od punktu (1,0) do punktu (n+ 1,n — 1)
i przechodzace caly czas ponizej przekatnej. Zrobimy to tak, ze od liczby
wszystkich drég odejmiemy liczbe tych drdg, ktére przechodzag przez ktdérys
punkt przekatnej. Wszystkich drég jest oczywiscie (2’.‘; 1). Kazda taka droga
sktada sig bowiem z n odcinkéw poziomych i n — 1 odcinkéw pionowych. A ile
bedzie drég, ktére przechodza przez ktéres skrzyzowanie lezace na przekatnej?
Popatrzmy na taka drogs:

7

6

5

0 1 2 3 4 5 6 7

Ta droga sklada sig z dwéch czgdci. Pierwsza czedé, to fragment od punktu (1,0)
do pierwszego punktu lezacego na przekatnej. Nie ma przy tym znaczenia, czy
ten punkt odpowiada wartosci funkcji (tak jak to jest na naszym rysunku), czy
tez jest to tylko skrzyzowanie na pionowej drodze laczgcej poprzedni poziomy
odcinek z nastgpna wartoscia funkeji lezacs ponad przekatna. Druga czesé drogi
to fragment od pierwszego punktu na przekatnej do kofica drogi. Pierwsza czeé
drogi odbijemy symetrycznie wzgledem przekatnej. Ten odbity fragment, wraz

z druga czeScia drogi, tworzy droge od punktu (0,1) do punktu (n+1,n—1).
Kazdej drodze rozpoczynajacej si¢ w punkeie (1,0) i przechodzacej przez
przekatng odpowiada wige droga rozpoczynajaca sig w punkeie (0,1). Nietrudno
zauwazy¢, ze 1 na odwrét: kazda droga od punktu (0,1) do punktu

(n+1,n — 1) musi przej$é przez ktéreé skrzyzowanie na przekatnej i zatem
powstaje przez odbicie symetryczne z pewnej drogi poprowadzonej z punktu
(1,0) i przechodzace]j przez przekatna. Popatrzmy na przyktad takiego odbicia
symetrycznego: : ‘
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Zatem liczba drég przechodzgcych przez przekatng wynosi (2;‘_;11) Kazda
taka droga sklada si¢ bowiem z n + 1 odcinkéw poziomych i n — 2 odcinkéw
pionowych. A wiec liczba drdég prowadzacych z punktu (1,0) do punktu
(n+1,n — 1) i nie przechodzacych przez przekatna wynosi

n—-1 2Zn—1y 1 2n

( n ) - (n+1> —m(n)
Ostatnie zadanie kombinatoryczne, ktérym bedziemy sie zajmowaé, polega na
zliczaniu podzialéw zbioru na réwne czesci. Przypudémy, ze dany jest zbidr
mn~-elementowy. Cheemy wiedzied, iloma sposobami mozemy podzielié go na m
zbioréw n-elementowych. Kazdy taki podziat. mozemy latwo otrzymaé z pewnej
permutacji catego zbioru mn-elementowego. Mianowicie jako pierwszy zbidr
podzialu bierzemy zbidr skladajacy sie z elementdéw stojacych na pierwszych n
miejscach, jako drugi zbiér bierzemy zbiér elementéw stojacych na nastepnych
n miejscach itd. Oczywiscie ten sam podzial otrzymamy z réznych permutacii
catego zbioru. ;

Liczbe podziaiéw wyznaczymy dzielac liczbe wszystkich permutacji przez
liczbe permutacji dajacych ten sam podziat zbiorn. Wszystkich permutacii
jest oczywiscie (mn)!. Ten sam podzial otrzymamy z permutacji rézniacych
sig porzadkiem elementéw w kazdym bloku n-elementowym oraz rézniacych
sig porzadlkiem tych blokéw. Kazdy blok n-elementowy mozemy uporzadkowaé
na n! sposobéw. Takich blokéw jest m, wiec tacznie mamy (n!)™ sposobéw
uporzadkowania elementéw wewngtrz kazdego bloku. Wreszcie mamy m)!
sposobdéw uporzadkowania tych m blokéw. To ostatecznie daje liczbe (n!)™ - m!
permutacji wyznaczajacych ten sam podszial zbioru. A zatem liczba podziatéw
Wynosi
(mn)!
(nhm - ml’

Otrzymujemy stad wasny wniosek. Poniewas liczba podzialéw zbioru jest liczba
catkowita, wiec

(nl)™ - m!| (mn)!.

Otrzymany wniosek pozwoli nam atwo rozwiazaé nastepujace zadanie
teorioliczbowe (XLIII Olimpiada Matematyczna, zawody III stopnia, zadanie 6):

(k!)k2+kfl.:[ (};;3)1

Najpierw podstawimy m = n = k ir ofréyﬁamy
(R - k1] ()L,
czyli
(RS | (k)L
Nastepnie podstawimy m = k? oraz n = k i otrzymamy
(B*" - (B2)! | (6L,
taczac ze sobg ostatnie dwie zaleznosci tatwo otrzymamy
(1)F - (R | ()1,
czyli ostatecznie ' '

(R LB,
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