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Twierdzenie Stokesa z osobliwo$ciami

Maciej SKWARCZYNSKI, Warszawa

1. Uwagi wstepne

Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego na prostej R méwi, ze dla kazdej
funkeji F € C*[a, b] catka z rézniczki dF = F'(z)dz jest jednoznacznie okreglona
przez wartodci przyjmowane przez F' na brzegu odcinka [a, b]. Mianowicie

(L) f dF = F(5) - F(a).
. o

Przy przejiciu do przestrzeni kartezjariskiej o wigkszym wymiarze, np.

do przestrzeni R® (wazne] ze wzgledéw empirycznych) sytuacja staje sie
bardziej ziozona. Pojawiaja, sig catki objgtosciowe (po obszarze przestrzennym
V ograniczonym powierzchnig 8V), catki powierzchniowe (po placie
powierzchniowym S ograniczonym linig 05}, calki kraywoliniowe (po segmencie
Iinii wyznaczonym przez poczatek P i koniec @). Dla kazdej z tych catek
matematycy poszukiwali analogii z wzorem (1). Nietrywialne i ogdlne rezultaty
otrzymal M. Ostrogradski w r. 1831. Podal on wzér sprowadzajacy pewien typ
catek objetodciowych do catki powierzchniowej,

a 8 )
@ [ (ﬁ + 20, a—ﬁ) dosdordsy = [ fidsados — fodedas + fodarda,
v ov

a takze wzdr sprowadzajacy pewien typ catek powierzchniowych do catki
krzywoliniowej

(3) ] (% - ?_f_z) dzadzs — (% - Qf—l) dzydzs + (% - %) dzidze =
s

53’}2 31!3 3331 3E3 3E1 (9932
= f fidey + fodss + Foilty.
a8s

Uzupelnieniem wzoréw (2) i (3) jest (raczej oczywisty) wzér sprowadzajacy
krzywoliniows, caltke z résmiceki
oF OF oF
dF 1= — — S
| e das + Bivg dxo + Bas dxs
do réznicy wartosci przyjmowanych przez F w punktach Q i P
oF oF oF

L

Szczegdlne przypadki wzoréw (2) i (3) mozna znalesé w pracach Gaussa z lat
1813 1 1830. W dalszym ciagu (dla ustalenia terminologii) bedziemy nazywaé (2)
wzorem Gaussa, a (3) wzorem Ostrogradskiego. W 1854 wzér (3) pojawit

sig jako zadanie na konkursowym egzaminie organizowanym corocznie przez
G. Stokesa dla najlepszych studentéw uniwersytetu Cambridge. Wszystkie te
wyniki sg szczegélnymi przypadkami abstrakcyjnego twierdzenia znanego jako
twierdzenie Stokesa. Twierdzenie to stosuje sig w szczegdlnosci do gladkich
podrozmaitoéci M C R* bez osobliwego brzegu sM. Niedawno S. Lang
uogélnit twierdzenie Stokesa na podrozmaitosci, ktérych brzeg osobliwy jest
ndostatecznie maty”. Otwarty stozek w R® (patrz rysunek) jest praykladem
takiej podrozmaitodci. Dowdd twierdzenia Langa jest tematem obecnego
wyktadu.

2. Catka z formy rézniczkowej

Wyrazenia podcatkowe we wzorach (2), (3), (4) sg przykladami form
rézniczkowych. Nic dziwnego — wspélczesne pojecie formy rézniczkowe]
wyrosto ze studiowania klasycznych wzoréw catkowych. Rezygnujac z wnikania
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w techniczne szezegbly przedstawimy pragmatyczne wprowadzenie do teorii form
rézniczkowych.

2.1. Rozmaitoéci rézniczkowe. Rozmaito§é rézniczkowa n-wymiarowa jest
to.przestrzef topologiczna X lokalnie izomorficzna z przestrzenia kartezjafisks
R"*. Lokalnie, tj. w otoczeniu wspélrzednoéciowym U, polozenie punktu p

na rozmaitoéci X mozna (tak jak w R™) opisaé n-wyrazowym ciagiem liczb
rzeczywistych z(p) = (z1,. .., Zn). Méwimy ze z(p) (p € U) jest lokalnym
ukladem wspéirzednych. Otoczemu wspbirzednodciowemu U C X odpowiada
wéwezas otwarty zbiér (U) C R™. Jeshi A : R® — R™ jest afinicznym
automorfizmem, to Az(p) (p € U) jest takze lokalnym uktadem wspdirzgdmych.
Na ogét (inaczej niz w przypadku przestrzeni R™) przy rozpatrywaniu
rozmaitodci X nie mozna poprzestaé na jednym otoczeniu wspéirzgdno$ciowym
i jednym lokalnym ukladzie wspéirzednych. Méwimy, ze rozmaltosc X jest

. gtadka, jedli kazda odpowiednio$é miedzy ciagami (ua, - . i(vey...,Vn)
opisujacymi ten sam punkt w réznych lokalnych ukladach Wspolrzqdnych jest
gtadkim dyfeomorfizmem. Méwimy, ze gtadka rozmaitosé X jest zorientowana,
jedli kazdy tak otrzymany dyfeomorfizm ma dodatni jakobian.

2.2. Pojecie formy rézniczkowej. Dla nieujemnej liczby r € Z zbiér form
résniczkowych stopnia 7 na rozmaitoéci X bedziemy oznaczaé symbolem A”(X).
Podkreslamy, ze réwnosé dwu form zachodzi wiedy, gdy kazdy punkt rozmaitosci
ma otoczenie wspéirzednoéciowe, na ktérym obie formy sg réwne. Ten ostatni
warunek mozna latwo sprawdzié, bo na otoczenin wspdirzednodciowym

kazda forma n € A™(X) ma nastepujace formalne przedstawienie okreSlone
jednoznacznie przez wybdr wspélrzednych lokalnych (21, ..., T

(5) o= Y Bagadu . du
i€ <. <ipZn '

2.3. Calka z formy rézniczkowej. W dalszym ciggu zaktadamy, ze X jest
gtadka rozmaitoscig zorientowana. W szczegéinym przypadku, gdy r dmX =mn,
suma (5) sprowadza sig do jednego sktadnika n = hdz; ...dz, o wspélczynniku
h. Talézmy, ze n > 0, t.j. Ze wspdtczynnik ten jest funkcja nieujemna (niezaleznie
od wyboru lokalnego uktadu wspéirzednych). Jesli figura Fo C M zawiera sig

w otoczeniu wspélrzednoéciowym U (z lokalnymi wspétrzednymi (z1,. . .,%s)),
to przyjmujemy

(6) /7?:= f h{z)dzy...dz
P (o)

Jesli F jest sumg rozlacznych sktadnikéw Fj (7 =1,2,...,1 1 calka po kazdym
skladniku Fj jest okreélona wzorem (6), to przyjmujemy

(7) /n~2[

i=1p,

Na koniec, jesli B C M jest dowolna figura mierzalna, to

© [r=gm [

gdzie calki po prawej stronie sg obliczane zgodnie z wzorem (7). Dowodzi

sie, ze caltka (8), jako funkcja zbioru catkowania E, jest miarg nieujemna na
o-algebrze mierzalnych podzbioréw rozmaitodci X; miare te bedziemy oznaczaé
takze przez . Jedli warunek n > 0 nie jest spelniony, to mozemy rozpatrzeé
zwigzane z i formy 51, 07, |n| odpowiednio o wspélczynnikach ht, A, |h]
(zwiazek ten ma miejsce przy kazdym wyborze otoczenia wspélirzgdnosciowego
i wspétrzednych lokalnych.) Jesli [7](E) < oo, to méwimy, ze i jest calkowalna
na E; przyjmujemy wéwczas, ze

(9) f n = 7 (B) — In~|(B)-

B
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Zamiast dla =(p), warunek (15) mozna
sprawdzaé dla Tz(p), gdzie T jest
automorfizmem afinicznym

3. Rachunek form rézniczkowych

3.1. Pierscien form rézniczkowych. Istnigje wyrazna analogia migdzy
wielomianami stopnia r a formami rézniczkowymi stopnia r. Suma prosta

(=]
(10) A(M) = P AT (M)

r=0
ma naturalng strukturg pierécienia. Jednakze mnozenie w A(M), zwane
mnozeniem zewngtrznym i oznaczane niekiedy symbolem A (wedge product),
jest na ogél nieprzemienne. W dalszym ciggu symbol A bedziemy pomijaé,

-aby nie przecigzat oznaczen. Jednomian h;,, ..., ki dz;, ... dz;_ jest iloczynem

funkeji hj,, ..., hy, (formy stopnia zero) i r form pierwszego stopnia dz;y ...dz;, .
Zmiana kolejnoéci dwu jednorodnych form e, 8 € A(M) moze spowodowaé co
najwyzej zmiang znaku iloczynu zewnetrznego, zachodzi bowiem podstawowy
wazdr ‘

(11) fo = (—1)EtXsth g,

W szczegblnosci mnozenie form stopnia pierwszego jest antyprzemienne.
3.2. Operator rézniczki zewnetrznej. Rozpatrzmy podalgebre

Ar(M) C A(M) zloiong z form, ktérych wspélezynniki (w kazdym lokalnym
uktadzie wspéirzednych) sa funkcjami klasy C*). Istnieje doktadnie jeden
lokalny operator liniowy d : Ay (M) — Ag(M) (tzw. operator rézniczki
zewnetrznej) o nastepujgeych whasnosciach:

(a) dla formy h stopnia zero (funkcji) zachodzi réwnoéé

12 | dh = zn: (a_i{h) da;,

i=1
(b) dla formy stopnia 7 o przedstawieniu (3) zachodzi réwnoéé
dn = S dhyy .. da,

1< <. <inn
Z wlasnoéci tych mozna wyprowadzié nastepujaca przydatna tozsamosé dia
jednorodnych form o, 8 € A; (M) :

(14) ' d(af) = (da)B + (—1)**a(dp).

3.3. Obraz wsteczny formy. Rozpatrzmy gladkie rozmaitoéci ¥, X oraz
gladkie odwzorowanie ¢ : ¥ — X Istnieje doktadnie jeden homomorfizm
pierScieni @™ : A(X) — A(Y) przemienny (na A; (X)) z operatorem rézniczki
zewnetrzne] i taki, e ©*f = f o ¢ dla kazdej funkcji f € A°(X). Méwimy ze *w
jest obrazem wstecznym formy w przy odwzorowaniu ¢. Sktadaniu odwzorowas
gladkich odpowiada skladanie odwzorowan indukowanych: (p 0 P)* = ob* o *.
Oczywiscie (id)*w = w. Ostatnia réwnosé pozwala latwo dokonaé zamiany
zmiennych w lokalnym przedstawieniu formy rézniczkowej. Mozemy wiec

tatwo stwierdzié, czy dane przedstawienia lokalne w dwu réznych uktadach
wspéirzednych pochodzg od jednej i tej samej formy rézniczkowej. Tym samym
okreflenie formy rézniczkowej (dla potrzeb obecnego tekstu) mozna uznaé za
kompletne.

4. Podrozmaitosci w R

4.1. Definicja podrozmaitosci. Podzbiér M rozmaitoéci X nazywarmy
podrozmaitosciq s-wymiarowg, jesli mozna go pokryé otoczeniami
wspoirzednosciowymi w X o nastepujacej wlasnodci: w kazdym otoczeniu
U z rozpatrywanego pokrycia mozna wybraé lokalny uktad wspélrzednych
T1,...,Tn, taki Ze

(15) UNM = {peU;z(p) € R° x {0}**}.

Z powyiszego okredlenia wynika, ze podrozmaitodé s~wymiarowa M C X
ma naturalng strukfure rozmaitosci. s-wymiarowej. Pray tym zbiory (15) sa

otoczeniami wspéirzednoéciowymi w M. Jako uklad lokalnych wspélrzednych
w U N M mozna przyjaé z,. .., Tn.
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Nasze rozwazania zilustrujemy przyktadem. Niech X = R3. Skorzystamy ze
wspolrzednych sferycznych 7, ¢, i z analogii geograficzhej: niech M oznacza
obszar na sferze r = 1, w ktérym szerokoéé geograficzna —m /4y < w/4 spelnia
warunek M. Wykazemy, e M jest dwuwymiarows podrozmaitoscia. W tym celu
wystarczy rozpatrzet pokrycie M dwoma otoczeniami wspéirzednosciowymi

(16) U'={r>00<¢p<2r—7m/4d<tp<m/4},

(17) U'={r>0,-r<p<m,—w/4<y <w/4}.
Otoczenia te speiniajg warunek (15), mianowicie _
(18) U'n M ={p €U @) @) rp) - 1) e B x {0}},
(19) U0 M ={p € U"; (%(p), p(p), r(p) — 1) € R* x {0}}.

4.2. Brzeg regularny M i brzeg osobliwy sM

Pojet tych nie nalezy myli¢ z brzegiem topologicznym. Brazeg regularny

8M podrozmaitoéei M sktada sie z tych punktéw w M \ M, dla ktérych
istnieje otoczenie wspélrzgdnodciowe U z lokalnymi wspéirzednymi 4, ..., 2
spetniajacymi warunek

(20) UNM ={peU;z(p) € (0,+00) x R*" x {O}“'s}

(21) UNM = {p e U;z(p) € [0,+c0) x B! x {0}"~°}.

‘Widact stad, ze

(22) UNOM = {p e U;z(p) € {0} x R°" x {0}**}.

Z (22) wynika, ze brzeg regularny M ma naturalng strukture podrozmaitodci
o wymiarze s — 1. Otoczeniami wspdlrzednosciowymi w @M sa zbiory (22).
(Jako lokalne wspéirzedne w otoczeniu (22) mozna przyjaé za,...,zs.)

Mozna sprawdzié, ze je§li M jest rozmaitoéciy zorientowana, to M jest takse
rozmaitodcig zorientowana. Méwimy, Ze orientacja brzegu regularnego M jest
indukowana przez orientacje podrozmaitodci M. Zilustrujemy te pojecia na
przykladzie dwuwymiarowej podrozmaitodci M w R® rozpatrzonej w poprzednim
punkcie. W przyktadzie tym narost M \ M jest suma dwu okregéw

Cy :={¢Y=mw/4} i C_ = {¢ = —m/4}. Sprawdzimy, 2e 6M = CL UC_.

W tym celu rozpatrzmy nastepujace otoczenia wspolrzednosiciowe w R

(23) Uy = {p e U'4(p) > 0}, Uy == {p e U";9(p) > 0},
(24) U’ = {p e U's4(p) <0}, U{ :={p e U";4(p) < 0}.
Sprawdzamy z tatwoscig, ze

U;nM:{peU+,( — 0,7 1)(p o+oo)><R><{o}}
(25)

UinM:{peUg;(Z—¢,p, 1)(p o+oo)><Rx{o}}
a takze
- U’_ﬂMz{peU’_;(%—l-?/),tp, 1) (0, +oo)><Rx{0}}

Uan:{peUf;(g+¢,go,r—1) () € (0,+oo)xRx{0}}.

Jest jasne, ze kazde z otoczen (23), {24) spetnia (dla n = 3, s = 2) warunki (21)
i (22). Otoczenia te pokrywaja M \ M, wigc tym bardzie] pokrywaja mniejszy
zbiér M. Poniewas

m

U;naﬂ/f={peU;; (p)=1,0‘<sa(p)<27r,r(p)=1},
Ui oM = {p e Ul 4(r) = 5T <) <mr(p) =1},
U’_nBM:{peU’_;1/)(P)=—g:0<90(P)<2W;T(P)=1}’
UﬂnaM={peUf;¢(P)=—g,—W<‘P(P)<TxT(P)=1}:

wigc w rozpatrywanym przykiadzie M = CL UC_ = M \ M.

(27)

Brzeg osobliwy sM podrozmaitosci M definiujemy jako (na ogét niepuste)
dopelnienie brzegu regularnego M do narostu M \ M. Mozna wykazaé, e sM
jest zbiorem domknigtym.
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4.3. Twierdzenie Stokesa. Dowdd abstrakcyjnego twierdzenia Stokesa

(por. R. Narasimhan, Analysis on real and complex manifolds, North-Holland,
Amsterdam 1968) wykorzystuje gladki rozklad jedynki i twierdzenie Fubiniego.
Nastepujacy wariant odnosi sie do rozpatrywanej przez nas sytuacji

Twierdzenie 1. Niech M C R® bedzie gtadks zorientowana, S-Wymiarows,
podrozmaitodcia (1 < s < n). Zaldsmy, ze forma w € A5—1 (R™) ma zwarty nosnik,
rozlaczny z brzegiem osobliwym sM. Zachodzi wéwezas wzor

(28) fdw = fw.
M oM

Zapis powyzszy jest nieco uproszczony. Forma catkowana po lewej stronie (28)
jest w istocie obrazem wstecznym formy dw przy odwzorowaniu toZsamosciowym
7+ M — R™. Analogicznie forma catkowana po prawe] stronie (28) jest obrazem
wstecznym formy w przy odwzorowaniu tozsamosciowym 7 : OM — R™.

5. Twierdzenie calkowe S. Langa

5.1. Zbiory zaniedbywalne. Jak pokazat S. Lang, zalozenie suppw N sM = @,
wystepujace w twierdzeniu 1, mozna ostabié wprowadzajac pojecie zbioru
zaniedbywalnego. Zwarty zbiér K c R® nazywamy zeniedbywalnym (wzgledem
M), jedli istnieje baza otoczer Wy (k=1,2,...) dla zbioru X oraz funkcje

gk € C®(R"), 0 < g < 1, takie ze

_J1 daz¢g W,
9“@‘{0<m¢bmhmxy

a ponadto dla kazdej formy w € A3} (K) i dla k — oo

(30) [(dgr)w|(M N W) — 0.
Uwaga. Latwo sprawdza sie, ze suma K zaniedbywalnych zbioréw K’ i K" jest
zbiorem zaniedbywalnym. Rzeczywiscie, niech Wi, g1, beda dobrane do ‘K’ ;

a Wy, gi do K. Wystarczy przyjaé Wi, = W, U W/ oraz g := i * 9. Warunek
(30) wynika wéwczas z réwnoci

(31) (dgr)w = (dgi.)(gkw) + (dgfl) (ghw).

5.2. Twierdzenie Langa. Niech M bedzie gladksa, zorientowana s-wymiarows,
podrozmaitoScia w R™ (1 < s < n). Rozpatrzmy forme w € A*Y(R™) o zwartym
nodniku, taks ze

1° |w{(8M) < +o0,

2° |dw|(M) < 400,

3° sM Nsuppw jest zaniedbywalny.
Z zatozen tych wynika, ze

(32) /%:/m

M aM
Dowdéd. Idea jest prosta: do formy gpw mozna zastosowaé twierdzenie 1,
nastepnie nalezy przejéé do granicy w otrzymanym wzorze. Stwierdzamy, ze

(33) f grw = / (dgx ) + f g (dw).
M M

aM
Pierwszy skladnik po prawej stronie dazy do zera zgodnie z okredleniem
ciagu gx. W pozostatych catkach mozna przejsé do granicy na mocy twierdzenia
Lebesgue’a o zbiesnoéci majoryzowanej. W rezultacie otrzymujemy réwnosé (32),
Q.E.D.

5.3. Kryterium zaniedbywalnosci. Wiasciwe znaczenie twierdzenia

Langa jest nieodigczne od kryteriéw zaniedbywalnosci. Ograniczymy sie do
przedstawienia kryterium podanego przez Langa w przypadku s = n. Bedziemy
korzystaé z lematu, ktdry stwierdza (méwiac obrazowo), ze gtadkie wyjécie

z dotka nie musi byé szczegdlnie strome. :
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Lemat Langa. Rozpatrzmy zwarty podzbiér X C R™. Rozpatrujac R™ z norma
|z] := max |z;| przyjmujemy Wi = {d(z, K) < 1/k}. Dla k = 1,2,... istnieje
wéwezas gtadka funkcja g : R* — [0,1], réwna 1 poza Wy, réwna 0 w otoczeniu
zbioru K i taka, ze

(stata C zalezy tylko od n).

Dowéd przedstawimy w nastepnym punkcie. Obecnie sformutujemy

Kryterium Langa. Niech ¢ : Q — R® bedzie odwzorowaniem klasy C*
okre$lonym w jednostkowej kostce @ = [0, 1]™, gdzie m < n — 2. Wéwczas o(Q)
jest zbiorem zaniedbywalnym wzgledem kazdej otwartej podrozmaitosci M C R™.

Dowdd. Bez straty ogélnoéci mozna przyjaé, ze Q = [0,1]*2 (te ostatnig kostke
mozna rzutowaé na kostke [0, 1]™). Dzielac krawedZ kostki @ na k réwnych
czesci otrzymujemy k"2 mniejszych kostek. Obraz kazdej z tych kostek zawiera
sie w n-wymiarowe] kostce o krawedzi c¢/k 1 mierze (¢/k)™ (konsekwencja
twierdzenia o wartodci dredniej). Eaczna miara tych obrazéw jest niewigksza niz

n—2 c\™ c”
(35) K2 (E) =2
Kazdy punkt zbioru Wy, := {d(z,c(Q)) < 1/k} jest odlegly od jednego z tych
obrazéw o mniej niz 1/k, zatem
c+2)n _(e+2)"

(36) m(Wi) < K ( ? K2

Niech gx bedzie ciggiem funkcji dobranych de ciagu W zbioréw zgodnie

z lematem Langa. 7 (34) wynika, ze kazdy z n wspélezynnikéw formy (dgx)w

jest ograniczony przez kC, gdzie € zalezy tylko od n. Stad i z (36) wynika, ze
: const

(37) |(dgr)w| (W) < — 0.

To za$ implikuje natychmiast (30). Tak wiec zbidr o(Q) jest zaniedbywalny,
Q.E.D.

6. Dowéd lematu Langa

Dowdéd ten jest interesujacy niezaleznie od zastosowan do wzordw catkowych.
W istocie mamy tu do czynienia z bardzo elegancks konstrukcja analityczng.

6.1. Konstrukcja funkcji g,. Wychodzimy od dowolnej funkcji ¢ € C°°(R"™)
o wartodciach w [0, 1], takiej ze

#(z) =0 gdy |z <1/2,

¢(z) =1gdy || <1

i przyjmujemy ¢p{z) := ¢(kz). Wowczas

. (39) |Djdrlre < b|D;j¢lre < ck,

gdzie ¢ jest stalg zalezna tylko od n.

(38)

Niech L C R™ bedzie krata punktéw catkowitych. Rozpatrzmy ,gestsza” krate
L/2k i, dla kazdego | € L, przesuniets funkcje ¢z

l
(40) z— Pp (m - ﬁ)
Funkcje g okreslamy za pomoca iloczynu skoriczonego

1 {
(41) gk(:c Hd(%’ < E}-¢k ('JJ — ﬁ)

6.2 Wiasnosci funkcji gz

(a) kaame w otoczeniu zbioru K, mianowicie, dia & spelniajacych warunek
d(z, K) < 4

W siatce L mozna znalezé wegel odlegly od z co najwyzej o 1, np.
(B(z1),...,B(za)), wigc w siatce & mosna znalesé wezet ﬁ odlegly od z co
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|

najwyzej o zx
l 1
o ] e
122 o (2k’$) =2k
‘Wezel ten jest odlegly od K o mniej niz % W istocie
1 1 1

l l
. < Py e R =
(43) d(%,K)_d(zk,w)+d(m,K)<2k+4k<k
W konsekwencji w iloczynie definiujacym gx(z) wystepuje czynnik

w(e-8)-(s(-))

Z okreSlenia ¢ iz (42) wynika, ze czyunik ten jest réwny zeru. W istocie
l l 1
sensta ) | o | o
k (3 210)\ i (“"’ 2k> 2y
Zatem gi(x).

(b) Réwnoéé gx(z) =1 dla = & Wp.
Rozpatrujemy punkt z, taki ze
2
(46) d(z, K) 2 7.
Zauwazmy, ze jesli czynnik
l l
(- 3) =+ (- )

wystepuje w iloczynie definiujacym gz (z), to

(45)

l 1
—_—] > =,
(48) d (a:, Zk) 2%
Razeczywiscie, w przeciwnym przypadku byloby
l l 1 [ 2
< .. 2 = =t b
(49) d(:c,K)_d(a:,%>+d(2k,K><k+d(2k,K)§k,

‘wbrew zatozeniu (46). Z (48) wynika, ze czynnik (47) jest réwny 1. Rzeczywiscie

(50) lk (m - %) = (m %) >1.

Zatem gp(z) = 1.

(¢) Oszacowanie |D;gglrr < Ck.

Oszacujemy D;g, w punkcie z° € R™. Wystarcsy rozpatrzeé praypadek, gdy
istnieje lp € L, takie ze d(a°, %90-) < #. Rzeczywiscie, w przeciwnym przypadku

nieréwnosé
l {
0_ = o %
(51) ]k (w %) kd (:t: ; 2}9) >1

zachodzi dla kazdego [ € L. W konsekwencji ¢y, (9: — ﬁ) ‘= 1 w otoczeniu
punktu z°, a wiec (D;gx)(z°) = 0.

Widaé teraz, ze w iloczynie definiujacym gi(z) wystarczy rozpatrzeé czynniki
odpowiadajace indeksom 7, dla ktérych d(z®, 57) < %) (pozostale czynniki

sg réwne 1 w otoczeniu punktu z°). Takich idekséw [ jest skoficzenie wiele.
Rzeczywiscie, z nierédwnoéci

(52) 0 ! 1

) 1

e pn] W T PR

T Al T
wynika, Ze [l — lp] < 4. (Takich [ jest co najwyzej 9™.)

Obliczajac pochodng D;gr w punkcie z° otrzymujemy sume co najwyzej 9"
skiadnikéw, z ktérych kazdy, zgodnie z (39), szacuje sig przez ck (stala c zalezy
tylko od n). Wynika stad nieréwnosé (34 ) ze stata C := 9™c.
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