Czworokatowa széstka punktéw
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Czworokatowa széstka punktdw.
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Twierdzenie Desarguesa orzeka, se

proste laczace odpowiednie wierachotki
dwéch tréjkatéw przecinajy sig w jednym

punkcie (tzw. §rodek perspektywiczny)

wtedy i tylko wtedy, gdy proste
zawierajace odpowiednie boki tych
tréjlatéw przecinaja sig na jednej prostej

(tzw. o perspektywiczna).

Twierdzenie Pappusa—Pascala

orzeka, Ze przeciwlegle (1-4, 2-5, 3-6)
boki szesciokata majacego wierzchotki
lezace na przemian na dwéch prostych

preecinaja sig na pewnej prostej.

Jest ono réwnowazne Podstawowemu

Twierdzeniu Geometrii Rzutowej, ktdre
orzeka, Ze przeksztalcenie rzutowe prostej
na prosty jest jednoznacznie wyznaczone
przez swoje wartodci w trzech punktach.

Marek KORDOS, Warszawa

Julius Pliicker okoto 1830 roku wykazal, ze pojecie stosunku anharmonicznego
(jak figlarnie chca niektérzy: dwustosunku) wystarczy do opisu geometrii
rzutowe]. Okolo roku 1900 Gaston Darboux wykazat, se wystarczy usyé
jedynie czwérki harmonicznej. To bardzo mocne wyniki. Kiedy jednak okolo
1910 roku Oscar Veblen i John Wesley Young pisali fundamentalng, monografie
geometrii rzutowej, stwierdzili, e pojecia te s3 malo nadajace si¢ do Sprawnego
aksjomatycznego wyktadu geometrii rzutowej. Zaproponowali oni nowy

' niezmiennik wystarczajacy do opisu geometrii rzutowej. I to nietrywialny — jest

to bowiem relacja sze$cioargumentowa.

Czworokgtowa szdstka punktéw, bo tak nazywa sig ten niezmiennik (w skrécie
bede pisat CSP), ma definicje bardzo, na pozér, luéng.
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bo tek zapisujemy fakt, ze punkty ai,..., ag tworzg CSP, ma miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje prosta I, na ktérej te wszystkie punkty leza

oraz taki czworokat pgrs, Ze kolejne punkty leza, odpowiednio, na prostych
DS, g8, T8, gr, pripg; zaden z wierzchotkéw czworokata nie moze przy tym
lezeé na L.

A oto ciekawsze wlasnosci tej relacji.

ZWROTNOSC. Punkty lezace w réznych wierszach musza byé rézne (tatwo
sprawdzié, Ze przeciwna sytuacja wymusza, by jeden z wierzchotkéw czworokata
lezat na L). Do pewnego stopnia egzotyczna jest sytuacja, gdy w CSP sa

tylko trzy punkty — takie sytuacje bywaja tylko w przestrzeniach rzutowych
nad ciatami o charakterystyce 2. Gdy w CSP sa cztery punkty, zawsze s one
czworks harmoniczng (co daje kreskows i tez luzna definicje takiej czwérki).

SYMETRIA. Permutujac pierwsze trzy wierzcholki czworokata pqrs
stwierdzamy, ze w CSP mozliwa jest dowolna permutacja wierszy. Rozpatrzenie
czworokata gpsr wskazuje, ze mozna zmienié porzgdek réwnoczednie

w pierwszym i drugim wierszu, a wiec w dowolnej parze wierszy. Nietrywialny
jest fakt, 4e mozliwoéé zmiany porzadku w jednym tylko wierszu jest
réwnowazna twierdzenin Pappusa—Pascala.

CSP JAKO FUNKCIJA. Fakt, 7e CSP jest funkcja dowolnych pieciu swoich
argumentéw (dziedzina nie moze byé w sprzecznodci jedynie z wyzej podanymi
warunkami zwrotnosci) jest réwnowazny twierdzeniu Desarguesa. Dokladniej:
istnienie punktu dopetniajacego odpowiednia pigtke do CSP to trywialne
spostrzezenie (tym bardziej, ze wystarczy — wobec symetrii — wykazaé
istnienie tylko np. szdstego punktu); to, co jest nietrywialne, to jedynosé
owego dopelniajacego — tu przeciw nam pracuje prawie kompletna dowolnosé
realizujgcego CSP czworokata.

NIEZMIENNICZOSC CSP. Obraz rzutowy CSP jest CSP. W tej kwestii etapem
pofrednim jest niezmiernie eleganckie T'wierdzenie Veblena—Younga, ktére
(réwniez dla jego dowodu) przytocze dalej.

PRZECHODNIOSC CSP. Tu, wobec liczby argumentéw, jest tyle mozliwosci,
ze sprawa jest prawie kompletnie otwarta. W tym, co wiadomo, warte zwrécié
uwagg na trzy przechodniodci (dwie z nich maja wspélny dowsd B:
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Dzialania w ciele liczbowym; czworokaty
nie zostaly oznaczone, bo s3 dowolne.
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Niezrozumialg tre$é tych przechodnio$ci wyjasni, nieco niZej, opis algebraicznych
wlasnoéci CSP. ' ;

CIAYLO LICZBOWRE. Jak wiadomo prosta rzutowa jest homeomorficzia

z okregiem. Rozcinajac w wybranym punkcie zwanym zazwyczaj oo i sposréd
pozostatych punktéw wybierajac 0 1 1 mozemy uczyni¢ z niej ciato liczbowe.
Dzialania, odpowiadajace w przypadku przestrzeni rzutowej na R ,zwykiym”
dzialaniom arytmetycznym, dane sg geometrycznie jako:
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Wobec faktu, iz w definicjach wystepuje jedynie = i CSP — wszystkie tak
zbudowane ciala sg izomorficzne. Sprawdzenie za$, ze struktura ziozona

z proste] bez punktu i tak na niej okre$lonych dzialah jest cialem sprowadza
sie do mechanicznego zastosowania wyzej przytoczonych wiasnosci CSP;

w szczegdllnosci pierwsza z przechodnioéci daje, jak latwo zauwazyé, tacznosé
obu dziatad (dla + podstawiamy by = b = oo, by = 0, dla - podstawiamy

by =0, by = 1, b3 = 00), dwie pozostale to prawostronna i lewostronna.
rozdzielnoéé (o ile nie ma twierdzenia Pappusa—Pascala, réwnowaznego tu —
patrz wyzej — przemiennodci).

Podstawowy wdziek opisanej sytuacji thkwi w tym, e na drodze do tych

To samo 2z 0o narysowanym
w nieskofczonodei.

Dowdd jedynosci széstego punktu w CSP.

wszystkich konstatacji (poza pierwszg uwags o aksjomacie Pappusa—Pascala)
s3 jedymie cztery i to bardzo eleganckie dowody, ktére przytocze nizej.

Tymczasem, na zakoficzenie listy, kolejna mocna whasno§é CSP — ZWIAZEK
2 INWOLUCJAMI RZUTOWYMI. Dla kazdej inwolucji rzutowej prostej na
nig samg dowolne trzy rozigczne paty punkt-obraz tworza CSP. Pozwala to na
szybkie dowody wielu twierdzen o przeksztatceniach rzutowych. Tego akurat
Veblen i Young nie wiedzieli. Fakt ten wymaga zastosowania Podstawowego
Twierdzenia Geometrii Rzutowej, czyli twierdzenia Pappusa—Pascala i tez nie
bede tego faktu tu dowodzit.

A teraz kolejno zapowiedziane cztery dowody.

JEDYNOSC SZOSTEGO PUNKTU W CSP, czyli

a1 a4 a1 G4
az as | A | az as | — as = ag.
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~ Niech pierwszg CSP realizuje na prostej L czworokat p1papspa, a druga

czworokat g192q93q4. Bedziemy trzykrotnie stosowali twierdzenie Desarguesa.
Tréjkaty pspips oraz gsq1gs majs z zatozenia of perspektywiczna (odpowiednie
ich boki przecinaja sie w punktach as, a;, as), podobanie tréjkaty papops oraz
9392qs (punkty as, aa, ag). Obie pary maja wiec érodek perspektywiczny

(w pierwszym przypadku jest to wspélny punkt prostych pags, p1g1 i Paga,

w drugim p3ga, p2ga 1 P4ga), co wiecej, jest to ten sam punkt. 7 faktu, ze proste
P191, P2ge 1 p1gs przecinajg sig w jednym punkcie wynika, ze tréjkaty pi1paps
oraz gigsgs maja of perspektywiczng. Poniewas proste psp3 i ¢1¢s przecinaja, sie
w punkcie ag, a proste paps i gags przecinajg sig w punkcie ay, wiec osig tg jest
prosta L, zatem proste pips i q1g2 przecinajg sie tez na tej prostej, co koriczy
dowdd.
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Dmalnosé — wlasnodé geometrii

plassczyzny rzutowej polegajaca na

tym, e gdy w jakims$ jej twierdzeniu

si¢ symbole punktéw na symbole
prostych, a symbole prostych na symbole
punkiéw, to otrzymane zdanie jest
rownies twierdzeniem tej geometrii.
Twierdzenie takie nazywa si¢ dualnym,
podobnie definiuje sig pojecia dualne.
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Twierdzenie Veblena { Younga.

S
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Zachowywanie CSP przez przeksztalcenie
perspektywiczne.,

b a5'ay by

Przechodnioé druga i trzecia.

TWIERDZENIE VEBLENA i YOUNGA: proste wspétpekowe przechodzace
odpowiednio przez poszczegélne punkty CSP tworza czworobokows széstke
prostych (relacja dualna do czworokatowej széstki prostych, tez dalej oznaczana
jako CSP).

Dowéd. Wobec dowolnoéci wyboru czworokata realizujacego CSP ag,..., ag na
proste]j S, obierzmy taki czworokat pgrs, w ktérym s bedzie wierzcholkiem peku
prostych wymienionego w zatozeniach twierdzenia. Oznaczmy prosta a;s przez
A;dlai=1,..., 6, a ponadto proste gr, pr, pg odpowiednio przez P, Q, R.
Czworobok PQRS z definicji realizuje CSP
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Bezposrednio wynika stad zachowywanie CSP przez przeksztalcenia

- perspektywiczne (co widaé na rysunku — nalezy zastosowaé twierdzenie

Veblena i Younga, a potem twierdzenie dualne), a wiec réwniez przez wszelkie
przeksztalcenia rzutowe prostej na prosta.

Dowdd pierwszej z wypisanych PRZECHODNIOSCI CSP. Niech czworokat pgrs
relizuje pierwsza CSP w zalozeniu. Dorysujemy dwa punkty: # jest przecieciem
prostych gr i pbs, u jest przecieciem prostych ps i tas. Wobec jedynosci széstego
punktu w CSP, drugg CSP w zatozeniu realizuje zatem ugtp, a trzecia — urtp.
W szczegblnodcl wspétliniowe sg punkty g, u, as, jak i 7, u, ag. Ale w tej sytuacji
czworokat ugrs realizuje CSP w tezie.

Dowéd drugiej i trzeciej PRZECHODNIOSCI CSP. Niech czworokat pgrs
realizuje na prostej L pierwsza CSP w zalozeniu. Tym razem dorysujemy trzy
punkty, wszystkie na prostej ps: ¢ lezy ponadto na prostej gr, u — na asr i

v — na agr. Wobec jedynoci széstego punktu CSP czworokaty ugrs i vgrs
relizuja odpowiednio druga i trzeciag CSP w zatozeniu (dla obu dowodzonych
przechodnicici sg one jednakowe). Rozpatrzmy teraz dwa przeksztalcenia
perspektywiczne: o §rodku r z prostej L na prosta ps i o érodku g — 2 powrotem.
Punkty b, bs, ag, a4, ag przechodza w pierwszym przeksztalceniu na

punkty by, £, p, u, v, te za§ w drugim na by, b, as, as, ar. Na mocy wniosku

z twierdzenia Veblena i Younga relacja czworokatowej széstki punktéw wigze

 kazda z tych piatek w dokladnie ten sam sposéb, co daje nie tylko druga

i trzecig przechodniodé, ale réwniez wiele innych.
I tyle wstepnej reklamy czworokgtowej széstki punktéw.

Moje zauroczenie tym pojeciem nie jest czyms$ wyjatkowym — jeszcze bardziej
entuzjastyczna opinig o CSP ma np. Coxeter. Dzi§, w czasach, gdy problematyka
podstaw w ogélnoéci, a podstaw geometrii w szczegdlnodei jest — wierze,

ze chwilowo — na marginesie matematyki, by¢ moze nieliczni matematycy

mogg dostrzec pigkno CSP w geometrycznym kontekscie. Tym polecié

moge zastanowienie sie, z jak wielu relacji szefcioargumentowych w swoim
matematycznym Zyciu korzystali — moze spojrzenie na CSP, jak na swoistego
dinozaura - niestychanie diugiej, a sensownej relacji — pochodzacego az

z plerwszej polowy kofczacego sig stulecia, pozwoli dostrzec egzotyczne piekno
tego pojecia.

Prawde powiedziawszy, z sensownych diugich relacji mozna wymienié jeszcze
tylko n-argumentowe relacje réwnowaznoéci. Ale to juz zupelnie inna (choé tez
z koneksjami geometrycznymi) historia.
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