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Suplement dydaktyczny
do artykulu
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Rys. 1

Rys. 5

Nauczajgcy tak w ,wyczynowych” klasach liceéw badz na kétkach
matematycznych, jak tez na studiach, jako przyktady przestrzeni metrycznych
podaja z regulty (poza przestrzenia kartezjafska) przestrzen z metryka miejska,
kolejows, rzeczng, dyskretng i na tym koniec. Bierze sig to z przekonania,

iz przedstawianie innych metryk jest technicznie ktopotliwe. Chciatbym tu
przypomnieé elementarne wprowadzenie i badanie metryk danych przez

ciata cechujace, a w szczegdlnosci metryk Minkowskiego. Dla podkre§lenia
dydaktycznego charakteru tych uwag uzywat bede oznaczes zblizonych do
szkolnych.,

Zajmowaé sig bedziemy zwykla plaszczyzng. Niech Z bedzie zbiorem wypuklym,
a § = 8Z jego brzegiem. WeZmy pod uwage punkt O z wnetrza Z. Interesowaé
nas bedzie funkcja gz,0 przyporzadkowujgca dowolnej parze punktéw A, B
liczbe rzeczywista nieujerana w nastepujacy sposéb (rys. 1):

— przesuwamy odcinek AB o wektor A0 otrzymujac odcinek OB’;

— znajdujemy punkt przeciecia pélprostej OB” z §, niech bedzie to B;

QZ,O(A, B) = M)_

p(0, B)’
gdzie p jest zwykta metryks euklidesows,
Juz w tym miejscu mozna rozwigzaé kilka niektopotliwych zadas:

Zadanie 1. Wrykazaé, ze funkeja gz 0 jest przesuwalna, czyli, ze przyjmuje te
same wartosci dla przeciwlegtych bokéw réwnolegloboku (rys. 2). ,

Zadanie 2. Wykazaé, ze Z jest dla gz,0 kula jednostkowa, czyli sktada sie z
punktéw X, dla ktérych pz,0(0,X) < 1.

Zadanie 3. Wykazaé, ze jeSli Z’ jest obrazem zbioru Z pray jednokladnosci o
skali A > 0 wzgledem punktu O, to dla dowolnych punktéw X, ¥ jest (rys. 3)

-1
ez,0(X,Y) = yezo(X, ¥).

Zadanie 4. Wykazaé, 2e wszystkie kule dla pz,0 s obrazami Z przy
przesunigciach i jednok}adnodciach o skalach dodatnich. ;
(Nawiasem méwiac jest to grupa zazwyczaj nazywana dylatacjami zgodnymi.)
Zadanie 5. Sprawdzié (jest tu pewna niezrecznoéé), ze
0zo(X, YV)=0&X=Y.

Zadanie 6. Sprawdzié, ze na ogé? (rys. 4)

' 0z,0(X, Y} # 0z,0(¥, X).
W szczegdlnodei 2 tego ostatniego zadania wynika, ze ¢z,0 mie jest na ogdt
metryks. Widaé tez jednak, co potrzeba zmienié.

Zadanie 7. Wykazaé, ze jeéli O jest érodkiem symetrii zbioru Z , to dla
dowolnych X, ¥
02,0(X,Y) = ez,0(Y, X).

Nie dowodzi to, rzecz jasna, ze ta funkcja jest wtedy metryks, ale Ze nia moze
byé. Gdy O jest érodkiem symetrii zbioru Z, bedziemy te funkcje oznaczaé
profciej: oz. ;
Zadanie 8 - lemat. Wykazaé, ze jeéli punkt X nalezy do euklidesowego odcinka
AB, to

QZ(-A) X) + QZ(X: B) = QZ(A: B)
Dla dowodu wystarczy zauwazyé (rys. 5), e réwnodé

p(4, X)+ p(X, B) = p(A, B),

charakteryzujaca odcinki, dzieki przesuwalnoéci metryki euklidesowej daje

A0, X') + p(X', B") = p(O, B'),
podzielié t¢ réwnoéé przez p(0, B) i chwile podumaé nad drugim sktadnikiem
po lewej stronie.
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Rys. 7. Promiefi okrggu jest

prostopadly do kazdej z pgczka prostych
przechodzacych przez jego koniec. Wynika
stad, e dwa pozostale fragmenty tego
rysunku pokazuja (wobec przesuwalnosci)

niejednoznacznodé podnoszenia
i opuszczania prostopadlej.

Rys. 8. Niesymetrycznos¢ relacji
prostopadlodci: jest & L I, ale tez 1 L k,
bo k fm.

Zadanie 9. Wykazaé, ze gdy punkt X lesy na euklidesowej prostej AB, to lezy
na prostej metryczne] zdefiniowanej za pomocg funkcji gz.
Daje sig to zrobi¢, mimo, iz nie wiemy jeszcze, czy gz jest metryks — jest
to proéciutki wniosek z zadania 8. Jednak nastgpne zadanie powinien raczej
rozwiaza prowadzacy zajecia.
Zadanie . Wykazaé, ze je§li Z jest zbiorem mocno wypuklym, a punkty
A, B, C sa (euklidesowo) niewspétliniowe, to

0z(4, B) + 0z(B, C).> oz(4, C).
Dowéd. Mamy p(A4, B) + p(B, C) > p(4, C). Mozemy
tez zalozyé, 2e pz(B, C) < ¢z(4, C) - prawda?
Narysujmy zbiér Z i dane punkty (rys. 6) oraz
wprowadzmy oznaczenia:
A’, B' — obrazy A i B w przesunieciu o @,
Ag, Bs — przeciecia OA™ i OB” z §(= 8Z),
B" — taki punkt pélprostej OB” , ze AsBg || A'B”,
P, Pg — czwarty wierzcholek réwnolegtoboku A'B'OP

i przeciecie OF z S,
Q - taki punkt prostej A'B’, ze BsPs || B'Q,
Py, B; — czwarte wierzcholki réwnoleglobokéw
QB'OP, i BYQP.B;.

Reszta jest rachunkiem:
0z(4, C) — 0z(C, B) = 02(0, A') — ¢2(0, B') =
= 0z(0, B") — 0z(0, B") = pz(B', B") =
=(1) 0z(C, B1) =(2) 0z(0, P1) =
= QZ(-BI, Q) <(3) Qz(B’, A") =
= gz(A, B).

Skomentuje ponumerowane relacje. Réwnoéé (1) to konsekwencja tego, iz
tréjkat OB, Py powstaje z tréjkata B'B"(Q przez przesuniecie. Réwnoéé (2)

jest zastosowaniem twierdzenia Talesa (prosze przypomnie¢ tu definicje oz).
Nieréwnosé (3) to wykorzystanie mocnej wypuktodci — dzigki mocnej wypuklosci
zachodzi mianowicie nieréwnoéé (4):

ZOB”Q = /0OBgPs <(4) LOBgAg = LOB" A"

Dalej juz znéw moga sobie daé¢ rade sami uczniowie. Jako proste konsekwencje
zadania * mozna rozwigzaé

Zadanie 10. Wykazaé, ze jesli zbiér Z jest mocno wypukly, to funkecja pz jest
metryka i jej proste metryczne sa prostymi euklidesowymi (czyli jest metryka
Minkowskiego). ‘

Zadanie 11. Wykazaé, ze jedli zbiér Z nie jest mocno wypukly, to gz réwniez
jest metryka (dana przes ciato cechujace Z), ale dopuszcza obszerniejsze proste
metryczne.

Tu wystarczy zauwazyé, ze nierdwnoéé (4), a w konsekwencji i (3), moze si¢ staé
nieostra.

Problem prostopadloéci tez jest elementarny, choé pierwszy krok nalezeé tu

musi do nauczyciela. Nalezy nieznacznie zmodyfikowaé podang w poprzednim
artykule definicje prostopadiodci: jezeli odcinek AA; jest najkrétszym odcinkiem
taczacym A z prosta k, to A4; L k.

Nie bede tej problematyki przedstawial w formie zadan — to, co jest do

udowodnienia, zostalo wyliczone w poprzednim artykule. Tu postapie

»Po grecku”: zaproponuje interpretacje rysunkéw.

Rysunki 7 i 8 pokazuja mozliwe anomalie relacji prostopadiodci.

Dalsze rysunki trzeba juz samemu narysowac. _
Marek KORDOS
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