Jest to swobodny zapis odczytu
wygloszonego podczas Szkoly Matematyki
Pogladowe] ,,Matematyczne peretki”

w sierpniu 1996 roku w Siedlcach.

Twierdzenie Johna
Lestow W. SZCZERBA, Siedlce

§1. Kule

Niech 2(F bedzie n-wymiarowg praestrzenig afiniczng nad cialem liczb
rzeczywistych, zbiorem punktdéw tej przestrzeni jest R, gdzie R oznacza cialo
liczb rzeczywistych, a R — zbidr liczb rzeczywistych. Jak wiadomo metrykq jest
dowolna funkcja ¢ przyporzadkowujaca parze punktéw liczbe rzeczywisty (a wiec
funkcja typu R™ x R™ — R) spelniajaca warunki:

ofa, 6) = o(b, a),
(1) o{a, b) =0 — a=h,

o(a, b) + o(b, ) > o(a, ).
Ostatni warunek, zwany nierdwnoécig tréjkgta, w skrajnym przypadku, gdy >
przechodzi w =, definiuje odcinek metryczny. Gdy jest to jednoczesénie odcinek
afiniczny, t.j. gdy jest spelniony warunek ‘
(2)  ofa, 8)+ (b, ¢) =p(a, ¢) «— Iz (D <z<lAb=2a+(1 —m)c);
wéwezas mowi sie, ze metryka jest zgodna ze strukturg ofiniczng. Jesli wartodé
metryki nie zmienia sig przy przesunieciach, czyli
(3) o{la+c, b+c)=p(a b),
to metryka jest przesuwalna. Metryki, ktére sg jednoczeénie przesuwalne
i zgodne ze strukturg afiniczng, nazywane sa metrykami Minkowskiego.

Najczesciej stosowana jest metryka kartezjariska:

(4} oc(a, b) =

Przyjeto tu konwencje a= (a1, ..., an) i podobnie dla b itd. Jest to prayktad
metryki Minkowskiego.

Inna znana metryka, metryka miasto:

n
(5) em(a, 6) = la;—bil,
i=1
jest przesuwalna, ale nie jest metryks Minkowskiego, gdy? jej odcinki metryczne
sa nadzbiorami (na ogét wiaiciwymi) odcinkéw afinicznych.

Kazda metryka Minkowskiego g, dla kazdego punktu a i dowolnej nieujemnej

liczby rzeczywistej , wyznacza kule o §rodku w tym punkcie i o promieniu r

jako miejsce geometryczne wszystkich punktéw odlegtych od a o nie wigeej niz 7
EZ(a, ry={c: o(a,z) <7}

W przypadku metryki kartezjanskiej kule sg zwyklymi kulami kartez; anskimi,

w przypadku za$ metryki miejskiej — kartezjariskimi kostkami. Dla kazdej

metryki wszystkie kule sg zbiorami ograniczonymi, wypuktymi i symetrycznymi

wzgledem swego $rodka; w praypadku metryk Minkowskiego wszystkie te

cechy mozna rozumie¢ afinicznie. Co wiecej: dla metryk Minkowskiego kule

s (afinicznie) mocno wypukle, co oznacza, i% nie zawieraja w brzegu zadnego

niezdegenerowanego odcinka.

Przy ustalonej metryce przesuwalnej obrazem kuli przy przesunieciu lub
jednokladnoéci jest kula. Co wiecej: jesli dwie kule majg ten sam promien,

to mozna je natozyé za pomoca przesuniecia; w przeciwnym przypadku - za
pomocg, jednokladnosci. Zbiér kul jest zatem jednoznacznie wyznaczony przez
dowolny swoj element, na prayktad przez kule jednostkowa, czyli kule o érodku
w poczgtku ukladu i promieniu 1. W przypadku metryki kartezjaniskiej jest to
kula K% = {r: |t| <1}, w preypadku za$ metryki miejskie] K73 jest kostka
kartezjariska o wierzchotkach w punktach osi uktadu wspélrzednych majacych
wspélrzedne 1 lub —1, czyli kostka, o krawedzi /7.
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Poniewas stosunek podziatu odcinka jest pojeciem afinicznym, wigc

w przypadku metryki Minkowskiego kazda kula o znanym promieniu wyznacza
odlegloéci od swojego érodka. W rezultacie kazda kula jednostkowa wyznacza
metryke, w ktérej jest kuls o promieniu 1.

Konstrukeje te mozna przedstawié w przypadku przestrzeni kartezjanskie]

w nastepujacy sposdb: aby zmierzy¢ odcinek ab przesuwamy go réwnolegle do
poczatku uktadu wspéirzednych, otrzymujac odcinek ob', i jako wartoéé metryki
Dprayjmujemy afiniczny stosunek ob' do ob, gdzie b to przecigcie pétprostej 0b™

z brzegiem jednostkowej kuli (czyli ze sfera jednostkowa) — poprawno$é rezultatu
jest tu oczywista.

Mozliwe jest powtérzenie tej konstrukeji nie tylko w przypadku kul otrzymanych
w innych metrykach Minkowskiego, lecz takze w przypadku, gdy obierzemy
dowolnie w 2 pewien zbiér ograniczony, wypukly i érodkowo symetryczny
jako majacy pelnié rolg kuli jednostkowej — otrzymamy wéwczas przesuwalng,
metryke, w ktérej odcinki metryczne bedg nadzbiorami (niekoniecznie
wiadciwymi, jak pokazuje przypadek kartezjanskiej kuli jednostkowe]j) odcinkéw
afinicznych. O tak obranym zbiorze méwimy, ze jest ciatem cechujocym
otrzymanej metryki; istotnie peini ono w niej role kuli jednostkowej. Dalej
bedziemy, dla danego ciata cechujacego Z, oznaczali odpowiadajaca mu
metryke przez oZ; dla metryki o danej przez cialo cechujace bedziemy to ciato
oznaczali przez K¢ (jest ono dane z doktadnoscia do przesuniecia, ale tu nie
bedzie to prowadzié do nieporozumien). Przyktadem metryki danej przez

ciato cechujace jest kazda metryka Minkowskiego (odtad méwigc o metryce
Minkowskiego zawsze bedziemy jg traktowali jak dang przez cialo cechujace),

a takze np. metryka miejska.

Waznym przykladem ciala cechujacego w AR jest tez sympleks n-wymiarowy.
Wazystkie takie sympleksy sa afiniczne, a wigc i wyznaczone przez nie metryki
sa afiniczne. Istotng dla nas dalej grupa metryk beda metryki afiniczne

z metryks kartezjariska oo — takie metryki nazywa sie metrykami euklidesowymd.
Zatem metryki euklidesowe mozna tez okredli¢ jako dane w A} przez wzigte
jako ciala cechujgce ,pelne elipsoidy”, tj. elipsoidy maksymalnego wymiaru plus
wyciete przez nie ograniczone czesci przestrzeni.

Zegodnoéé podziatu afinicznego z metryks kartezjafisks pozwala spojrzeé na
metryki dane przez cialo cechujace jako na metryki w pewien sposéb z nig
zwigzane (rysunek). Twierdzenie Johna podaje jednorodny sposéb oszacowania
metryk danych przez ciala cechujace za pomoca metryk euklidesowych.

Zanim przejdziemy do tego twierdzenia warto przytoczyé kilka rezultatéw
dotyczacych metryk danych przez ciata cechujace. Do koxica tego paragrafu
rozpatrywaé bedziemy jedynie takie metryki (nie zawsze to podkreslajac).
Rezultaty te relacjonuja historig kilkudziesieciu lat badad nad tym, jak
(naturalne) warunki geometryczne naktadane na ciata cechujace implikuja
wlasnodci ofrzymanych przestrzeni metrycznych. '

Mozna dowiedé, ze

metryke dana przez ciato cechujgce jest métrykq Minkowskiego wiedy 1 tylko
wtedy, gdy defintujgey jg zbidr jest mocno wypukly.

Zdefiniujemy teraz prostopadiodé metryczng. To, i wszystkie inne pojecia,
definiuje sig¢ w przestrzeniach o metryce danej przez ciato cechujace tak, by
w przypadku, gdy metryka ta jest euklidesowa, otrzymaé znane euklidesowe

pojecie.

Niech K i L beda dwiema prostymi na plaszczysnie afinicznej QL% nad cialem
liczb rzeczywistych. Niech dalej p bedzie metryka Minkowskiego na tej
plaszezysnie. Prosta K jest prostopadia do prostej L (symbolicznie X 1 L)
wowezas, gdy L jest podpierajaca pewnej kuli o érodku lezacym na K.
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Piaszczyzne z metryka Minkowskiego, w ktdrej przez dowolny punkt istnieje
dokladnie jedna prosta prostopadia do danej prostej, nazywamy plaszczyzng
z prostopadiodcig. Nietrudno zauwasyé, ze

na to, by pteszcayzna z metrykq Minkowskiego byta plaszczyzng z prostopadiodcig
potrzeba i wystarcza, by okreslajqce te metryke ciato cechujgee miato gladki brzeg.

Jedli m jest plaszczyzna, a ¢ mefryks Minkowskiego w 2(g, to ograniczajac g
do 7 otrzymuje sig¢ metryke Minkowskiego w 7. L.atwo wiec przeniesé pojecie
prostopadtoéci na przypadek wielowymiarowy — odpowiednie okreélenie
przestrzeni z prostopadlo$cig i charakteryzujacy ja warunek na cialo cechujace
jest prostym analogonem podanych wyzej dla wymiaru 2.

Zdefiniowana w ten sposéb prostopadtodé nie musi byé symetryczna; jedli jest,
to tak metryka, jak i odpowiadajacy jej przestrzen z prostopadloicia nazywa sie
symetryceng, przy czym zachodzi réwnowaznodé:

na to by metryka dona przez ciato Z byte symetryczna potrzeba i wystarcza, by
dia kazdego punktu a na brzegu ciata Z istniot réwnolegtodcian opisany na 2

w ten sposdb, by prosta oa (gdzie o jest $rodkiem symetrii Z ) byta réwnolegta do
wszystkich $cian tego réwnolegtodcianu z wyjgtkiem dwdch: tej, ktdra zowiera a
i rdwnolegtej do niej.

Whrew oczekiwaniom samego Minkowskiego okazalo sig, ze powyzszy warunek
rownolegtoécianu nie ogranicza klasy metryk do metryk euklidesowych. Radon
[3] udowodnit, Ze juz na plaszczysnie istnieja rézne od elipsy krzywe gtadkie,
érodkowo symetryczne, ograniczajace zbiory mocno wypukle i spelniajace ten
warunek.

Metryczna definicja symetrii osiowej (w symetrycznej przestrzeni

.z prostopadlodcia) jest nastepujaca: obraz a' danego punktu a wazgledem prostej
L to punkt lezacy na t€j samej co puukt a proste] K prostopadtej do L i w taki
sposéb, ze punkt przecigcia K i L jest érodkiem odcinka aa'. Okazuje sie, ze

symetryczna metryke Minkowskiego jest euklidesowa wiedy 1 tylko witedy, gdy
istnieje symetrio wzgledem kazdej prostej w wyznaczone] przez te metryke
przestrzen.

‘Warunek konieczny i dostateczny odniesiony do ciala cechujacego brzmi:

dla kazdej prostej przechodzqcej przez $rodek ciata cechujgcego istnieje kierunek
o tej wiasnosci, Ze przez kazdy punkt tej prostej przechodzi cieciwa ciata
cechujgcego majgca ten wiasnie kierunek-¢ magjace Srodek w tym wlasnie punkcie.

Przytoczone wyzej warunki wskazuja, e wiréd stosowanych dosé szeroko metryk
Minkowskiego (np. w analizie funkcjonalnej) metryki euklidesowe sg zjawiskiem
wyjatkowym. Z drugiej strony doswiadczenie kazdego badacza jest znacznie
wigksze przy obcowaniu z metrykami euklidesowymi, niz jakimikolwiek innymi.
Pozadane byloby wigc, zasugerowane juz wyzej, znalezienie jakiegoé dobrego
oszacowania dowolnej metryki Minkowskiego za pomoca metryki euklidesowe;.
Taka jest motywacja i takie jest §rodowisko twierdzenia Johna.

§ 2. Twierdzenie Johna

Dane s3 w A dwie metryki Minkowskiego: g1 i g. Jeéli istnieje taka liczba
rzeczywista s, ze dla dowolnych dwu punktéw a i b przestrzeni 23} zachodzi
01(a, b) < sp2(a, b), to pisze sig krétko g1 < sps.

Celem relacj onowanego‘tu odczytu byto udowodnienie nastepujacego
twierdzenia.

(7) Twierdzenie Johna. Dia dowolnej metryki ¢ danej przez ciato cechujgce
w AR istnieje afinicana z nig taka metryka o', ze

oc
—=<¢ < e
n
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Dla dowodu (7) wygodnie jest najpierw udowodnié dwa lematy.

(8) Lemat. Sposrod wszystkich rownolegtosciandw opisanych na kuli
Jednostkowej tylko kostka ma najmniejszg miare.

Dowdéd. Nie zmniejszajac ogblnodci rozwazan wystarczy wziaé pod uwage
réwnolegloéciany o podstawie lezacej na tej samej ptaszczyznie. Poniewas
wszystkie one maja wspélng wysokosé réwng 2, wystarczy zatem badaé miarg
podstawy. Podstaws jest réwnoleglodcian (n — 1)-wymiarowy opisany na
elipsoidzie stycznej do Scian w ich drodkach cigzkosci. Jest on zatem obrazem
kuli jednostkowej przy przeksztalceniu kostki jednostkowej {n — 1)-wymiarowej
na rozpatrywany réwnoleglocian. Elipsoida ta jest rzutem réwnoleglym
n-wymiarowej kuli jednostkowej, zatem wszystkie jej osie sa nie krétsze

niz 2. Wszystkie osie majg dtugoéé 2 tylko w przypadku, gdy rzutowanie
bylo prostopadle. Oznacza to, e réwnoleglodcian jest minimalny, gdy jest
prostopadlodcianem. Réwnoczednie jest to prostopadioscian opisany na kuli.
Musi wiec byé to kostka. O

(9) Lemat. Jesli w AP najwickszq elipsoidg zawartq w zbiorze Z,
domknietym, ograniczonym, $rodkowo symetrycznym wzgledem poczgthku
ukfadu wspdtrzednych o ¢ wypuklym, jest kule K3, to Z zawiera sig
w pewnej n-wymiarowey kuli o promieniv +/n 4 Srodku w o.

Dowdd. Poniewaz Z jest zbiorem ograniczonym i domknietym, wiec istnieje
w nim punkt a najbardziej odlegty od o.

Przypusémy, ze [a| > /n. Wéwezas wewngtrz odcinka taczacego punkty a
i 0 istnieje punkt b odlegly od poczatku uktadu o +/n. Mozemy zalozyé, se
kostka jednostkowa ma wierzcholek w tym punkcie. Niech z kolei ¢ bedzie
przeksztalceniem afinicznym przeprowadzajacym kostke jednostkows na
réwnolegloécian opisany na K2 tak, ze ¢( b) = a. Poniewaz Z jest zbiorem
wypuklym, wiec F(K3) C P C Z, gdzie P jest uwypukleniem punktéw a, —a
i K%. Wobec lematu (8)

lB(EE) > |KG]
wbrew zalozeniu. O

Dowéd Twierdzenia (7). Niech ¢ bedzie metryks w 2f dana przez cialo.
cechujgce Z. Istnieje najwicksza elipscida E zawarta w Z. Niech ¢ bedzie
przeksztaiceniem afinicznym przeprowadzajacym E na kulg K7%. Wobec lematu
(9) metryka o' = p?(%) spelnia warunki twierdzenia. O

W istocie Fritz John (por. [2]) udowodnit, wynikajace bezpoérednio z (9),
nastepujace twierdzenie.

(10) Wniosek. Dia kazdej metryki o? istnieje taka metryka euklidesowa 0E, Ze
oz < 0% < Vnes.
Warto zauwazy¢, iz — réwnowaznie — chodzi tu o istnienie takiej elipsoidy E, Ze
0F < 0% < v/ng”.
Idac dalej ta drogg stwierdzamy, ze kazdy zbidr ograniczony, wypukly i $rodkowo
symetryczny miesci sig migdzy dwiema elipsami jednokladnymi w skali 1/n.

Na zakoficzenie warto dodad, Ze opuszczenie w poprzednim zdaniu zwrotu
»STodkowo symetryczny” powoduje, dla zachowania prawdziwosci zdania, jedynie
koniecznoéé opuszczenia symbolu pierwiastka.
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