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Jednym z wazniejszych aspektéw nauczania matematyki jest ukazywanie pewnej
uniwersalnosci wskazywanych przez nig metod. W nauczaniu ujawnia sig to,
gdy przy pomocy jednej obserwacji mozemy rozwiazywaé rézne problemy.

Na przykiad, korzystajac z dobrodziejstw rachunku rézniczkowego mozemy
dowodzié pewnych nierdwnosci, rozwiazywaé proste zadania optymalizacyjne
(szkolne zadania na ekstrema). Innym przyktadem jest mozliwoéé zastosowania
zasady szufladkowej Dirichleta (gdy rozmieszezamy n przedmiotéw w k
szufladach i n > k, to w pewnej szufladzie znajdg sig co najmniej dwa
przedmioty) do rozwiazywania réznorodnych probleméw, [7].

W matematyce wystgpuje réwniez inne, nie mniej wazne zjawisko — ten sam
problem (zadanie) mozemy rozwigzywaé réznymi metodami. Umozliwia to jego
glebsze zrozumienie, pozwala taczyé pozornie odlegte fragmenty matematyki,
odkrywaé nowe zaleznoSci. Znamy na przyklad wiele réznych dowodéw
twierdzenia Pitagorasa [1, 3, 5], czy tez twierdzenia o istnieniu dokladnie pieciu
bryt foremnych (platofiskich) [1, 2, 8]. Innym aspektem tej sprawy jest cheé
znalezienia najprostszego, czy tez najbardziej komunikatywnego rozwigzania
(uzasadnienia) danego problemu.

Niestety zjawisko to jest marginalnie prezentowane w podrecznikach szkolnych.
Nieliczne sa tez publikacje pokazujgce takie mozliwoéci na konkretnym materiale
zadaniowym. Na przyktad, Marcin E. Kuczma w artykule [4] proponuje zbadaé,
T

czy istnieje granica limp—eoe™ - 3 %f’ jesli istnieje — znaleZé jej wartosé.

k=0 '
Pokazuje réwniez jak mozna to zrobié réznymi sposobami uzywajac coraz
bardziej zaawansowanych metod. Zadanie to dotyczy jednak materiatu =z tzw.
matematyki wyzszej.

Celem tego artykutu jest przedstawienie zadania geometrycznego (dla uezniéw
szkot érednich), ktérego rozwiazania moga byé pretekstem do przypomnienia
(lub przedstawienia) uczniom réznych fragmentéw matematyki szkolnej.

Takie spojrzenie z réinych punktéw widzenia potaczone z pewna retrospekcja
na poznany juz material moze dostarczyé uczniom wielu cennych obserwacji
1 przyczynié sie do ich wiekszej dojrzalodci matematycznej.

Zadanie. Na bokach trdjkgta ABC budujermy podobne trdjkgty réwnoramienne
APB (|AP|=|PB|), AQC (|AQ| = |QC|), BRC (|BR| = |RC|) w ten sposdb,
zZe punkty P 1 Q lezq na zewnqtrz trdjkgte ABC, natomiast punkt R lezy

w potplaszczyinie wyznaczonej przez prostq BC

i zawierajgeq trijkgt ABC. Udowodnié, Ze czworokgt
APRQ jest réunolegtobokiem.

Aby stwiedzié, ze czworokat APRQ jest
réwnoleglobokiem musimy wykazaé jedna

z nastepujacych zalezno$ci:

1) przeciwlegte boki sg réwnolegte;

2) przeciwlegle boki s sobie réwne;

3) w parze przeciwlegtych bokéw bokdi sg réwnolegle
1 réwnej dlugosci;

4) przeciwlegle katy sa réwne.

Rys. 1

Rozwiazanie I (geometria elementarna).

Wykazemy, ze przeciwlegle boki sg réwnej dtugoéci.
Przy oznaczeniach takich jak na rysunku 1, mamy:
AAPB ~ ABRC, wiee {52t = 221 Ponadto
|{PBR|=§+(8—6) = =|LABC|. Stad wynika, ze

(1) *  APBR~ AABC
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Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4
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(gwarantuje to cecha podobiefistwa tréjkatéw: dwa
tréjkaty sa podobne, jezeli maja po jednym kacie
réwnym i boki tworzace ten kat sa odpowiednio
proporcjonalne). Analogicznie wykazujemy, %e

(2) APBR ~ AQRC.

Z (1) i (2) wynika, 26 APBR ~ AQRC. Poniewas
|BR| = |CR|, wiec tréjkaty PBR i QRC sa
przystajace: [PR| = [QC| i |QR| = |PB|. Skoro
|AQ| = |QC|, |AP| = |PB|, wiec [AQ| = |PR|

i |AP| = |QR)|. Oznacza to, ze czworckat APRQ jest
réwnoleglobokiem.

Rozwigzanie II (rachunek wektorowy).
Poniewaz tréjkaty ACQ, ABP, BCR (rys. 2) sa
podobne, wiec staly jest stosunek

|QF| _ |PD| _ |RE| _,

[4C| T 14B| ~ |BC] "~
Zauwazmy, ze wektory ﬁ-”, —ERi lTé otrzymuje
sie odpowiednio z wektoréw AB : BCiCA przez

pomnozenie ich przez &k oraz obrét o ten sam kat
prosty. Wobec tego réwniez suma tych wektoréw

—_— e —
powstaje z sumy wektoréw AB, BC i CA przez
pomnozenie przez k 1 tenze obrdt. Skoro jednak

—_— —_— —_— —

AB+ BC+ CA=0,
wiec takze

DP-ER+FQ=0.
Korzystajac z tej zaleznodci obliczamy

AQ —- PR =

= (~1CA+FQ) - (PB+L1BC+ER) =

= —10A+FQ— (-DP+1AB) -1BC-ER =

= —3(AB+EBC +CA) + (DE—ER+FQ) =
— - ——r

=0+0=0.

Zatem AQ = PR, a to oznacza, ze |[AQ| = [PR|
i AQ || PR, co kofczy uzasadnienie.

Rozwigzanie III (kinematyczne).

Poniewaz AAPB ~ ACRB, wiec E%] = I[g—gll

(rys. 3). Wykonujemy teraz obrét (zgodnie z ruchem
wskazowek zegara) punktu P i R wokél punktu B

o kat 6. Punkty te przejda na punkty P’ € p. AB,
R’ € p.CB i mamy: |[PB| = |P'B|, |[RB| = |R'B]|.

Zatem EBl — |EB| co wobec twierdzenia odwrotne,
[4B] = [CB]> LR

do twierdzenia Talesa oznacza, ze AC || P'R’. Jezeli
obrécimy w talki sam sposéb punkty Ai Q (rys. 4),
to wéwczas prosta A'Q’ bedzie réwnolegta do prostej
AC. Aby sie o tym przekonaé wystarczy zauwazyé,
e [LQ'A'B| = |LQAB| = |LCK B|. Istotnie: pierwsza
réwnoéé wynika z zachowania rozwartosci katéw przy
obrocie, druga za z twierdzenia o kacie zewnetrznym
zastosowanego do AAK B. Gwarantuje to, ze

A'Q" || AC, a z przechodniodci relacji réwnoleglosci,
A'Q" || P'R’. Jezeli teraz dla punktéw P/, R/, A!, Q'
obrét wokét punktu B o kat —&, to punkty te przejda




(e, d)

C(2c, 2d)

D(1,0)

na punkty P, R, 4, @, odpowiednio.
Poniewaz obrét ptaszezyzny wokél
ustalonego punktu o ustalony kat nie
zmienia réwnolegiodci prostych, wiec

AQ || PR. Analogicznie wykazujemy
réwnolegioéé odcinkéw AP i QR. Zatem
czworokat APRQ jest réwnolegltobokiem.

Rozwigzanie IV (geometria analityczna).
Na plaszczyznie, w kidrej lezy trdjkat
ABC wprowadzamy prostokatny

uktad wspélrzednych tak, ze jego
wierzchotki maja wspélrzedne A(0,0),

Rys. 5

G0, 2d)

P(lz "'U)

1
i

B(2,0), C(2¢,2d), gdzie d > 0 (rys. 5).
W tréjkatach podobnych AQC, APB,
BRC stosunek wysokosci do podstawy
jest staty (i, powiedzmy, réwny ¥):
) 19FI_|DPI_|BRI v
|AC|  |AB| |BC| 27
Woéwezas punkt P ma wspdlrzedne
P(1,—v).

Gdy ¢ =0, tzn. punkt C nalezy do osi
OY (rys. 6), punkt Q ma wspdlrzedne
@Q(—vd, d). Musimy jeszcze wyznaczyé
wspdllrzedne punktu R. W tym

celu wyznaczamy réwnanie prostej
przechodzacej przez punkty B i C:

y=(2—z)d = —dz + 2d,

i prostej do niej prostopadie;
przechodacej przez punkt E(1, d):
1 1
Y= +d— 7
Nastepnie za pomoca standardowych
rachunkéw (korzystajac z (%))

wyznaczamy wspélrzedne punktu

B(2,0) 3

‘Rys. 6

z

zZ + 29

4D(1,0) § ~"B(20) X R(l1-wvd,d-v). Poréwnujac

wspotczynniki kierunkowe prostych
przechodzacych przez punkty A i Q oraz
P iR, anastepnie przez A1 Poraz Qi R

P(1,—v) stwierdzamy, ze czworokat APRQ jest

Rys. 7
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réwnoleglobokiem.
Podobnie postepujemy, gdy ¢ # 0. Réwnanie proste] przechodzacej przes
punkty A i C jest nastepujace: y = % - %, a réwnanie prostej przechodzace]
przez punkty F'i @ (rys. 5) ma postaé

(k) y=—§(a:—c)+d.

Poniewaz

TF—Ig _ IQFI _v

vo—va [|AC] 2
wige g = —vd + ¢. Z réwnania (#*) wyznaczamy yg = vc + d. Mamy wiec
wspéirzedne punktu ¢. Analegicznie wyznaczamy wspélrzedne punktu
R{c+1—wvd,vc— d— ), po czym przy pomocy wyzej opisanej metody
stwierdzamy, ze czworokat APR(} jest réwnolegtobokiem.

Rozwigzanie V (liczby zespolone).

Na ptaszczyzne, w kidrej lezy tréjkat ABC bedziemy teraz patrzeé jak na
zbidr liczb zespolonych. Wéwezas dodawanie liczb zespolonych to nic innego
jak dodawanie odpowiednich wektoréw (rys. 7), natomiast przeksztatcenie



v z+— z-el'? jest obrotem plaszczyzny wokél ustalonego punktu (§rodka

uktadu wspéirzednych) o kat ¢ (rys. 8), [6]. Z podobiedstwa tréjkatéw ACQ,
ABP, BCR, mamy:
4P| _ IBR| _[c@] _
[AB| |BC| |CA4| :
z Wéwezas punkty P, @, R mozemy przedstawié nastepujaco (rys. 9):
P=B+(A-B) s-&?,
X R=B+(C—B) s-&f,
Q=A+(C—A) 5",
Wtedy
R-P=[B+(C-B)-s:|—[B+(A—B)-s-&" = ‘
=(C—A)-s-&f =
Rys. 8 =[A+(C—A4) -5 ] -A=
= Q - A:
co oznacza, ze czworokat APRQ jest
Y .
o réwnolegtobokiem.
)
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