Rzecz jasna sa to te same liczby, co liczby
Catalana (red).

Rys. 1

0Od redakcji

Zapewne Autorka wytlumaczyla uczniom,
Ze ,nasuwanie” (uzyte w zadaniach dla
grupy III i IV) to operacja o definicji —
wiasciwie — indukecyjnej:

1. obrazem pnia jest pien,

2. kolejne galezie dorysowyjemy z
zachowaniem ORIENTACIJI ptaszczyzny.
Przy tym miejsce, z ktérego wyrasta
gala? (o ile nie jest to koniec galezi
poprzedniej generacji) mozna po galezi
przesuwad, a same galezie rysowaé
dowolnej diugodci. Ponadte, mimo

i% rzecz dzieje sie na plaszezysnie,
umawiamy sig, ze galezie moga sie
krzyzowaé bez przecigé.

Liczby Katalana
(notatki z zaje¢ w Kolegium)

Muatgorzata MIKOZAJCZYK, Wroctaw

Przez pierwsze 45 min. zajeé uczniowie pracuja w szesciu grupach. Kazda

grupa otrzymuje kartke z treicia zadania, ktére ma rozwiazal. Po ok. 10
minutach rozdawane sg kolejne kartki z pytaniami pomocniczymi. Osoba
prowadzaca zajecia kontroluje prace wszystkich grup i, w razie potrzeby, udziela
dodatkowych wskazdwek.

Zadania i wskazéwki
GRUPA I - ZADANIE EULERA O TRIANGULACIJI

Na. ile résnych sposobéw mozna podzielié n-kat wypukly na tréjkaty
nieprzecinajgcymi sig przekatnymi?

a) Ustal co to znaczy, ze dwa podzialy sa rdzne.

b) Ile przekatnych potrzeba do dokonania podsziatu n-kata?
c) Ile powstaje przy tym tréjkatéw?

d) Rozwiaz zadanie dla n = 3,4,5,6.

e) Sprébuyj znale#é formute ogélna (rekurencyjna lub nie).

Podzialy maja byé rézne w sensie mnogoéciowym. Np. rézne triangulacje czworokata pokazano
na rysunku 1. Do dokonania podzialu n-kata potrzebne sa i wystarczaja n — 3 przekatne, co
daje n — 2 tréjkaty w triangulacji.

GRUPA II - ZADANIE KATALANA O NAWIASACH

Mamy ciag n liter utozonych w ustalonym porzadku. Nalezy wérdd nich
rozstawié¢ n — 1 par nawiaséw tak, aby wewnatrz kazdego nawiasu znalazly sie
doktadnie dwa wyrazenia. Przez ,wyrazenie” rozumiemy litere lub dowolny napis
zamkniety w nawiasie. Ile jest réznych takich rozstawied?

a) Zauwaz, ze wystarczy badal potozenie nawiaséw ,otwierajacych”.
b) Rozwiaz zadanie dlan =2, 3, 4, 5.
¢) Sprébuj znalezé formule ogélng (rekurencyjna lub nie).

GRUPA III - ZADANIE CAYLEY’A O DRZEWACH BINARNYCH

Tle jest résnych drzew plaskich wyrastajacych z ustalonego pnia (wierzcholek
rzedu 1), o n+ 1 koficach i pozostatych wierzchotkach rzedu 3 (takie drzewo
bedzie nazywane binarnym)? Umawiamy sie, Ze rozgalezienia rysujemy pod
katem prostym, tak aby dwusiecane tych katéw oraz krawed? wychodzaca z pnia
byly pionowe a punkty rozgalezien znajdowaly sie na ustalonych poziomach.
Wtedy dwa drzewa uwasamy za réwnowazne, gdy jedno z nich mozna nasunaé
na drugie na plaszczyznie.

a) Ktére z ponizszych drzew sg réwnowazne (w sensie podanym w tresci
zadania)?

Rys. 2

b) Rozwiaz zadanie dla n = 2,3,4,5.
c) Sprébuj znalezé formute ogélnag (rekurencyjna lub nie).

Réwnowazne sa drzewa A 1 B i tylko one.
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GRUPA IV - ZADANRIE O DREEWACH £ USTALONA LICEZBA KRAWEDZI

Ile jest rédnych drzew wyrastajgeveh 2 ustalonego poia (wicrzeholek reedu 1),
o n krawgdziach? Dwa drzows uwazamy za rdwnownine, gdy jedno 2 nich mesna
nasungd na drugie na plaszezyinie naciggajac ewentualnie krawedzio.

a) Kidre  ponizgseych drzew sp rownowaine (w sensie podanym w breSei
eadania)?

e YN Y XY X

Ry &

Is} e wierzcholkdw majq drzewa o n keawedziach?
c] Rozwiad zadanie dlan=2,3,4.5.
d} Sprobuj enaledf formulg ogolna (rekurencyjna lub mie).

ldwmownine sy clrptwra A | B0 telko ome.

GRUPA V - ZADANIE O ZERACH [ JEDYNKACH

Na 2o miejseach uslawinmy n zer | n jedynek tak, aby w kaddym momencie
weytych jedynek bylo nie mnieg niz zer. e jest edenych takich wstawien”

a) Rezwiad zadanie dla n= 1,23, 4.
I} Sprobuj enaleid formulg ogélng (rekurencying lub nic).

GRUPA V] - ZADANIE O SZACHOWNICY

Dans jest szachownica n = n 2 usunigiymi polami pod ghiwas preeksing.
Porusza sig po nigj kulawa™ wiezn (w jednym ruchu moze preesunaé sie tylke o
Jedne pole]. Wicza La musi pracisé z lewego-dolnego w prawy-gérny rég planszy
w najkrdtsey moilivy sposdly, e jest rdenych takich drag?

a) Rozwing radanie dla n = 2.3, 4, 5.
b) Sprdbuj zoalegé formule ogdlng (rekurencyjna lub nie).

Peenbowie wpisujy wynlki pracy w gropach do specjalngch tabelel preygodowany ch proo
prowadeyoege eajecia. Plansee @ tabelkanl oraz tredeinmi posgezogdlngch wadad coslnjs
wywieszone w ogdlnodostepnym miejsew. W crasie preerwy semn bowle 2agsoEn g s ©
rezltatami olreymanyd precs lnse grapy, ewenlunbnee poprawinjy caowaiamn higdy, Ous
prayklady wy pelnionych tabelek grop ¥, 16 DL

Tabela 1. Grupa V
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(((ab)(e(de))) )

Rys. 4

Rys. 6

Jedno zadanie???

Weszyscy zapewne byli zdumieni faktem, ze zadania o kompletnie réznych treiciach i pozornie
nie majace ze soba nic wspélnego, mialy jednakowe rozwiazania. Na dole kazdej tabelki
widnial bowiem ten sam ciag liczb: 1, 2, 5, 14. Uczniowie, ktérzy rozwiazali swoje zadanie
takze dla wigkszych n (np. w celu sprawdszenia zgodnosci z zaproponowana formuta ogdlna)
otrzymywali zazwyczaj i dalsze wyniki dosé zblizone (ok. 40 i 130). Duga liczba obiektéw,
ktdre nalezalo w tych przypadkach zliczyé podnosila ryzyko bledu. Jednak zbieznoéé danych

w tabelkach szesciu grup byla na tyle wiarygodna, ze nawet jesli pojawilo sie gdzied odstepstwo
od reguly, uczniowie kladli je na karb wlasnej pomylki i na ogél, jeszcze w czasie przerwy,
znajdowali 1 poprawiali blad.

Przekonajmy sie, ze otrzymana zbieznodé wynikow nie jest przypadkowa, 1 ze
— tak naprawde — wszyscy rozwiazywali ten sam problem. Kolejno wykazemy
réwnowaznoéé zagadnien rozwigzywanych przez poszczegdlne grupy.

(1 = 2) Kazdej triangulacji (n + 1)-kata odpowiada pewne ustawienie
nawiasow w ciagu n liter.

Niech n = 6 i niech dany bedzie siedmiokat z dowolna triangulacja wykonana
nieprzecinajacymi sie przekatnymi. Ustalamy pewien bok siedmiokata, a
pozostale opisujemy kolejnymi literami alfabetu. Wszystkie inne odcinki
opisujemy umieszczajac w nawiasach napisy znajdujace sie na dwdch, opisanych
wezesnie] bokach, ktére wraz z rogpatrywanym odcinkiem, tworza tréjkat -
patrz rysunek 4.

Podpis uzyskany pod wybranym na poczatku bokiem siedmiokata przedstawia
rozstawienie nawiaséw odpowiadajace wybranej triangulacji. Qczywidcie réénym
triangulacjom odpowiadaja réine rozstawienia nawiaséw.

GWICZENIE 1

(2 = 1) Jakie triangulacje wielokatéw odpowiadaja nastepujacym ,napisom”: ((a(bc))d),
(((ab)(ed))e), (a(be)), (ab)? Opisz ogélng metode postepowania.

(1 = 3) Kazdej triangulacji (n + 1)-kata odpowiada pewne drzewo
binarne o n 4 1 kotcach.

Niech n = 6 i niech dany bedzie siedmickat z dowolna triangulacja wykonana
nieprzecinajacymi sie przekatnymi. Ustalamy pewien bok siedmiokata, po czym
nad kazdym bokiem {na zewnatrz figury) oraz wewnatrz kazdego tréjkata
triangulacji wybieramy po jednym punkcie. Beda to wierzcholki szukanego
drzewa. Krawegdzie miedzy nimi prowadzimy w taki sposdb, aby w kazdym
wierzcholku lezacym wewnatrz tréjkata schodzity sie trzy krawedzie przecinajace
boki tego trojkata — patrz rysunek 5.

Krawed? przecinajaca ustalony bok siedmiokata stanowi pied konstruowanego
drzewa. Zatem triangulacji, kiéra rozpatrywalidémy odpowiada drzewo binarne

(narysowane na plaszezyinie w ustalony wczedniej sposéb) przedstawione na
rysunku 6.

CWICZENIE 2
Jakie drzewa odpowiadaja poniZszym triangulacjom piecickatéw?

. OO

CWICZENIE 3
Jakie triangulacje wielokatdw odpowiadaja nastepujacym drzewom:

e NN

CWICZENIE 4
(3 & 2) Wykaz, ze dla kaidego drzewa binarnego o n + 1 koricach istnieje odpowiadajace mu
rozstawienie nawiasdw w ciagu n liter i na odwrét.
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Rys. 11
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Rys. 12

(3 = 4) Dla kazdego drzewa binarnego o n + 1 koficach istnieje
odpowiadajace mu drzewo o n krawedziach.

Bierzemy dowolne drzewo binarne (narysowane w tradycyjny sposéb na
plaszezyznie, tzn. z plonows krawedzia wychodzaca z pnia i pionowymi
dwusiecznymi katéw prostych miedzy galeziami) i obracamy jego ,korone”

o —45°. Teraz wszystkie krawedzie naszego drzewa skierowane sg poziomo
lub pionowo. Nastepnie wszystkie krawedzie poziome (i tylko te) $ciagamy do
punktu otrzymujac finalne drzewo o n krawedziach.

GWICZENIE 5
(4 = 3) Jakie drzewa binarne odpowiadaja nastgpujacym drzewom:

e Y YO

Opisz ogdlna metode dokonywania takiej zamiany.

(3 = 5) Kazdemu drzewu binarnemu o n + 1 kodcach odpowiada
pewien ,napis zero-jedynkowy” diugodei 2(n — 1).

Niech po naszym drzewie pelznie robaczek startujac po lewej stronie pnia,
obchodzac cate drzewo i wracajac do punktu wyjécia oraz znaczac przy tym
wszystkie mijane wierzcholki. Minigcie wierzcholka rzedu 1 oznaczane jest
cyfra zero, a miniecie wierzchotka rzedu 3 — cyfra jeden. Kazdy wierzcholek
jest oznaczany w czasie wedrdwki tylko jeden raz. Oznacza to, ze ponowne
przejécie robaczka przez pewien wierzcholek nie zmienia juz dotychezasowego
zapisu. Otrzymany przez robaczka napis zawsze ma na koricu zero (dlaczego?).
To ostatnie zero pomijamy.

CWICZENIE 6
(5 = 3) W jaki sposéb z ,napisu zero-jedynkowego” odtworzyé odpowiadajace mu drzewo
binarne?

(4 = 5) Kazdemu drzewu o n krawedziach odpowiada pewien ,napis
zero-jedynkowy” dlugodci 2(n — 1).

Robaczek pelznie teraz po drzewie zaczynajac z lewej strony pierwszego
wierzchotka powyze] pnia. Kazdy ruch do géry kodowany jest cyfra jeden, a ruch
w dét — cyfra zero. Tak jak poprzednio pomijamy ostatnie zero w otrzymanym
przez robaczka napisie.

CWICZENIE 7 )
(5 = 4) W jaki sposéb z ,napisu zero-jedynkowego” odtworzyé odpowiadajace mu drzewo o
danej liczbie krawedzi.

GWICZENIE 8
(2 = 5) Znajds preyporzadkowanie ,napisom zero-jedynkowym” dlugosci 2(n — 1)
odpowiednich rozstawierl nawiaséw w ciagu n liter i na odwrét.

CWICZENIE 9
(5 & 6) Znajdé wzajemna odpowiednio$é pomiedzy ruchami wiezy na szachownicy n X n
i ,napisami zero-jedynkowymi”.

Jak widaé wszystkie grupy rozwiazywaly problemy réwnowazne, zatem
otrzymana zhieznosé wynikéw nie bylta przypadkowa. Ciag zdefiniowany

w kazdym z zadan I-VI nazywamy ciagiem liczb Katalana. Jego pierwsze
wyrazy wynoszg 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429,... Dziwna panuje miedzy nimi ~
zaleznos¢. Niejest ani arytmetyczna, ani geometryczna. Sprébujmy ja odkryé.

Wzory ogélne

Skoro wszystkie grupy rozwiazywaly to samo zadanie, zgodnoéé wynikéw
powinna dotyczy¢ nie tylko kilku pierwszych wyrazdw, lecz takze ogdlnych
wzordw opisujacych liczby Katalana. Poréwnajmy je.
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Rys. 13

n+2 n+1
Rys. 14

n+2 n+1
Rys. 15

11

Rys. 17

Podanie ogélnej formuly jest zadaniem bardzo trudnym. Nic dziwnego, e uczniowie maja

z tym problemy. Przed wprowadzeniem poprawnych wzordw warto podwiecié kilkanascie
minut zajeé na, wspélne z uczniami, obalanie stawianych przez nich hipotez. Na ogdl bowiem
uczniowie dopasowuja wzory jawne do znalezionych czterech pierwszych wyrazdw ciagu, ale
na dalszych miejscach formuly te zawodza. Zdarzaja sie jednak ciekawe wzory rekurencyjne,
ktdérym warto przyjrzeé sie dokladniej.

Stosunkowo czesto, w grupie I, pojawia si¢ nastepujace rozumowanie. Szukamy
liczby a, triangulacji pewnego (n + 2)-kata. Powiedzmy, Ze znamy jus
rozwigzanie dla wszystkich wielokatéw o mniejszej liczbie bokéw. Podzielmy
zatem nasz wielokat jedna z przekatnych na dwie cze$el. Otrzymujemy dwa
wielokaty, z kidrych jeden triangulujemy na ap sposobdw i dla kazdej takiej
triangulacji mamy a,— mozliwosci triangulacji drugiego wielokata (obie
te wielkodcl juz znamy). Po uwzglednieniu réznych mozliwoéci dokonania
pierwszego podziatu otrzymujemy zaleznoéé rekurencyjna:

a; =1

Gp = 01Qn—1 + Q28n—2 + a3an-3+ ...+ Gp—303 + Gn_202 + An—-101,
Latwo mozna sprawdzié, ze formuta ta nie jest poprawna, jak i wskazaé blad
w prowadzacym do niej rozumowaniu. Przyjrzyjmy sie bowiem dokladniej
opisanemu procesowi triangulacji. Z ustalonego wierzcholtka prowadzimy
przekatna do wierzchotka oddalonego o jeden; w ten sposéb od wielokata
odcinamy trojkat a pozostala czeSé triangulujemy na a,-1 sposobdw. Nastepnie
prowadzimy kolejna przekatna, z tego samego wierzcholka co poprzednio,
odcinajac od wielokata czworokat. Czworokat, jak wiemy ma dwie résne
triangulacje, ale zauwazmy, ze jedng z nich uwzgledniliémy juz w poprzednim
przypadku (rysunek 13). W ten sposdéb, w naszym wzorze an..s triangulacje
liczymy dwukrotnie. Dalej sytuacja jest podobna.

Sprobujmy poprawié powyzsze bledne rozumowanie. Ustalmy jeden z bokéw
wielokata, np. (n+ 1,n + 2). Po dokonaniu triangulacji bedzie on bokiem
jednego z n mozliwych tréjkatéw (trzeci wierzcholek — rys. 14 — moze leded
w kazdym z punktéw 1,2,...,n).

Ustalmy, w ktérym trdjkacie lezy wybrany bok. Niech bedszie to
Ald,n+1,n+2) —rys. 15. Aby otrzymaé wszystkie triangulacje wielokata
zawierajace ten wlasnie tréjkat musimy dokonaé osobno triangulacji pigciokata
(1,2,3,4,n+2) oraz (n — 2)-kata (4,5,...,n,n+ 1). Zatem wszystkich
triangulacji (n + 2)-kata zawierajacych wyrézniony tréjkat jest agan_q4.
Uwzgledniajac teraz rézne mozliwosdci zbudowania tréjkata na boku
(n+1,n+2) otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:

(*) Gn = Gn-1+ @10p—2 + G20n—3+ ...+ An—382 + Gn_201 + Gp1.

Rachunkowe sprawdzenie potwierdza jej stusznoéé dla poczatkowych wyrazéw
ciagu, ale dodwiadczenie uczy, e powinniémy byé ostrozni. Jak upewnié sie,

czy formula ta jest zawsze poprawna?

Mamy na szczgscie do dyspozycji jeszcze pigé réwnowaznych wersji omawianego
zadania. Sprébujmy ten sam wzdr uzasadnié zliczajac drogi wiezy na

szachownicy.

CWICZENIE 10

Wieza porusza sig po szachownicy nie schodzac ponizej przekatnej i przesuwajac sie w danym
ruchu tylko o jedno pole. Ile najmniej ruchdw musi wykonaé na planszy o wymiarach 11 X 11
aby przejsé z lewego-dolnego w prawy—gorny rég? Ile w tej liczbie jest ruchdw ,w prawo”?
Odpowiedz na te same pytania w przypadku szachownicy 5 X 7, n X n, m X n.

Rozwazmy szachownice o rozmiarach 11 x 11. Mamy znale¢ liczbe ajo drég
wiesy od punktu A do B, ktére ,nie schodza” ponisej przekatnej AB. Kazda z
takich drég ma ustalone dwa ruchy — pierwszy i ostatni (rys. 16).

Wiéréd wszystkich drég od A do B mozemy wydzielié te, ktére nie zahaczaja o
przekatna. Jest ich tyle ile wszystkich drég na szachownicy o rozmiarze o jeden
mniejszym (czyli ag — rys. 17).
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Pozostale drogi — predzej czy péiniej — dotykaja przekatnej. Policzmy te,

ktére po raz pierwszy robig to w punkcie o wspélrzednych (4, 1), gdaie
i1€4{2,3,...,10}. Aby dostaé sie z punktu A do punktu (7, 7) trzeba przejsc
jedna z drég jak na szachownicy {i — 1) x (i — 1) (jest ich a;_1). Dalsza droge
(od punktu (4,4) do B) mozna pokonaé w dowolny sposéb byle nie zej$¢ ponizej

_6 przekatnej. Odpowiada to wyborowi drogi wiezy na szachownicy o wymiarach

(11— (i—1)) x (11 — (i — 1)) (takich drdg jest a11_(i—1)-1)-

Stad wszystkich drég, ktére po raz pierwszy dotykaja przekatnej w punkcie (%, ©)
jest a;0611~;. Uwzgledniajac teraz rézne mozliwosci wyboru 1 mamy:

10

aip = as + E G -2011—§

=2
Trzeba jeszcze zauwazyé, Ze drobny klopot wystapi w przypadku ¢ = 2. Nie
rozwazalidmy do tej pory szachownicy 1 x 1 odpowiadajace] wyrazowl ag.
Roszsadnie jest przyjaé w tym wypadku wartos¢ 1. Nasz wzdr praybiera wigc
postaé:

@10 = @9 + a108 + aza7 + asag + . ..+ deas + ara2 + agay + ag
co jest zgodne ze wzorem (x).

Udowodniony wzér rekurencyjny nie jest zbyt praktyczny, gdys odwoluje sie do
wszystkich poprzednich wyrazéw co, w przypadku obliczania wyrazéw bardzo
odlegltych, moze byé uciazliwe. Istnieje, co prawda, prosty sposéb obliczania
kolejnych liczb — wystarczy podpisaé obliczone juz wyrazy dwukrotnie pod
soba, w odwréconym porzadku, z drugim wierszem wysunietym o jeden wyraz,
pomnozy¢ liczby znajdujace sie w tych samych kolumnach (uzupelniajac zapis
jedynkami) i otrzymane wyniki dodaé, np.
1 2 5 14
14 5 2 1

14+54+4+5+4+14 =42
— ale dobrze byloby znaleié bardziej praktyczny opis.

Stosunkowo latwo mogzemy odkryé jawny wzér na n-tg liczbe Katalana.

Raz jeszcze odwolajmy sie do zadania o szachownicy. Rozwazmy plansze

o wymiarach (n + 1) x (n+ 1) i obliczmy ile jest wszystkich mozliwych drég
wiezy (o minimalnej dlugosei) pomiedzy punktami A i B. Kazda taka droga
ma diugosdé 2n (gdy mierzymy jg liczbg ruchédw wykonanych ,kulawa” wieza
— patrz ¢wiczenie 9.10). Zauwazmy, ze wystarcay ustalié kiedy wykonujemy
ruchy ,w prawo”, pozostale sg ich konsekwencja, zatem wybér drogi to wybhdr
n spoéréd 2n ruchéw. Réimych takich mozliwodei jest (7).

Oczywiscie nie wszystkie te drogi spelniajs warunki zadania. Musimy wiec
otrzymany wynik pomuiejszyé o liczbe drdg ,ztych” (tzn. przechodzacych
ponizej przekatnej). Kazda ,zla” droga dotyka w pewnym miejscu linii I. Jgj
odcinek zawarty pomiedzy A 1 pierwszym punktem zetkniecia z ! odbijamy
symetrycznie wzgledem {. Kazdg droge ,zla” mozemy teraz traktowaé jako
pewna droge pomiedzy punktami A’ i B (niezaleznie od miejsca pierwszego

2 getkniecia tej drogi z 0). Takich drég jest (nzf1)- Interesujaca nas liczba drég

»dobrych” to rézmica liczby wszystkich drég oraz drég ,ztych”, tzn.

o= ()~ () =Sl - =

' - n!((j?jl-)!l)! ~n -l|- 1 G‘?)

Otrzymali$émy bardzo ladny i prosty wzér!

(34)

Euler, rozwiazujac zadanie o triangulacjach, odkryt inny jawny wzdr opisujacy
kolejne liczby Katalana:
2-6-10-...-(4n—
(n—1)!

10 dlane{3,45..}

12




Wezér ten udowodnit indukeyjnie, jednak jego rozumowanie jest trudne. My

uzasadnimy ten wzdr inaczej. Na poczatek zauwazmy, ze wzér odkryty przez
Eulera pozwala na wyprowadzenie nowe] zaleznoéci rekurencyjnej opisujacej
liczby Katalana. Mamy bowiem:

_ (4-3-10)
=T g
(4-3—10)(4-4—10) (4-4—10)
= 3! ST
(4-3—10)(4 -4~ 10)(4-5—10) (45— 10)
a3 = = ay
4l 4
1 ogdlnie :
B (4n+2)—10 _ (4n —2)
WERLT Ty Yt

Ta formula jest ,przyjemniejsza” niz wzér (%), gdyz odwoluje sie tylko do
poprzedniego wyrazu. Sprawdzimy teraz, te wyprowadzony wczedniej wzdr (%)
spelnia ten zwiazek rekurencyjny (co dowodzi, Ze zaréwno sama rekurencja jak
1 wzoér podany przez Eulera opisujg poprawnie liczby Katalana). Mamy:

1/2n—-2
1w ( a1 )
(4n—2)  (2n—2)22n-1)  (2n—22n—1)2n _
n+l aln—Din—-Dl(n41) ninl(n+1) -

__ Wl 1 m
T (n+Dnlal T a+1\n/) "
GWICZENIE 11

Sprawdz, ze nieparzyste liczby Katalana (wigksze niz jeden) stoja w ciagu na miejscach o jeden
wigkszych niz potegi dwdjki.

oraz

Gp—1

CWICZENIE 12

W zadaniu Katalana o nawiasach napis (ab), mozemy interpretowaé jako iloczyn liczb @ i b.
Wtedy zmiana sposobu rozstawienia nawiaséw w danym ciagu liter nie zmienia wartosci
wyragzenia. Czy podobnie jest, gdy przez (ab) bedziemy rozumieli iloraz (sume, réznice) liczb .
a ib? A jesli nawias zastapimy znakiem modutu? )

CWICZENIE 13

2n golnierzy, z ktérych kaidy jest innego werostu, ustawiamy w dwuszeregu tak, aby od lewej
do prawej w kagzdym szeregu, zolnierze stali ,wg wzrostu” oraz by nizszego zolnierza zawsze
kryl wyzszy. Dowddca twierdzi, 4e jest mosliwe tylko jedno takie ustawienie. Czy ma racje?

Liczby Bella

W gérach jest wszystko co kocham

Wszysikie wiersze sq w bukach

Zawsze kiedy tam wracam

Biorg mnie klony za wnuka Jerzy Harasymowicz ,W gérach”

Kazdy wiersz ma charakterystyczny dla siebie uktad ryméw. W powyzszym
fragmencie wiersza Jerzego Harasymowicza mamy do czynienia z rymem typu
abch. Taki uklad rymdéw spotykamy u tego poety bardzo czesto, ale stosuje on
tez inne typy ryméw.

Przyjaciele drodzy kidrzy jemioly czcicie

Dobrze ze chodzicie Swiatem

Wkrdtce jodetke zielong spalicie

Aby darzyla was cieptym latem  Jersy Harasymowicz , W lesie listopadowym”
Stukafe strychu stare grzechy

I bierze gora — cerkiew na rogi

I siecze siecze w ganck nasz

Ulewy chmiel zielony Jerzy Harasymowicz , Wierchomla”

W powyzszych fragmentach wierszy mamy do czynienia 2 uktadem ryméw typu
abab oraz abed. :
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CWICZENIE 14
Jakie inne typy ryméw moga wystepowaé w 4-wersowych zwrotkach? Podaj odpowiednie
przyklady.

Ile réznych ukladéw rymdéw moze wystapié w wierszu o n-wersowych
gwrotkach? '

Policzmy dla kilku wartoéci n:

zwrotka 1-wersowa {a},

zwrotka 2-wersowa {aa, ab},

zwrotka 3-wersowa {aaa, aab, aba, abb, abc},

zwrotka 4-wersowa {aaaa, aaab, aaba, abaa, aabb, abad, abba, abbb, aabe, abac, abea,
abbe, abeb, abee, abed}.

Uczniowie zasugerowani liccbami Katalana, na ogol, znajduja tylko 14 przykladdéw rymdw dla
zwrotki 4-wersowej.

Otrzymany ciag wartosci wyglada doéé znajomo: 1, 2, 5, 15. Trzy pierwsze
wyrazy zgadzaja sig z liczbami Katalana. Na czwartym miejscu wszystko sie
psuje — zamiast 14 mamy 15. Dalej rozbieznodci sa jeszcze wigksze. Dla zwrotek
5-wersowych dostajemy 52 rymy, a dalej 203 i 877. Otrzymany ciag liczb
nazywamy liczbami Bella od nazwiska amerykaniskiego matematyka Erica Bella,
ktdry kilka swoich prac poswigcit tym liczbom.

Poczatkowa zbiegnosé liczb Bella z liczbami Katalana wcale nie jest
przypadkowa. Polaczmy kresks te wersy wiersza, ktére sie rymuja. W naszym
zapisie symbolicznym wyglada to nastepujgco:
— T m [

a, aa, ab, aaa, aad, aba, ... itd.
Crasem narysowane w ten sposéb tuki moga sie przecinaé. Otrzymujemy wiedy -
rymy krzyzowe. Pozostale nazywamy rymami prostymi. Zwrotka 3-wersowa
nie dopuszcza oczywidcie ryméw krzyzowych. Ile typdw ryméw krzyzowych moze
wystapié w zwrotce 4-wersowej?

Liczba Katalana o numerze n podaje liczbe ryméw prostych dla n-wersowej
gwrotki. Dowdd tego faktu jest jednak skomplikowany.

GWICZENIE 15

Pisanie sonetdw jest niezwylkle trudnym zadaniem. Poete obowiazuja bowiem sztywne rygory
co do rymu i rytmu wiersza. Gdyby jednak machnaé na nie reka, ile réénych typdw rymdw
uzyskaliby$my w sonecie?

CWICZENIE 16
Uzupelnij definicje:

n-ta liczba Bella, to liczba wszystkich .........ccoovvvin.... zbioru n-elementowego.

CWICZENIE 17
Pokaz, ze (n + 1)-sza liczbe Bella mogemy obliczyé za pomoca wezeéniejszych uzywajac

nastepujacego wzoru:
n
n
Bri1 = E (1) Bi

- ’

=0
Odpowiedzi — podpowiedzi
CWICZENIE 4
o b a b ¢ a b ¢ d
Rys. 20 < (abd) +(a(be)) < ((ab)(cd))
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10
Rys. 23

< 110010

GWICZENIE 5

Wierzcholki rzedu jeden pozostawiamy bez zmian; w wierzcholkach rzedu dwa, z prawej strony
pniz, dodajemy prostopadla kraweds; w wierzcholkach wyzszych rzedéw krawedzie wychodzace

z danego wierzcholka rozsuwamy tak, jak pokazano na rysunku obok.
Na koniec korong otrzymanego drzewa obracamy o 45° {patrz rys. 22).

CWICZENIE 8
W ciagu liter z rozstawionymi nawiasami, nawiasy zamykajace mozemy zaniedbaé. Sa
one konsekwencja rozstawienia nawiaséw otwierajacych i regul dotyczacych ustawiania
nawiaséw. Majac dany n-literowy napis z rozstawionymi nawiasami, kazdy nawias otwierajacy
zastepujemy jedynka, a kazda liferg — zerem. Przy zamienianiu ,napisu zero-jedynkowego” na.
ciag liter i nawiaséw postepujemy odwrotnie dostawiajac jeszcze, w odpowiednich miejscach,
nawiasy zamykajace.

(((ab)c)d)

11180 0 &
CWICZENIE 9
1 —ruch w pionie, 0 - ruch w poziomie (patrz rys. 23}.

Uzytych jedynek jest zawsze nie mniej nis zer, wiec kazda tak zakodowana droga, miesci sie
w dostepne] nam czeci szachownicy.

GCWICZENIE 10

Na szachownicy n X n kazda droga ,kulawei” wiety z lewego-dolnege do prawego-gérnego rogu

ma dlugoéé 2n — 2 {w tym n — 1 ruchéw wykonywanych jest ,w gére”). Dla szachownicy m X n

diugoéé ta wynosim +n — 2.

CWICZENIE 12
Wartosé wyrazenia nie zalezy od sposobu rozstawienia nawiaséw, gdy dzialanie (ab) jest

laczne. Znak modulu nie pozwala na odrégnienie kreski otwierajacej i zamykajacej. Czy w tym

przypadku tracimy jednoznacznoéé odczytania napisu?

CWICZENIE 13

Dowddca ma zawsze racje (1?). Ustawiamy solnierzy w szeregu ,,wg wzrostu” i nadajemy im
kolejne numery od 1 do 2n. W ,napisach zero-jedynkowych” dlugoéci 2n zawierajacych tyle
samo zer co jedynek i majacych dodatkowo te wiasnoéé, ze w katdym momencie usytych
zer jest nie wigcej ni% jedynek, réwniez numerujemy wszystkie cyfry liczbami od 1 do 2n.
Zaczynamy teraz ustawia zolnierzy w dwuszeregu od prawej strony (od najnizszego). Jezeli

numerowi danego Zolnierza odpowiada w ,napisie” cyfra 1, to ustawiamy go w I rzedzie, a jedli
g € &)

0 - to w II (zawsze na pierwszym z prawej wolnym miejscu). Wtedy kazde ustawienie spelnia
wymogi regulaminu musztry (dlaczego?), zatemn ich liczbg opisuje n-ta liczba Katalana.

CWICZENIE 15
Sonet jest wierszem 14 wersowym, zatem liczbe régnych rymdw podaje 14 liczba Bella, tj.
190 899 322.

CWICZENIE 16 ‘
n-ta liczba Bella to liczba réznych podzialéw zbioru n-elementowego {czyli liczba réznych
relacji réwnowaznoéci, ktére mozna wprowadzié w tym zbiorze).

CWICZENIE 17

Niech B, oznacza n-ta liczbe Bella. Dokonujemy pewnego podzialu zbioru "

(n + 1)-elementowego i patrzymy na grupe, w ktérej znalaz! sie (n + 1)-szy element. Niech
grupa ta liczy poza nim jeszcze i elementéw (i € {0,...,n}). Taka grupe mozemy wybraé na

(':) sposobdw. Po kazdym takim wyborze pozostaje jeszcze n — ¢ elementdw, ktére dzielimy na

grupy na Bp_; sposobdw. Zatem wszystkich mozliwych podziatéw jest

n

S S L ST N PR PR P
(e (=3 ()
1 i=0

i=

odwracamy kolejnoéé sumowania.
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