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Rys. 2

Banach, Cantor i fraktale
Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

Plaszczyzna, a nawet prosta to bardzo bogate $rodowisko do prowadzenia
obserwacji matematycznych. Dziaé sie tam mogg dziwne 1 ciekawe rzeczy. Aby
Jje precyzyjnie opisaé i lepiej zrozumieé przypomnimy kilka pojeé.

Naturalne jest, e plaszezyzne utoisamiamy ze zhiorem R2 W takim zbiorze
wiemy (z nauki szkolnej) jak rozumieé stwierdzenia ,dodaé punkt a do punktu
b” (rys. 1), ,pomnozyé punkt a przez liczbe A” (rys. 2). Dzigki umiejetnosci
wyznaczania odlegtodci pomiedzy punktami zbioru R np. za pomoca wzoru

d(a,b) = \/(aw—b )2+ (ay — by)?,

gdzie a = (ag, ay) b= (bg, by) € R?, wiemy co to znaczy ,bliske”, ,daleko”.
Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, fe istnieje wiele sposobdw mierzenia odlegtosci
na, plaszczyinie. Mozna to robié na przyklad za pomoca wzordw:

dp(a,b) = (Jaw — bz P + [ay — bylp)lfpa p>1
Weszystkie te funkcje, dla dowolnych a, b, ¢ € R?, spetniaja nastepujace naturalne
warunki:
(1) dp(a,by =0 a =",
(2) dp(a,b) = dp(b,a),
(3) dp(a,b) < dp(a,c) +dp(c, b).
Funkcje te nazywamy metrykami, a pare (R?, d,) nazywamy przestrzenig
metryczng. W zbiorze M wyposazonym w metryke d (sposéb mierzenia
odlegtodci) mozemy méwié o granicy ciggu punktéw. Wydaje sie, se pojecie
to jest intuicyjnie zrozumiate — granice to taki punkt, do ktérego daza wyrazy
clagu w miare wzrostu ich numerdw. Precyzyjniej:

g= lim an € Ve>03n,Ynsned(an, g) < €

Na przyktad w przestrzeni (]R2 ds) ciag punktéw a, = (L, %), n=1,2,.
jest ciagiem zbieznym do punktu (0, 0), natomiast ciag punktéw b, = (n )
n=1,2,..., nie ma granicy.

Louis Augustin Cauchy (1789-1857) badajac ciagi na prostej rzeczywistej R
(wyposazonej w metryke naturalng d(z,y) = [z — y|) zauwazyl, ze moina
tam problem zbieznosci ciagu rozstrzygnaé bez koniecznoéci wyznaczania
Jego granicy (co czasem jest zadaniem dosyé klopotliwym). Udowodnil on
nastepujace twierdzenie (patrz np. [5]):

TWIERDZENIE 1 (Cauchy). Cigg (z,) C R jest zbiesny wiedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego € > 0 istnieje take liczba no, Ze dla wszystkich n,m > ny,
d(Tn,tm) <e. W

Warunek z tego twierdzenia — zwany obecnie warunkiem Cauchy’ego — wyrazamy
tez nastgpujaco: koncdwka ciggu (czyli wszystkie wyrazy ciagu z wyjatkiem
skoriczonej liczby wyrazéw poczatkowych) moze mieé dowolnie mata érednice.

PRZYKEAD 1. Aby stwiérdzié zbieinoéé ciagu

b g o +32+ +1, n=1,2,...,
wystarczy zauwazyé, ze dla dowolneJ liczby naturalnej s,
1 ik 1
S G ey <
n(n+1)  (n+1)(n+2) (n+s—1)(n-+s)
11 1 1 1 1
—Eﬁn+1+n-|—1_n+2+"'+n—]—s—1—n+s—
1 1 1
“n n+s<'r-a-'
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=

] + 1, ze
. Wyznaczenie

Zatem dla dowolnego ¢ > 0 istnieje taka liczba naturalna ng = |
|#m — 2n] < € dla m,n > ng. Gwarantuje to zbieinosé ciagu (z,
jego granicy, ktéra wynosi ’%:, moze nastreczal trudnodei. O

—m

Przedstawiona tu wlasnosé Cauchy’ego nie jest niezmiennikiem topologicznym.
Przestrzed liczb rzeczywistych IR jest homeomorficzna z przedziatem (0,1). -
Ciag (%,%,...) spetnia warunek Cauchy’ego (W metryce naturalnej), ale nie jest
zbiezny w przestrzeni (0, 1) — nie ma w tym zbiorze granicy.

Nie mniej we wszystkich przestrzeniach R®, n=1,2,... spelnianie przez ciag
warunku Cauchy’ego gwarantuje jego zbieznosé.

Warunek Cauchy’ego zrobil w matematyce oszalamiajaca kariere. Za sprawg
prac Stefana Banacha (1898-1945) wzroslo znaczenie tzw. przestrzeni zupelnych.
Méwimy, ze przestrzer metryczna (M, d) jest zupelna, gdy kazdy clag punktdw
tej przestrzeni spelniajacy warunek Cauchy’ego jest w tej przestrzeni zbiezny.

W tego typu przestrzeniach udalo si¢ wykazaé wiele waznych zwiazkéw. Jednymi
z prostszych, ale zarazem majacymi znaczace nastepstwa sa twierdzenia Georga
Cantora (1845-1918): '

TWIERDZENIE 2 (dla przestrzeni zupelnej). Jezeli w przestrzeni metlrycznes
zupelnej (M, d) dany jest cigg zbiordw (F,), niepustych, domknietych,

o §rednicach dezgeych do zera (diam(F,) — 0) oraz spelniajgcych warunek

Fiy D FyD ..., to zbidr (., Fy, sklada si¢ dokladnie z jednego elementu.

DOWOD. Poniewaz $rednice zbioréw F, daza do zera (ze wzrostem numeru n),
wiec ciag (pn) okredlony reguta: p, € Fn, n=1,2,... spelnia warunek
Cauchy’ego. Przestrzen jest zupelna, wiec istnieje punkt p = limy, oo pn.

W clagu (p,) wszystkie wyrazy o numerach wigkszych od n naleza do zbioru Fj,
ktéry jako domkniety zawiera granice p. Poniewaz tak sig¢ dzieje dlan=1,2,...,
wiec p € (o, Fn. Gdyby istnial punkt ¢ # p taki, ze ¢ € ()., Fn to mielibyémy
0 < d(p, q) < diam(F},) dla kazdego n, co jest sprzeczne z zalozeniem, e Srednice
zbioréw F, daza do zera. B

Prosze sig teraz zastanowié, czy rezultat ten pozostaje prawdziwy, gdy
zrezygnujemy z zaloZenia, ze érednice zbioréw F, daza do zera?

PRZYKTAD 2. Rozwazmy zbidr wszystkich ciagéw rzeczywistych zbieznych
w zwyklym sensie do zera wyposazony w metryke
d(x,y) = max{]z; — y;| 1 ¢ > 1},

gdzie x = (z1,29,...), ¥y = (¥1, Y2, . . .). Tak otrzymana przestrzed metryczna
oznaczamy przez co. Mozna wykazad, ze jest to przestrzeil zupelna (patrz [7]).
W tej przestrzeni zbiory

Eyo={x€co max{|z;|:i>1}<lizi=s=... =2, =1},
n=1,2,..., sa niepuste, domkniete, maja Srednice réwna dwa, oraz Epy1 C Ep,
n=1,2,... Jednak (o~ B, = 0. Jedynym elementem, ktéry mégtby nalezeé do
tego iloczynu jest ciag (1,1,1,..) & co. O

W wezszej klasie przestrzeni metrycznych, tzw. przestrzeniach zwartych

(patrz [6]) nie musimy zaktadaé, e érednice zbioréw F,, daza do zera.

W tych przestrzeniach mamy nastepujaca wersje twierdzenia Cantora (jego
uzasadnienie jest analogiczne do dowodu poprzedniej wersji — zamiast zupelnoéci
wykorzystujemy zwartodé):

TWIERDZENIE 3 {dla przestrzeni zwartych). Jezeli w przesirzeni zwartej
M dany jest cigg zbiordw (Fy,), niepustych, domknigtych, spetniajocych warunek
FFOoFD.., ioﬂ:’:an#@‘ |

W tym przypadku nie twierdzimy, e iloczyn mnogoéciowy zbioréw Fj, jest
jednoelementowy, choé moze tak byé, gdy np. dodatkowo zalozymy, ze érednice
zbioréw F, daza do zera.

Z warunku zwartoéci mozemy zrezygnowaé (na rzecz stabej zwartosci)
w jednostajnie wypuklych przestrzeniach Banacha [3]:
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Jezeli (X, || - |]) jest jednostajnie wypukly przestrzeniq Banacha i (Fy,) jest
ciggiem zbiordw niepustych, domknigtych, ograniczonych, wypuklych oraz takich,
ZeFp1 CFy dlan=1,2,..., 0 ﬂ;o:an #w |

Wrdémy teraz do rozwagzan na plaszezyinie i zastanéwmy sie nad prawdziwoscia
nastepujacej obserwacji: gdy z lecacego nad Polska samolotu zrzucimy mape
naszego kraju, to zawsze upadnie ona tak, ze jeden punkt na mapie bedzie lezal
dokladnie na punkcie terenu, ktory ten punkt mapy przedstawia.

Stwierdzenie to jest pogladowa ilustracja waznego twierdzenia, tzw. zasady
odwzorowai zwezajacych, ktéra Banach oglosit w 1922 roku.

TWIERDZENE 4 (Banach). Niech (M, d) bedzie przestrzeniq meirycang
zupelng. JezeliT : M — M jest odwzorowaniem zwezajgeym (konirakejg), tzn.

r<1Voyemd(Tz, Ty) < L -d(z,v),

to isinieje dokladnie jeden punkt oo € M faki, Ze TTeo = Too (Teo RGZYWAMY
punktem stalym odwzorowania T).

Twierdzenie to doczekalo sie wielu rozmaitych uzasadnied.. Oto dwa calkowicie
rézne jego dowody.

DOWOD I (niekonstruktywny). Niech a = inf{d(z, Tx) : « € M}. Wykazemy, ze
a = 0. Niech € > 0. Wybieramy punkt z € M taki, ze d{z, Tz) < a + ¢. Wtedy

a<d{(Tz,T%z) < L-d(z,Tz) < L-(a+¢).
Poniewasz L < 1, a ¢ moze byé dowolnie male, wiec musi byé a = 0. Wykazemy
teraz, ze infimum to jest osiagane. W tym celu okreélamy zbiory
M,={zeM:d(zTz)< %}, n=1,2,...
Sa one niepuste, domkniete, My 1 C My, a ponadto dla 2,y € My:

1

czyli d(z,y) < 7 —FL Stad wynika, ze érednice zbioréw M, daza do zera. Zatem
na podstawie twierdzenia Cantora ﬂ;“;l My ={20}1T2x0 = 2. 1

DOWOD 1II (konstruktywny). Wybieramy dowolnie punkt zg € M. Jegeli
Tzy = zo, to wykazujemy, ze jest to jedyny punkt staly. W przypadku, gdy
Tz # zo, okreslamy ciag {z,} W nastepujacy sposdéb: zpt1 = T2y,

n=20,1,2,... Wéwczas dla dowolnych n, p € N mamy oszacowanie:
n

L
(*) d(mn:mnﬂo) S 1—T, : d(mUaT$0):

co oznacza, ze ciag {€,} spelnia warunek Cauchy’ego. Poniewas przestrzen M
jest zupelna, wiec istnieje @, € M taki, Ze @oo = lim,—.cs 2. Wobec claglosci
odwszorowania T, mamy:

Tig ST lim 2,) = lim T's, = 100 8400 =i
n—eoo n—+ca n—oo

Taki punkt staly jest dokladnie jeden. Gdyby z £ yiTz=2iTy =y, to
wéwcezas

d(z,y) = d(T2,Ty) < L -d(z,y) < d(z,v),
co jest niemozliwe. B

Z powyzszego uzasadnienia wynika, zZe za pomoca ciggu iteracyjnego
Znt1 =Tzn, n=0,1,2,..., gdzie punkt zg € M jest wybierany dowolnie, mozna
aproksymowaé punkt staly kontrakeji Tz zadana doktadnoscia. Skutecznoéé tego
przyblizenia pokazuje wzdr (we wzorze (#) przechodzimy z p do c0):

FAL
d(o;n,, $.x,) S m 2 d(xo,T:En)‘
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z+32

Rys. 3

Rys. 4. § = min{éa, 65}

Zasada odwzorowan zwefajacych jest wykorzystywana do rozwiazywania wielu
probleméw. Przy jej pomocy mozna np. przyblizaé rozwiazania réwnai, ktére
nie poddaja si¢ zadnym standardowym metodom.

PRZYKEAD 3. Ponigsze réwnanie

(%%) R e

ma. dwa pierwiastki, co stwierdzamy po narysowaniu odpowiednich wykreséw

(rys. 3). Do przyblizenia pierwiastka z; mozna wykorzystaé funkeje

T(z) = e® — 2 (jak to zrobié?). Niestety za pomoca tej funkeji nie mozemy

aproksymowaé punktu zy (dlaczego?). Aby przyblizy¢ punkt zs wykorzystamy

prosta obserwacje: przeksztatcenie dane T' i odwrotne do niego 7! (gdy takie

istnieje) maja te same punkty stale. Poniewas
y=e"—2&y+2=e"hiy+2) ==,

wiec funkeja odwrotna do T jest funkcja T (z) = In(x + 2). Réwnanie

z = In(z + 2) jest wiec réwnowazne réwnaniu (++) i ma te same rozwiazania.

Korzystajac 2z funkeji 71 (z) = T (z) = In(z + 2) mozemy aproksymowaé

punkt z,. O

Szersze omdwienie zastosowan twierdzenia Banacha w klasycznej analizie mozna
znalezé w monografii [10].

My zwrdcimy teraz uwage na zwiazek idei zawarte] w zasadzie odwzorowai
zwegajacych z pewnymi obiektami geometrycznymi zwanymi fraktalami.
Wszbudzaja one w ostatnich latach duze zainteresowanie.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczng zupelna. Tworzymy nowy zbidr
F(X), ktérego elementami sa niepuste, zwarte podzbiory przestrzeni X.
W zbiorze F(X) zdefinujemy metryke. Przypomnijmy, 2e §-otoczeniem zbioru
A € F(X) nazywamy zbidr
As={z € X :d(a,z) < 6 dla pewnego a € A}.
Wéwezas proste rozumowanie przekonuje nas, ze funkcja
D: F(X) x F(X) —[0,+4o0)
dana wzorem
D(A,B)=inf{§ >0: AC Bs AB C As}
(rys. 4) spelnia warunki (1), (2) i (3). Jest to tzw. meiryke Hausdorffa na
zbiorze F(X). Mozna réwniez wykazaé, ze przestrzen (F(X), D) jest zupeina [2].

Nasze rozwazania ograniczymy teraz do przypadku, gdy X = R? (choé mozna
je prowadzié w przestrzeniach R™). Wyobrasmy sobie, Ze danych mamy m
kontrakeji 71,75, ..., Tm : B — E, gdzie E C R% Mozemy wéwczas sdefiniowaé
operacje T : F(F) — F(E) w nastepujacy sposdb:

TA) =T1(A) UT(A)U...UT,(4), AEe€F(E),
gdzie T;(A) = {Ti(z) : z € A}. Dla tak okreslonego odwzorowania mamy
nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 5. Dla danych kontrokeji 11,15, ..., T : B — E, gdzie
ECR?iL;<1dlai=1,2,...,m, istnieje dokladnie jeden niepusty, zwarty
zbidr F taki, se F = T(F) = i=; T:(F). Ponadto:

(i) dla dowolnego A € F(E) takiego, Ze T;(A) C A, i=1,2,...,m,
F = m):ozl Tk (A)J'

(ii) dla dowolnego B € F(E) iteracje T*(B) sg zbieine do E w metryce
Hausdorffa przy k dgégcym do co.

DOWOD. Niech A bedzie dowolnym zbiorem w F(E) takim, ze T;(A) C A4 dla
wszystkich ¢ = 1,2,...,m (np. takim zbiorem jest E). Wtedy T*(A) C T*~1(A4),
wigc {T*(A)} jest zstepujacym ciagiem zbiordw zwartych, ktére zgodnie

z twierdzeniem Cantora maja niepusta, zwarta cze$é wspdlna F = ﬂ}fll TE(A).
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Rys. 5. Pigé poczatkowych przyblizen
tzw. gwiazdki Kocha. Prosz¢ opisaé zbidr,
od ktérego startujemy i (réwniez dwa)
odwzorowania zwezajace.

Poniewaz {T*(A)} jest ciagiem. zshepujacym, wige T(F) = F. Aby sprawdzié, ze
taki zbiér jest dolcia,dme jeden zauwazmy, ze dla A, B € F (E) mamy '

(k4k)  D(T(A), .T‘(B) (UT,, (4), UT(B) |

i=1 AP
< max{D(T3(4), T}(B)) : 1 <i< m} g R
< max{l; : 1 <i<m}- D(4,B)< D(A,.‘ By
Gdyby zatem istnialy zbiory 4, B € F(E) takie, de T(4) = 41 T(B) =
to musiatoby byé D(A4, B) = 0, co implikuje A = B. Ponadto dla dowo}.nego
B e F(E),
D(T(B), F) = D(T(B) T(F)) <ma.k{L 1<i<m} D(B,F),
D(T*(B),F) < ¢ - D(B, F) — 1,
przy k dazacym oo, gdyz ¢ = max{ZL; (1<i<m}<1.H

Inny dowéd tego fakbu, oparty na twierdzeniu wyboru Blaschke’go mozna
znaleié w pracy [1].

Zobaczmy teraz jak ,dziala” powyzsze twierdzenie.

PRZYKLAD 4. Ronaiymy zbiér E = [0, 1] C R z'naturalng metryks i dwa
odwzorowama zwezajace 11, T : B — E dane wzorami:

1 1 2

Tl(z) 'é' ; g(m)—§m+-§

Wéwezas
T(E) = Ty(E) UTy(E) = [o, %] u [-g- 1] ,
T(B) = T(T(E)) = Ty(T(E)) UTx(T(E)) =

o 1% < o 18 "§] =187 8 .
= [0, §}U|}§,§J ] |:g, 5] u {-9-,1] , itd.

Ogdlnie, zbiér T*(F) sktada sie z 2* odcinkéw o dtugoéciach réwnych 3—F,
k=1,2,... Zbiér graniczny C = (=, T*(E) jest dobrze znanym zbiorem
Cantora. Otrzyma.hsmy go tuta,;[ jako zbidr mezmlennlczy wyzej okreélonej
operacji 7. O

Warto zatrzymad sig na chwilq przy zbiorze Cantora, ktéry ma szereg
interesujacych wlasnosci (ich uzasadnienie jest ksztalcacym éwiczeniem, patrz
np. [6,7]):

— jest zbiorem nieprzeliczalnym;

— jest zbiorem miary Lebesgue’a zero;

~ jest zbiorem doskonalym:;

— jest zbiorem w sobie gestym;

— jest zbicrem brzegowym;

— jest zbiorem I kategorii;

— wykorzystujac zbiér C mozgna okredli¢ tzw. ,diabelskie schody Lebesgue’a’
funkcje f : [0,1] — [0, 1] ciagla, stabo rosnaca, ktoreJ pochodna istnieje Wszgdme
z wyjatkiem punktéw zbioru Cantora.

ZADANIE. Pokazaé, ze odwzorowanie f : R -+ R dane wzorem

f(z) = (1 — |22 — 1[) ma 0 jako punkt staly i zbiér Cantora C jest zbiorem .
niezmienniczym wizgledem tego odwzorowania £(C) C C. Ponadto, jezeli

z € C — {0}, to iteracje f™(z) sa g@s’qe W..C,, @g]@zgl; z—C, to fm('t,) — —c0, gdy
m dazy do co. O

Wyzej opisany zbiér podal Cantor w 188’3&0’1«:‘&1# pracy Grundlagen einer
allgemeinen M wnmgfgl’ézgl»g@;lg@gg E@edgta,w ogdlnej teoril mnogoéci) jako
ilustracje. faktu g, do.skgnmlo,gc zb;o;u.me wystarczy do jego ,ciagtodci”.

- Zbiér ten byt elethentent: Showdgo §wiata” wobrebie matematyki. Swiat odkryty

przez Cantora wymagak nowej wrazliwodci i wiyobrazni. W bardzo krétkim czasie
okazalo sig, 46 md dn ogtomwy wplyw. na jezyk matematykii dalszy jej rozwéj. .
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Rys. 6. Zuk Mandelbrota

Zbiér Cantora jest nietrywialnym przykladem jeszcze jednego zjawiska
7 jakim spotykamy si¢ w matematyce — samopodobieristwa (czesé zbioru jest

| podobna do calego). Na wszechobecnoé¢ takich zbioréw iich przydatnosé

. do matematycznego opisu otaczajacej nas rzeczywistodcl zwrdcil uwage

| w 1975 roku wspéiczeny matematyk francuski pracujacy w USA, Benoit

| B. Mandelbrot (urodzony w 1924 roku w Warszawie). Zbiory takie nazwal

i fraktalami (od tacifskiego stowa fractus — ztamany, sktadajacy si¢ z kawalkéw).
. Obecnie fraktale intensywnie wykorzystuje sle w geometryczne]j teorii réwnai

. rééniczkowych. Dzigki mozliwoSciom badawezym stworzonym przez komputery
. oraz zastosowaniu fraktali do opisu zjawisk przyrody i techniki, np. turbulencji

i chaosu, mozna przypuszczaé, ze ich zastosowanie w matematyce bedzie coraz
wigksze (patrz [2]).

Mimo, ze istnieje wiele cech, ktére wyrdzniaja fraktale sposrédd innych obiektéw
geometrycznych (np. wspomniane juz samopodobieiistwo, niecatkowity wymiar,
okreslenie fraktala gléwnie przy pomocy zaleznoéci rekurencyjnej), to wygodnie
jest przyjaé nastepujaca definicje:

fraktalem nazywamy kazdy niepusty, zwarty podzbior R™.
W szezegdlnoéel zbiory niezmiennicze uzyskane w wyniku konstrukcji opisanej
w twierdzeniu 5 nazywamy frakislami deterministycznymi lub atrakiorami.
Uzywajac tego jezyka mozemy powiedziet, ze zbidr Cantora C jest atrakiorem,
ktérego wymiar Hausdorffa~Besicovitcha wynosi 22 » 0,6309, [4, 9].
Fraktale, a dokladniej twierdzenie 5, mozna wykorzystywad do
szapamietywania” i tworzenia obrazéw ,wzietych z natury”, oczywiscie przy
wykorzystaniu komputeréw. Twércami tej metody sg M. Barnsley, S. Demko,
L. Hodges, B. Naylor z Georgia Institute of Technology (USA). Istotne w tym
procesie jest tzw. twierdzenie o collage’n (kolazu).

TWIERDZENIE 6. Niech T4, Ts, ..., Tm : R? — R? bedg kontrakcjami
takimi, ze max{L; : 1 <i <m} =c < 1 oraz E C R? bedzie niepustym, zwartym
podzbiorem. Wiedy

o(&,F) < 7 D(&.JT(®),

Tee
i=1
gdzie F jest zbiorem niezmienniczym dla T, 4. Ty(F)=F dlai=1,2,...,m.

DOWOD. Korzystajac z nieréwnoéci tréjkata dia metryki Hausdorffa,
niezmienniczodcl zbioru F oraz nieréwnosel (###), mamy:

p(&,F) < D(5, D T(B)) + D(Cjz}(E),F) -

i=1

tl

o(z.(Jz®) + o((Jz(m), Jnem) <
i=1 =1 i=}
< D(E,GI&(E)) +c-D(E, F),

skad wynika teza. B

Konsekwencjg tego twierdzenia jest fakt, ze zadany niepusty, zwarty podzbidr
R? moze by¢ dowolnie doktadnie aproksymowany przez zbiory niezmiennicze
wzgledem pewnych kontrakeji.

WNIOSEK 1. Niech E C R? bedzie niepustym, zwartym podzbiorem. Dla
danego & > 0 istniejg konirakcje Th,To, . .., Tk, ktdrych zbidr niezmienniczy F
spelnia warunek D(E, F) < 6.

DOWOD. Dzicki zwartodci zbioru F istnieje skoficzona rodzina kul

B1, Bs, ..., By pokrywajacych zbidr E, ktérych érodki lezg w zbiorze E

1 promienie sg nie wieksze niz %. Wtedy E C Ufﬂ B; C Ej;4, gdzie Egy4 jest
% — otoczeniem zbioru E. Dla kazdego %, niech T; bedzie kontrakcja o stalej

mniejszej od £ odwzorowujaca E na B;. Wtedy Ti(E) C B; C (Ti(E))s/2, wige
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(U1 T(B)) C Esys oraz B C UL, (T:(E))s/2- Wobec tego 2 definicji metryki

Hausdorffa
p(E, UT E))

fe=d,
co wobec twierdzenia § gwarantuje, ze D(E, F) < §, gdzie F jest zbiorem
niezmienniczym dla T3, i=1,2,...,k. B

Przedstawione wyzej twierdzenia gwarantuja tylko mozliwosé realizacji naszej
idei. Trudnosci pojawiajg si¢, gdy dla danego obrazu chcemy wyznaczyé
(odgadnaé?) uktad odwzorowari, ktérego artaktor bytby dostatecznie bliski
oczekiwanemu obrazowi. Poza bardzo ogélnymi wskazéwkami (atraktor

A otrzymany za pomocg k odwzorowad ,dekomponuje” sie na k czedci,

z ktérych kazda.jest obrazem calego atraktora przeksstatconego przez

jedno z odwzorowand 7;) decyduje tu nabyte doswiadczenie i ,,eLsperymenty
komputerowe”. W przypadku plaszezyzny, odwzorowan 7; mozemy poszukiwaé -
wérdd przeksztalcer afinicznych plaszezyzny, ktére bardzo dobrze nadaja
si¢ do badafi komputerowych [8]. Aby zmniejszyé liczbe pamigtanych przez

_program komputerowy szczegétéw wykorzystuje sie algorytmy probabilistyczne.

Gdy zamiast przeksztalcen afinicznych bedziemy rozpatrywaé przeksztatcenia
nieliniowe, $o zwigksza si¢ nasze mozliwosci dokonywania dynamicznych zmian
w uzyskiwanych obrazach. Oméwienie tych zagadnied wykracza jednak poza
ramy tego artykulu. Ich wstepne oméwienie mozna znaleié w pra.cy [4].
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