Uzywane przez Autora oznaczenie
a = b(e)

Jest czesto zapisywane jako a = b mod ¢.

Tle maksimow ma wielomian?
Arkadiusz PLOSKI, Kielce

Artykul sktada sie z dwdch czesci: pierwsza jest dostepna dla ucznidw
starszych klas licedlnych, druga wymaga pewnych wiadomoéci z zakresu analizy
matematycznej funkcji wielu zmiennych.

Pojecie stopnia topologicznego, z ktérego korzystalem w drugiej ezesci,

jest pogladowo opisane w popularne] ksiagce Zarys podstawowych pojeé
topologii Boltiafiskiego i Jefremowicza (Biblioteczka Matematyczna 22, PZWS,
Warszawa 1065). Wiecej na ten temat mozna sie dowiedzieé z wykltaddw Johna
Milnora, Topologia z rézniczkowego punkiu widzenia, PWN, Warszawa 1969.

W tym artykule odpowied? na tytultowe pytanie podajemy w przypadku
jednowymiarowym (wielomiany na prostej i ogélniej, na krzywej algebraicznej).
Przypadek wielomianu dwéch zmiennych prowadszi do ciekawej problematylki.
Dobrym wprowadzeniem jest: Alan Durfee, et al., Counting Critical Poinis of
Real Polynomials in Two Variables, Amer. Math. Monthly, March 1993, 265-271.

1. Ekstrema wielomiandéw jednej zmiennej

Bedziemy rozwazali wielomiany rzeczywiste jednej zmiennej rzeczywistej. Jegeli
f jest takim wielomianemi f # 0, to f(z) = coz™ + c12™ "  + -+ -+ ¢p,c0 # 0.
Liczbe calkowita n > 0 nazywamy stopniem, a liczbe ¢g # 0 wspdlezynnikiem
kierunkowym wielomianu f. W calym artykule rozwazamy wielomiany
dodatniego stopnia. Termin " maksimum” wzglednie *minimum” rozumiemy jako
maksimum (minimum) lokalne. Punkty krytyczne wielomianu f to pierwiastki
jego pochodnej f'. Punkt krytyczny f nazywamy niezdegenerowanym jezeli

nie jest pierwiastkiem f. Punkty krytyczne niezdegenerowane sa punktami
maksimum lub minimum f.

Twierdzenie 1. Niech f bedzie wielomianem stopnia n > 0 o wspdlczynniku
kierunkowym cg. Oznaczmy M(f) liczbe maksiméw oraz m(f) liczbe minimdw
wielomianu f. Wiedy

m(f) jezeli n#0(2),

M(f)=<¢m(f)—1 jezeli n=0(2) i ¢co>0,

m(f)+1 jezeli n=0{2) 1 ¢cp<O0.
Dowdd powyzszego twierdzenia podajemy w dalszej czedel artykulu. Teraz
wyprowadzimy z twierdzenia 1 nastepujace

Twierdzenie 2. Niech f bedzie wielomianem stopnia n > 0 o wspdlczynniku
kierunkowym cg. Wiedy
e

jezeli n #0(2),
MK 21 jeseli n=02) i co>0,

jezeli n=0(2) ¢ co<0.

b2 S0

Réwnoéé w kaidym z tych trzech prazypadkéw zachodzi dokladnie wiedy, gdy
wielomian f ma n — 1 punktdéw krytycznych.

Aby otrzymadé twierdzenie 2 z twierdzenia 1 udowodnimy

Lemat. Jezeli f jest wielomianem stopnia n > 0, to M(f) + m(f) <n—1.
Rowno$é zachodzi dokladnie wiedy, gdy wielomian f man — 1 punkidw
krytycanych.

Dowdéd lematu. Nierdwnosé M(f) + m(f) < n— 1 wynika z lematu Fermata
(punkty, w ktérych wielomian osiaga ekstrema sa jego punktami krytycznymi)
oraz tego, ze maksima sa rézne od miniméw (wielomian dodatniego stopnia nie
jest staly w zadnym przedziale). Jezeli M (f) + m(f) = n—1, to oczywibcie f ma
n — 1 punktéw krytycznych. Odwrotnie, jezeli f ma n — 1 punktéw krytycznych,
to druga pochodna f ma, na mocy lematu Rolle’a, wszystkie pierwiastki
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w przedzialach otwartych wyznaczonych przez punkty krytyczne f, a wiec nie
zeruje sie w punktach krytycznych f. Zatem wszystkie punkty krytyczne sa
niezdegenerowane i jest M(f) +m(f) =n— 1.

Mozemy teraz podaé

Dowéd twierdzenia 2. Rozwasmy pierwszy przypadek (pozostale dwa
sprawdzamy podobnie). Niech wige n # 0(2). Wéwezas M (f) = m(f) na mocy
twierdzenia 1, a wiec z lematu otrzymujemy M{f) < 25* z réwnoscia doktadnie
w przypadku, gdy f ma n — 1 punktdéw krytycznych.

2. Indeks pierwiastka wielomianu

Niech a bedzie pierwiastkiem wielomianu f doedatniego stopnia. Indeks ind, f
defininjemy jako liczbe 1éwna +1, gdy f zmienia znak z — na + przechodzac
przez a, liczbe réwna —1, gdy f zmienia znak z + na — przechodzac przez «,
liczbe 0, gdy f ma staly znak w poblizu a.

Podobnie definiujemy indeks wielomianu w nieskoficzonosci inde f. Jest on
réwny +1, gdy wielomian f jest ujemny w przedziale postaci (—oo,a) i dodatni
w przedziale postaci (b, +00), —1 — gdy jest odwrotnie, 0 — gdy f ma staly znak
poza pewnym przedzialem ograniczonym.

Oba pojecia wiage nastepujgca
Wtiasnoéé 1. Dia kazdego wielomianu f dodatniego stopnia:

> indy f = indeo f.

agf—1 (IJ)
Dowdd. Przyjmujemy konwencje, ze suma rozciagnieta na zbidr pusty jest
réwna zeru. Gdy £~1(0) = 0 lub ind, f = 0 dla wszystkich a € £~(0), to f
ma staly znak, a wiec indy, f = 0 1 wlasnoéé 1 ma miejsce. Zaldzmy wiec,
%e f ma pierwiastki o indeksie # 0 i ustawmy je w ciag rosnacy: a1 < a2 <
... < as. W kazdym z s + 1 przedzialéw otwartych, na ktdre rozpada sie zbidr
R\ {ai,...,as} wielomian f ma staly znak, przy czym w dwdch kolejnych
przedzialach znaki f sa rézne.

Rozwazmy teraz dwa przypadki.

Przypadek 1: s = 0(2). Licaby ind,, f,indg, f,...,ind,, f tworza naprzemienny
cigg —1 1 +1. Poniewaz ciag ten ma parzysta liczbe wyrazdw, zatem

indg, f+---+1ind,, f = 0. Z drugiej strony tatwo zauwazy¢, ze w rozwazanym
przypadku wielomian f ma taki sam znak w przedziatach {—co, a;) oraz
(as,+00), a wiec indes f = 0, co dowodzi rozwazanej wlasnosci.

Przypadek 2: s 2 0(2). Niech ¢ € {—1, 41} bedzie znakiem wielomianu f
w przedziale (—co, a1). Zatem ind,, f = —o, a wigc
indg, f+--+ind,, f= —o + (inde, f+ - - +indg, f) = —0,
bo liczba s — 1 jest parzysta. Wystarczy zauwazyé, ze w przedziale (a;,+00)
wielomian f ma znak —o, zatem inde, f = —0o.

Wtlasnoéé 2. Niech a bedzie punkiem krytycznym wielomianu f stopnia n > 1.
Wiedy

—1 jezeli f ma maksimum w punkcie a,
0 jezeli f nie ma ekstremum w a.

Dowdéd. Wystarczy sprawdzié, ze jesli ind, f/ = +1 (odpowiednio —1, 0), to f
ma minimum (odpowiednio: ma maksimum, nie ma ekstremum) w punlkcie a.
Niech wiec ind, f* = +1. Wtedy pochodna f jest ujemna w pewnym przedziale
na lewo od a oraz dodatnia w przedziale na prawo od a. Zatem f w dostatecznie
malym otoczeniu a jest malejaca na lewo od a i rosnaca na prawo od a. Oznacza
to, ze f ma minimum lokalne w rozwazanym punkcie. Podobnie rozumujemy
w pozostalych przypadkach. Obliczenie indeksu w nieskoriczonoéei pozostawiam
Cezytelnikowi:
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+1 jezeli f ma minimum w punkcie a,
ind, f' =



Wiasnoéé 3. Niech f bedzie wielomianem stopnia n > 0. Wiedy
0 jeielin=0(2),
inde f = {—]—1 jeszelin#£0(2) 1 ¢ >0,
-1 jezelin=0(2) i ¢p<0.
Mozemy teraz podaé

Dowdd twierdzenia 1. Niech f bedzie wielomianem stopnia n > 1
o wspétezynniku kierunkowym cp. Mamy

m(f)— M(f) =Y inds f' =inde f,
gdzie sumowanie rozciagniete jest na punkty krytyczne f. Plerwsza réwnoéé
wynika z wlasnoéci 2, a druga z wtasnosci 1 zastosowanej do pochodnej f7.
Pochodna f' ma stopiefi n — 1 i wspdlczynnik kierunkowy neg. Stosujac
wlasnoéé 3 do f/ stwierdzamy, ze i
0 jezeli n £ 0(2),
indeo f/ =< +1 jezelin=0(2) oraz cp >0,
—1 jezelin=0(2) oraz ¢g<O0.

Taczac powyzsze obliczenia z udowodniong juz réwnoscig m{f) — M(f) =
= inde [ otrzymujemy teze twierdzenia.

Cwiczenia
1. Zaléimy, se f'(a) = ---= f*1(a) = 0, f(#)(a} # 0. Sprawdzié, ze

o fsen fO9)a) jeseli k % 0(2),
Bl J'= { 0 jezeli k = 0(2).

2. Sprawdsi¢, e punkty przegiecia wielomianu f sg to ekstrema jego
pochodnej f.

3. Podaé oszacowania dla M(f) w zaleznoéci od stopnia, znaku wspélezynnika
kierunkowego i liczby punkiéw krytycznych wielomianu f.

3. Wielomianowe pola wektorowe

Tak bedziemy nazywaé odwzorowania F = (¢, %) : R? — R?, ktérych sktadowe
s3 wielomianami dwéch zmiennych. Zerem pola F' = (¢, ¢) nazywamy punkt

P € R? taki, ze ¢(P) = 9(P) = 0. Bedsiemy dalej rozwazali wielomianowe pola
wektorowe o skoriczonej liczbie zer. Pole (¢, ) spelnia ten warunek doktadnie
whedy, gdy zbidr zer najwiekszego wspdlnego podzielnika wielomiandw ¢,

Jest zbiorem skoficzonym. W szczegdlnosel, gdy wielomiany ¢, sa wzglednie
pierwsze, to pole (¢, ) ma skoriczong liczbe zer. Niech Py bedsie zerem pola F
1 niech € > 0 bedzie liczba tak matla, ze w kuli o érodku Py i promieniu € nie ma
innych zer pola F.

Definiujemny indeks indp, F' jako stopied topologiczny odwzorowania
F(P)
Se3 P — = €8y,
) 1P|
gdzie S, jest okregiem o érodku Fp i promieniu ¢, a S; jest okregiem

Jjednostkowym o érodku w poczatku ukladu. Podobnie definiujemy indeks
w nieskorniczonoscl inde, f. Jest to stopief topologiczny odwzorowania
F(P)
()|
gdzie Sg jest okregiem o promieniu R obejmujacym wszystkie zera pola F.

Sg> P — € Sy,

Oba pojecia nie zaleig od wyboru promieni € i R pomocniczych okregéw.
Zachodza wlasnoécl odpowiadajace juz znanym nam whasnosciom indeksu
wielomianu jednej zmiennej.

Wiasno$é 1. (,zasada argumentu”). Jezeli F : R? — R? jest polem
wektorowym o skoriczonym zbiorze zer F~1(0), to
> indp F=inde F.
PeF-1(0)
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Aby podaé wiasnosé analogiczna do wlasnosci 2 przypomnijmy, ze
dwuwymiarowym analogonem pochodnej wielomianu jest jakobian ggj’é’*{’,) =

= E%?;g 3%5% pary wielomiandw ¢,1. Mamy

Wiasnoéé 2. Jezeli ¢(P) = 0, ale grad ¢(P) # 0, to

a8, f) +1 jezeli f ma no ¢ =0 minimum w punkcie P,
indp (qS, X T ) {—1 jezeli f ma na ¢ = 0 maksimum w punkcie P,
(X,Y) 0 w przeciwnym wypadku.

Dowéd wlasnosei 2/ nie jest trudny: stosujac twierdzenie o funkcjach uwiklanych
mozemy ,wyprostowaé krzywa ¢ = 0 w poblizu P” i zredukowaé sytuacje do
przypadku jednowymiarowego.

W przypadku pdl wektorowych nie ma prostej metody obliczenia indg, F';
zadowolimy sie rozpoznaniem przypadku, w ktérym indeks jest réwny zeru.

Wtiasnosé 3. Jezeli krzywa o rdwnaniu ¢ = 0 (lub i = 0) jest zwarta, 1o

indeo (¢, %) = 0.

Aby dowieéé ostatniej wlasnosci wystarczy zauwazyé, e odwzorowanie

ra
W.SR—rSl

(R > 0 dostatecznie duge) nie jest ,na”. Zatem stopied jego jest réwny zeru.
Mozemy teraz podat zastosowanie pojecia indeksu do badania ekstremdw
warunkowych wielomiandw dwdch zmiennych.

4. Ekstrema wielomianu na krzywej algebraicznej.

Zajmiemy sie teraz odpowiedzia na postawione w tytule pytanie w przypadku
wielomianu dwéch zmiennych f : R? — R, ktéry bedziemy rozwazaé na krzywej
algebraicznej ¢ = 0.

Bedziemy zakladag, ze ¢ = 0 jest nieosobliwa krzywa algebraiczna, to znaczy, ze
spelnione sa warunki:

1) ¢ : R? — R jest wielomianem,

2) zbidr rozwiazai réwnania ¢(z,y) = C jest niepusty,

3) gradient grad ¢ nie zeruje sie w punktach krzywej ¢{z,y).

Z twierdzenia o funkcjach uwiktanych wynika, ze krzywa ¢ = 0 jest lokalnie
wykresem funkeji dowolnie rézniczkowalnej. Mozemy wiec méwié o punktach
krytycznych wielomianu f na krzywej] ¢. Wyznaczamy je jako rozwigzania

uktadu réwnai ¢ = a%‘:;% = (0. Niezdegenerowane punkty krytyczne to (jak

mozna sprawdzié) dokladnie te, ktére spelniaja nieréwnoéé ggi 7 # 0, gdzie
J jest jakobianem wielomianéw ¢, f.

Podstawowym twierdzeniem o liczbie rozwiazad ukladu réwnan algebraicznych
(o liczbie punktéw przeciecia krzywych algebraicznych) jest twierdzenie Bézouta,
ktére zacytujemy tutaj w nastepujacej formie:

Twierdzenie Bézouta. Jezeli krzywe algebraiczne ¢ = 0,9 = 0 stopni a,b > 0
majg skoriczong liczbe N punkiéw przeciecia na plaszczysnie R2, to N < ab.
Jezeli N = ab to kraywe te przecinajg si¢ transwersalnie tzn. gradienty grad ¢(P),
grad ¥(P) sq liniowo niezalezne w kazdym punkcie przecigcia P.

W oparciu o zacytowane wyzej twierdzenie Bézouta latwo mozna sprawdzié
nastepujace

Twierdzenie 3. Zakladamy, ze wielomian f stopnia n > 0 nie jest staly na
zadnej z komponent spdinych krzywej nieosobliwej ¢ = 0 o réwnaniu stopnia

m > 0. Wiedy f ma co najwyiej m{m + n — 2) punkiéw krytycznych. Jezeli f
ma dokfednie m(m + n — 2) punktdw kryiycenych, to sq one niezdegenerowane,
o wige s¢ wylgcznie punkiami maeksimum lub minimum.
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7 twierdzenia 3 bezposrednio wynika, ge jesli wielomian f nie jest staly na
skladowych krzywe] ¢ = 0, to ma skoficzong liczbe maksiméw (miniméw) i
moZemy zapytaé o odpowiedniki twierdzend 1 1 2. Ograniczymy sie do przypadku
krzywe] zwartej.

Twierdzenie 4. Zatrzymajmy zaloZenic twierdzenia 8 ¢ przypusémy, Ze krzywa
¢ = 0 jest zwarta. Wiedy liczba maksimow wielomiany f na kraywej ¢ = 0 jest
réwna liczbie minimdw tego wielomianu na tej samef krzywej.

Dowéd. Oznaczmy Mg(f) oraz mg(f) liczbe maksiméw (miniméw) wielomianu
f na krzywej ¢ = 0. Postepujemy jak w dowodzie twierdzenia 1; stosujac
wlasnosci 1’ oraz 2’ stwierdzamy, ze

me(5) = My(£) = Linde (6, F2 L) = inacs (4, F2IL).

7 wtasnoéci 3’ wynika, wobec zwartodci krzywej ¢ = 0, ze indeks
w nieskoriczonoéci jest xéwny zeru, a wiee mg(f) = My(f).

Stosujac twierdzenia 3 i 4 otrzymujemy tatwo

Twierdzenie 5. Przy zalozeniach i oznaczeniach twierdzenia 4 liczba maksimdw
wielomiany f na krzywej ¢ = 0 jest réwma co najwyzej %m(m +n—2).

Réwnoéé zachodzi dokladnie wiedy, gdy wielomian f ma m(m + n —2) punkidw
krytycanych na krzywej ¢ = 0.

Opisanymi wyzej metodami mozna réwnies oszacowal liczbe maksimow
wielomianu na krzywej niekoniecznie zwartej. Méwimy, ze krzywa ¢ = 0 ma r
galtezi w nieskoficzonodci, jezeli jej przecigcie z dopelnieniem dostatecznie duzego
kola ma 2r spéjnych sktadowych. Definicja jest poprawna, bo mozZna dowieéé,
ze liczba skladowych spdjnych wyzej okreslonego zbioru jest zawsze parzysta.
Co wiecej, r < stopien ¢.

Zgodnie z podana definicjg elipsa nie ma galezi w nieskofczonosei (r = 0),
parabola ma jedna (r = 1} a hiperbola dwie (r = 2}. Dokladniejsza analiza
pojecia indeksu w nieskoficzonoécl pozwala udowodnié, ze

[Mg(f) — mg(f)] < liczba galezi w nieskoficzonoéel krzywej ¢ = 0.

W przypadku prostej jest » = 11 odnajdujemy oszacowanie otrzymane
w twierdzeniu 1.

Cwiczenia
1. Oznaczmy J4(f) = %’f—fl i zdefintujmy indukeyjnie jakobiany wyzszych
ragdéw JE(f) przyimujac J3T(f) = T5(J4(f)). Niech ko bedzie taka liczba, e

J(FYP) = - = JZ"HF)(P) = 0, ale T (F)(P) £0.
Wykazaé, ze jesli ko = 0(2) to f ma w punkcie P ekstremum na ¢ =0,
minimum gdy J i“( F)(P) > 0, maksimum w przeciwnym przypadku. Jezeli
ko # 0(2), to f nie ma ekstremum na ¢ = 0 (w punkcie P).

2. Osmacemy H(f)(P) = fxx (P)fy(P)* = 2fxy (P)fx(P)fv (P) +
+fry(P)fx(P)%. Wykazaé, ze jesli J4(f) (P) = 0, a A(P) jest mnoznikiem
Lagrange’a wyznaczonym jednoznacznie z réwnodci grad f(P) = A(P) grad ¢(P),
to

T(A(P) = ~NPYE)P) + 55 H(F)(P) o e XP) 0.

3. Jezeli krzywa ¢ = 0 jest zwarta, to jej stopiefi jest liczba parzysta.

4. Udowodnié, ze jezeli M C R™ jest zwarta i orientowalna rozmaitoécia
l-wymiarowa, a f : M — R jest funkcjg gladka posiadajaca wylacznie punkty
krytyczne skonczonego rzedu, to liczba maksimdéw f = liczba miniméw f.

Uwaga. Rozwiniecie tematu ¢wiczen 11 2 zainteresowany Czytelnik znajdzie

w pracy autora: Univ. Iag. Acta Math. Fasec XXII (1995), str. 29-35.
Cwiczenie 4 przeznaczone jest dla Caytelnikéw wspomnianej we wstepie ksiazki
Milnora.
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