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O zliczaniu

Kilka zadan kombinatorycznych — Czesé 1

Wojciech GUZICKI, Warszawa

Zobaczmy najpierw kilka dowoddéw znanej i prostej tozsamosdci
kombinatorycznej. Udowodnimy mianowicie, ze dla kazdej liczby naturalnej n

prawdziwa jest réwnoéé
. .
= 201
)
Dowdd 1.

Zastosujemy znane wzory. Wiemy, ze:

3
Sk

k=0

skad natychmiast wynika wzor

G-3GD

dla n > k > 0. Wiemy réwniez, ze suma wszystkich wspélezynnikéw Newtona
dla danego n (czyli suma wszystkich liczb z jednego wiersza tréjkata Pascala)

wynosi 27:
" /n
>(3) =2

k=0
Teraz mozemy przeprowadzié obliczenia:

S =24 (1) =2k (i) -
=2 (I~ )-

k=1 k=0
=n2nL,
Dowéd 2.
Prowadzimy dowdd przez indukcje ze wzgledu na n. Sprawdzenie warunku
poczatkowego dla n = 1 jest trywialne, totez opudcimy je. Udowodnimy tylko
krok indukeyjny. Zatézmy wigc, Ze nasza réwnoéé zachodzi dla pewnej liczby n.
Wykazemy, ze zachodzi ona tez dla liczby n + 1. W dowodzie korzystamy ze

znanej réwnoscl
n ny _ fn+1
(k—1)+(k)—( : )

prawdziwej dla liczb n i k takich, ze n > k > 0. A oto obliczenia:

n+1l n+1 n
Zk(”ifl):Zk(n;:l)=Zk(nzl>+n+1=
k=0 k=1 k=1
i) (i e
k=1 k k=1 k—1
n-1 n
=n.2""14 (k+1)(k)+n+1_
k=0
n—1 a n—1 -
_ X h—1 _
—gk(k)+,§(k)+n-2” +n+l=
=n-2”“1—n+2”’—1+n-2“"1+n+1=
=(n+1).2".
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Dowdéd 3.
Skorzystamy z prostego wniosku ze wzoru dwumianowego Newtona. Mianowicie
dla kazdej liczby rzeczywiste] z prawdziwa jest rdwnosé

A+2)"= znj (2)'1.]’

k=0
Po obu stronach znaku réwnoéci mamy wiee dwie funkcje, ktdrych wartosel w
kazdym punkcie sa réwne. Sg to wielomiany, a wiec funkcje rézniczkowalne. Ich
pochodne sg zatem tez réwne. Popatrzmy wiec na te pochodne:

((1+2)) =n-(1+2)"

[ E0)) =E()

Zatem mamy réwnoéé

oraz

n
n-(1+z)" 1= k(:) zh-1,
1

w ktérej wystarczy podstawié ¢ = 1.

Dowdd 4.

Jest to tzw. dowdd kombinatoryczny. Polega on na tym, ze na dwa sposoby
zliczamy elementy pewnego zbioru. Obie strony dowodzonej réwnosci beda
otrzymanymi w taki sposéb wynikami. Poniewaz liczba elementdw zbioru nie
moze zalezeé od sposobu zliczania jego elementéw, wiec oba wyniki sa réwne,
czyli zostanie udowodniona nasza réwnosé.

Dowdd ten wykorzystuje kombinatoryczng interpretacje wspdtczynnikéw
Newtona (zwanych takée wspdlczynnikami dwumianowymi). Otéz liczba (2’)
jest réwna liczbie sposcbéw wybrania & elementéw ze zbioru n-elementowego,
bez uwzgledniania kolejnoéci wybierania. Inaczej méwiac, () jest liczba
k-elementowych podzbioréw pewnego zbioru n-elementowego. Stad wynikaja
podstawowe wlasnodcl wspélezynnikéw Newtona. Na przyklad (’f) =0 dla

k > n oraz dla £ < 0. Nie mozna bowiem wybraé wiecej niz n elementdw ze
zbioru n-elementowego 1 nie mozna wybraé ujemnej liczby elementéw. Nastepnie
(g) =1, bo zbiér n-elementowy ma tylko jeden podzbiér n-elementowy.
Podobnie, tatwo zauwazyé, ze {}) = (,",): wybraé k elementéw ze zbioru
n-elementowego mozemy odrzucajac n — k niepotrzebnych nam elementéw. Po
tych wyjaénieniach dotyczacych wspdlczynnikéw Newtona moszemy przejié do
dowodu.

Przypuéémy zatem, ze kierujemy przedsiebiorstwem, w ktérym pracuje n oséb.
Chcemy nagrodzié pewne osoby i jedng z nagrodzonych oséb dodatkowo cheemy
awansowaé. Na ile sposobéw mozemy to uczyni¢? Mozemy popatrzet na to
zadanie z dwdch stron. Po pierwsze, mozemy najpierw zdecydowaé, ile oséb
nagradzamy, potem wybraé osoby, ktére nagrodzimy i na koficu wybierzemy
jedna z tych nagrodzonych oséb, by ja awansowal. Przypusémy wiec, ze
zdecydowalidmy sie nagrodzié & oséb. Oczywiscie k jest jedna z liczb od 0
(wtedy, gdy wszystkich naszych pracownikéw uwazamy za leni i brakorobdw...)
do n (gdy mamy naprawde wspaniala zaloge...). Osoby do-nagrody mozemy
teraz wybraé na ( ) sposobéw. Przy kazdym takim wyborze jedna osobe
do awansu mozemy wybraé na k sposobdw. Zwréémy szczegblna uwage na
przypadek k& = 0. Wtedy mamy wybraé zero oséb do nagrody i spodréd nich
jedna osobe awansowaé. Osoby do nagrody wybieramy na jeden sposdb (taki
mianowicie, ze nikogo nie nagradzamy — to tez jest sposéb postepowania).
Nikogo tez nie awansujemy — to mozemy zrobié na zero sposobdéw. Zwrdémy
uwage na réznice: zero oséb mozna wybraé na jeden sposéb — nic nie robiac —
takze z zera oséb; jednak jednej esoby z zera oséb nie mozna wybraé nawet nic
nie robiac, stad zero sposobdw. Dla danej liczby & mamy wiec k - (;:) sposobéw
wykonania zadania. Eacznie wiec tych sposobdéw bedzie:
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n

1)

k=0
Mozemy jednak popatrzeé na to samo zadanie z drugiej strony. Najpierw
wybierzmy jedna osobe do awansu, a potem z pozostalych n — 1 oséb wybierzmy
niektére do nagrody. Te jedna osobe do awansu mozemy oczywiscie wybraé na
n sposobdw. A pewng liczbg pozostalych oséb do nagrody mozemy wybraé na
2"~1 sposobéw — bo tyle jest podzbioréw zbioru liczacego n — 1 elementdw.
Eacznie mamy zatem n - 27~ sposobéw wykonania zadania. To kofiezy dowdd
naszej réwnosei.

Kto§ niezadowolony z takiego ,nieformalnego” sposobu dowodzenia mosze to
rogumowanie uscislié. Rozwazmy zbiér A majacy n elementéw. Interesuje nas
liczba par postaci (a, B) takich, ze a € B. Inaczej méwiac, interesuje nas liczba -
elementéw zbioru -
X ={{e,B):a€ B}.
Z jednej strony, zbidr X jest suma zbiordw X:
n
X=X,
k=0
gdzie
sz{{a,B) :CLEB/\IBl:k}
(B[ oznacza liczbe elementéw zbioru B). Nastepnie

|Xel= > |B|= Zk:k@),

BCA BCA

n n
=Ykl = Y k(7).
k=0 k=0

skad wynika, e

Z drugiej strony
X = U X,
acA
gdzie
' X?*={(a,B) :a € B}.
Teraz zauwazamy, ze | X | = 271 i stad

|X[=> 1X]=> 2 l=n.o"1,

aEA eEA

W dalszym ciggu wykladu nie bedziemy juz tak bardzo formalizowaé dowoddw
kombinatorycznych.

Mozemy teraz przedstawié podobne dowody kombinatoryczne wzordw, z ktérych
korzystalidmy w poprzednich dowodach. Wefmy najpierw wzér

ny _n n—1
E/) "k \k—1) .

dla n > k > 0. Ten wzér mozemy zapisaé w postaci réwnowaznej, mnozac obie
strony przez k:

Dowéd jest bardzo prosty. W naszym przedsiebiorstwie nagradzamy k oséb i
Jjedna z nich awansujemy. Zliczajac na dwa sposoby liczbe mozliwodci wykonania
tego zadania (doktadnie tak samo jak w poprzednim dowodzie), otrzymujemy
zadana réwnosé. ‘

W pierwszym dowodzie korzystaliémy tez z nastepujacej réwnosci:
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Moze ona by¢ udowodniona poprzez zliczenie liczby sposobdw nagrodzenia
niektdrych spoéréd pracownikéw naszego przedsigbiorstwa. Oczywiscie te
nagrody mozemy przyznaé na 2" sposobéw, bo tyle jest podzbioréw zbioru
n-elementowego. Z drugiej strony, dla danej liczby k mozemy prazyznaé k
nagréd na () sposobdw 1 wystarczy te liczby dodaé, by otrzyma,c laczna liczbe
sposobdw nagrodzenia naszych pracownikéw.

Przy okazji warto wspomnieé, ze prosty dowdd tej tozsamosci otrzymamy
podstawiajac a = b = 1 we wzorze Newtona

n

at+b)” = ”) ™Rk,

@ror=3 ]
Sam wzér Newtona tez ma prosty dowdd kombinatoryczny. Po lewej stronie
tego wgoru mamy iloczyn n identycznych dwumiandw @ 4 b. Ten iloczyn jest
zater suma wyrazeii postaci a®~*b* dla wszystkich k od 0 do n. Problemem
jest tylko to, ile sktadnikéw tej postaci dla danego k£ pojawi si¢ po wykonaniu
mnozenia. Otéz' skladnik a® *b* powstaje z pomnozenia czynnika o wziectego
z n — k dwumianéw i czynnika b wzietego z k dwumiandw. Zatem powstanie on
tyle razy, na ile sposobéw mozemy wybraé k czynnikéw b z n dwumianéw, czyli
na (}) sposobéw.

Wezmy teraz réwnoét

(nzrl) - @"L(kil)‘

Nasze przedsiebiorstwo rozrosio sie tymeczasem do n + 1 oséb (zatrudnilidmy
nowa, sekretarke) i chcemy zndw nagrodzié k oséb. Mozemy to oczywiscie zrobié
na (”fl) sposobéw. Ale mozemy spojrzeé na problem od innej strony. Czy

daé nagrode nowej sekretarce? Jesli nie damy, to trzeba bedzie daé nagrode

k osobom spoérdd pozostalych n oséb — na ( ) sposobdéw. A jeli damy, to
pozostate k — 1 nagréd damy k — 1 osobom sposéréd pozostalych n oséb — na
(") sposobéw. Stad wynika dowodzona réwnosé.

Zajmiemy sie teraz nastepna tozsamoscia. Znéw zaczniemy od dowoddw
 rachunkowych”, po ktérych zobaczymy dowdd kombinatoryczny. Udowodnimy,
ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnasé

()= (%)

Dowdd 1.
Udowodnimy tozsamo$é ogdlniejsza. Mianowicie pokazemy przez indukeje
wzgledem p, ze dla dowolnych m i n takich, ze n > m, zachodzi réwnosé

SEG)=0)

Sprawdzenie warunku poczatkowego tym razem tez jest proste i dlatego
opuscimy je. Przeprowadzimy tylko krok indukeyjny. Przypudémy wiec, ze
réwnosé zachodzi dla pewnej liczby p 1 wszystkich liczb n 1 m takich, ze n > m.
Pokazemy, e wtedy dla dowolnych liczb n > m zachodzi réwnoéé

| OG0
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A oto obliczenia:

Podstawiajac p = m = n otrzymujemy

é@ (nfk) - G?)

czyli

Dowdd 2.
Jeszcze raz wykorzystamy réwnoéé

LA
14 2Y = ( )m’“ .
(1+ =) go k
Podniesiemy obie strony do kwadratu:

Po lewej stronie réwnosci mamy oczywiécie wielomian stopnia 2n. Po prawej
stronie mamy iloczyn dwéch wielomiandw n-tego stopnia, a wiec jest to takze
wielomian stopnia 2n. Poréwnajmy wspdlczynniki stojace przy =™ w obu
wielomianach. Po lewej stronie mamy zgodnie ze wzorem dwumianowym (**)z".

Po prawej stronie mamy
n
B (a0
k=0 n-

é @ (a2 8)="

Poréwnujac te wspdlezynniki otrzymamy dowodzong réwnosé.

Dowéd 3.

Znéw koiczymy dowodem kombinatorycznym. Nasza firma rozrosta sie do

2n 0sdb: n kobiet i » megczyzn. Tym razem chcemy nagrodzié doktadnie
polowe naszych pracownikéw, tj. n oséb. Oczywiscie mozemy to zrobié na (%‘:‘)
sposobéw. Tg liczbe sposobéw mozemy jednak otrzymaé w wyniku innego
rozumowania. Najpierw zdecydujmy, ile kobiet powinno dostaé nagrode. Niech
k oznacza liczbg nagrodzonych kobiet. Oczywiscie k jest jedng z liczb od 0
(gdy nie nagrodzimy zadnej kobiety) do n (gdy nagrodzimy same kobiety).
Dla kazdej wartodci k kobietom mozemy przyznaé nagrody na (Z,') sposobdw.
Gdy rozdzielimy juz nagrody miedzy kobiety, zostanie nam n — k& ,wolnych”
nagréd do rozdzialu miedzy mezczyzn lub, co na jedno wychodai, bedziemy
musieli wskaza¢ k meiczyzn, ktérym nie zamierzamy daé nagrody. To oczywicie
mozemy zrobié tez na (%) sposobéw. Eacznie, dla kazdej wartodci k mamy (’,:)2
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sposobéw przydsiatu k nagréd. Teraz wystarczy ssumowal otrzymane liczby
sposobéw ze wzgledu na k, by otrzymaé dowodzony wzdr.

Bardzo czesto zagadnienia kombinatoryczne prowadzg do tzw. zaleznosci
rekurencyjnych. Przypusémy, ze mamy obliczy¢ liczbe sposobdéw wykonania
jakiego$ zadania, zaleinego od liczby n. Te liczbe sposob6éw oznaczmy przez dn.
Ulozenie zaleznosci rekurencyjnej polega na tym, ze nie potrafimy od razu
podaé wzoru wyrazajacego liczbe a, w zaleinoéci od n, ale potrafimy podaé
wzdr wyrasajacy licebe an41 W zaleznosci od liczby a,. Korzystajac z tego
wzoru bedziemy mogli kolejno obliczaé wartodci a,. Czasami potrafimy tez
,rozwiazac” otrzymane réwnanie rekurencyjne, czyli podaé wzdér ogdlny
wyrazajacy an tylko w zalesnoéci od n. Nastepne zadanie bedzie prowadzilo do
takiej whaénie zaleZnosci rekurencyjnej. Tym razem nie bedziemy mieli wzoru do
udowodnienia, trzeba bedzie go dopiero ,wyznaczyé”. Obliczmy zatem dla danej
liczby naturalnej n nastepujaca sume:

Dowéd 1.
Jeszcze raz zacsgniemy od dowodu algebraicznego. W tym celu weimy zespolony
pierwiastek trzeciego stopnia z jednosci:

=1
Wtedy € jest pierwiastkiem réwnania 2% — 1 =0, czyli (z — 1)(z*+ 2z +1)=0.
Stad wynika, ze nierzeczywisty pierwiastek tego réwnania spelnia réwnanie
e +e+1=0.

Obliczymy teraz dwoma sposobami sume

(1_[_50)311 + (1+61)Sn +(1+€2)3n_
Najpierw skorzystamy ze wzoru dwumianowego Newtona:

(1+60)3n + (1—!—61)3”’ R (1 +52)3n i

e 3n 2 o o 3n
p— 0-k 1-k 2k
_g(k)s -I-kzﬂ(k)s +E(k)e =

k=0
3n 3n
=) (k)(€”+€" +e*).
k=0
Popatrzmy teraz, jak wygladajs sumy
dla résnych k. Oczywiscie dla liczb k podzielnych przez 3 dodajemy trzy
jedynki. Zatem suma jest réwna 3. Niech teraz & = 31 4 1. Wtedy
1+ 46k =1+ e+ . &2 =1+e+=0.
Podobnie dla k = 31 + 2 stwierdzimy, 7e ta suma réwna jest 0. Zatem,
kontynuujac przerwane obliczenia, dostajemy

-

an n n .
3n) 0 B . a2 3n 3n

E " (e"+¢ +s“)=§ 3{ o1 :3-5 .

k=0 (L k=0 3k k=0 3k

Nastepnie obliczymy te sama sume bez odwolywania sig¢ do wzoru Newtona.
Mamy wtedy:

(1 _I_EU)Sn + (1 e El)Sn 4 (1 + 62)311 -~
— (1 + 1)311 LR (1 1 E).’in 4+ (1 + 52)311 o
=938 4 (—g?)3n 4 (—e)® =
= 930 4 (—1)3netn 4 (—1)3e% =
= 2% 4 (-1 ()" + (1)) =
=28 4 (—-1)" + (-1)" =2+ 2 (-1)™.
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W tym dowodzie korzystaliSmy z oczywistych réwnodcel:
(<)% = (-1)", l+e=—¢’ 1+et=-c
Poréwnujac wyniki obu obliczent, otrzymamy:

2. /3n
. =81 2. (-1}
3 g:o (Sk) 8"+ 2. (-1)",

czyli ostatecznie

_gr 42 (1)

3

Dowdéd 2.

Teraz poznamy drugie rozwiazanie, polegajace na utozeniu réwnania
rekurencyjnego. Przyjrzyjmy sie dokladniej strukturze tréjkata Pascala.
Mamy obliczyé sume co trzeciego wyrazu w co trzecim wierszu tego trdjkata.
Pamietamy jednak, ze kazdy wyraz (oprécz skrajnych) trdjkata Pascala jest
suma dwdéch wyrazéw stojacych bezpoérednio nad nim, z jego lewej i prawej
strony. Te wyrazy z kolei sg sumami wyrazow stojacych wyzej itd. Sprébujemy
wyrazié sume co trzeciego wyrazu wiersza o numerze 3n + 3 za pomoca
analogicznej sumy wyrazéw wiersza o numerze 3n. Popatrzmy w tym celu na
przykladowy fragment tréjkata Pascala (wiersze od n =9 do n = 12):

o O 0O & O 0O & O 0O 4
e ¢ 0 0 0 Q0 Q9 Q9 Q9 0 9©
¥ 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 9 QO

O O 0O & 0O 0O & QO O & O O &

Nie mamy tu liczb; symbolem # sa oznaczone te miejsca w tréjkacie Pascala,
gdzie znajduja sie liczby, ktdre bedziemy sumowaé, symbolem @ oznaczylidmy
wszystkie pozostale miejsca w tym tréjkacie. Teraz popatramy, jak liczby stojace
na miejscach # dolnego wiersza powstaja z liczb stojacych wyzej:

sEIRIa]° © & © © o
(VAT RVE IRV

0o Q0 Q0 0 9 9O 9

Q@

¢ o0 9 9 9 9 9 9 9

@ O QO |1a 0 0O & QO 0O & O QO &

Symbole # i © sg teraz w ramkach. Pojedyncza ramka oznacza, ze dana liczba
bylta uzyta jeden raz do obliczenia odpowiedniej liczby dolnego wiersza. Takimi
sa na przykiad liczby drugiego wiersza od dotu. Jednak w trzecim wierszu

od dolu pojawia sie juz liczba, ktéra zostala uiyta dwa razy: po jednym

razle do obliczenia kazdej z obramowanych liczb drugiego wiersza od dotu.

W najwyzszym wierszu naszego rysunku niektdre liczby maja nawet trzy ramki:
te, ktére byly potrzebne do obliczenia liczby w podwdjnej ramce nizszego
rzedu. Tak samo bedzie dla kazdej interesujacej nas liczby najnizszego rzedu,

z wyjatkiem dwdch skrajnych. Mozemy to zapisaé w postaci wzoru

3n+3\ _ " 3n [ n 3n 3n
( 3k )_(Sk—3>+3 (3k—2)+3 <3k—1)+(3k)'
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Wezér ten mozemy otrzymaé tez za pomoca bezpoérednich obliczen:
(.‘Sn + 3)
In+2 dn+2
(3k-1)+( )
3n+1 + In+1 n+1 + n+1\
3k—2 k-1 3k—1 3k -
dnd1 3n-}-1 + In+1\
3k—2 3k -
. dn+1 3n in n 3n\ _
(Bk 3) (u 2)“ (3;:-2)“'(3&-1)+(3k—1)+(3k)‘
3n 3n 3n 3n
= (31:-3) o (3)3—-2) At (3k—1) + (3&)'

Teraz popatrzmy na to, jak powstaja wyrazy skrajne. Otéz kazdy wyraz skrajny
jest jedynka; mozemy wiec uznaé, ze powstaje on z jednego tylko wyrazu

stojacego nad nim:
n+1 _(n n+1>_ n
0 A0/’ n+1) \n

dla dowolnego n. W naszym przypadku oznacza to, ze

(") = (%) (nra)=G)

co mozna zilustrowaé rysunkiem:

A0 O & Q0 QO & 0O 0O &

Ol 0 0O Q0 Q9 9 9 0 Q9 9

VIO 0 Q9 Q9 9 Q9 9 Q0 0 0 0

A0 O & 0O 0O & 0O 9O & 0O QO 4

Lacznie, interesujace nas wyrazy wiersza o numerze 3n + 3 powstaja
z trzykrotnego sumowania nieinteresujacych nas wyrazéw wiersza o numerze 3n
i dwukrotnego sumowania interesujacych nas wyrazdéw wiersza 3n:

JEEANEE]EE

O 9 Y 9 0 9 QO 9 Q9 QO ©

v 0 Q¢ Q9 QO Q9 9 9 Q9 9 9

' I ARVEN JEVEERVIEE B IVERVER IR 2K

Osznaczmy przez S, sume co trzeciego wyrazu wiersza o numerze 3n:

2. (3n
=3 (%)
k=0 3k
Wtedy dostrzezona zaleZnodé mozemy zapisaé tei nastepujacym wzorem:
Shii= 308,

gdyz suma wszystkich wyrazéw wiersza 3n wynosi 2°7. Oczywicie ten wzdr
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réwniez mozemy otrzymadé za pomoca prostych obliczen:
n+l
3n+3
Sn+1 = Z ( Sk ) =
k=0
3n+3\ |~ (3n+3 3n+3
‘( 0 )4’;( 3k )*(3n+3>“

( ) +§ (a7 8) +2(se70) +2(0) + ()] + () =
2y @D +3:i Kaksn 2) * (Bksi 1” =

1l

1l

k=0

=1
. ; (3n) _ (371) B
k= k k=0 Sk

3.2°"-5,..

3 1l

w o

Nietrudno zauwazy¢, ze S; = 2. Pozostaje nam wyprowadzenie wzoru ogdlnego
na S, ze wzordw rekurencyjnych
S1=2, Sp41=3-8"—-25,.

Mozemy to osiagnac bardzo prosto wyrazajac Sp42 za pomoca Sy :

Snp2 =38 =8 11 =380 380 1 5,
czyli

Spta =5, +21-8".
Teraz juz latwo zauwazyé, e dla liczby nieparzystej n mamy
Sp=S81+21-(8+8 +...+8"%

1 ze wzoru na sume ciggu geometrycznego otrzymujemy

8" —38 8" — 8 _8r-2
=242 =2 !
T gt g 3
Dla, n parzystych skorzystamy ze WZoru rekurencyjnego
B » gn—1_9 g.gn-l_gn-149 gny9
Sa=8- 8 oGy =380 - . = ; .

faczac ragem otrzymane wzory dla n parzystych i n nieparzystych dostajemy

WzOr
Z”: (?m) _8M 42 (1)
= 3k 3

Réwnanie rekurencyjne
S]_=2, Sn+1=3-8”-—.5',,,.
mozna rozwiagzaé tez innym sposobem. WprowadZmy oznaczenie:

Sn
Th = +——.
s -
Wtedy nasze réwnanie przyjmie postaé:
3-8
TT=-2, Thp= W'I‘Tn.

Stad juz tatwo stwierdzimy, ze
3-8 3-82 3.8 3.1
CE T EE Tt

1 e wzoru na sume ciggu geometrycznego otrzymamy znany juz nam wzdr.

Tn=_2+

Utozenie odpowiedniego réwnania rekurencyjnego pomaga w rozwiazanin wielu
innych zadan. Zastosujemy te metode do rozwiazania klasycznego zadania
o zamienionych listach. Piszemy n listéw i adresujemy n kopert. Na ile sposobdéw
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mozemy wlozyé te listy do kopert tak, by zaden list nie trafil do wlasciwej
koperty?

Oznaczmy przez D, liczbe sposobdw takiego ,pornieszania” n listéw. To znaczy,
D, jest liczbg sposobéw takiego wlozenia n listéw do n kopert, by zaden list
nie zostal wlozony do wtadciwej koperty. Ponumerujmy listy i koperty liczbami
od 1 do n w taki sposéb, by te same numery otrzymaly listy i odpowiadajace
im koperty. Zastandwmy sie teraz, do ktérej koperty trafit hist o numerze n.
Wiemy tylko, e nie moze on trafié do koperty z numerem n. Niech ta koperta
ma numer ¢. Mozliwe s3 teraz dwa przypadki:

Przypadek 1.

List o numerze 7 trafit do koperty z numerem n. Inaczej mdwiac, listy z
numerami n oraz 1 ,zamienilty si¢” kopertami. Oczywiicie wiedy pozostale
listy (a jest ich n — 2) musialy zostaé wymieszane — to mozna zrobié na D,_»
sposobéw. Uwszgledniajac liczbe moszliwych ¢ widzimy, ze w tym przypadku
mamy lacznie (n — 1)D,_3 sposobdw wlozenia listéw do kopert.

Przypadek 2.

Do koperty z numerem n trafil list o numerze j, przy czym j # i. Wtedy na
chwile przektadamy listy: list o numerze n wkiadamy do wlasciwej koperty, a
list o numerze j wktadamy do koperty z numerem i (czyli zamieniamy miejscami
j-ty 1 n-ty list). Po tej zamianie mamy jeden list (o numerze n) we wiadciwej
kopercie i pozostate n — 1 listéw dokladnie wymieszanych (tzn. zaden nie jest we
wtadciwej kopercie). Odwrotnie, jeSli mamy taka wlasnie sytuacje, to mozemy
zammieni¢ ze soba listy w kopertach z numerami n oraz i, by otrzymaé sytuacje
poprzednia. Mamy D, _1 sposobdw wiozenia n — 1 listéw do kopert tak, by
zaden nie trafil do wiasciwej koperty. Mamy tez n — 1 sposobdw wyboru koperty
7 numerem ¢, a nastepnie zamiany listéw miedzy kopertami o numerach n oras i.
W tym przypadku mamy wiec {n — 1)D,_; sposobéw wlozenia listéw.

Eacznie mamy w obu przypadkach (7 — 1)(Dp—2 + Dn—1) sposohéw wlozenia
listéw. Stad otrzymujemy wzoér rekurencyjny:

D,—,—, = (n o 1)(Dn-—-2 + Dn-—-l)-

Latwo tez zauwazyé, ze Dy = 0 oraz Ds = 1. Teraz mozemy sprébowaé znalezé
wzdr ogdlny wyrazajacy liczbe D, w zaleinoécl od n. Wprowadzamy oznaczenie:

E,=D,—nD,_; -
dla n > 2. Wtedy mamy: ,
En=Dp—nDp1= _‘(Dn—l - (’J‘l - l)Dn—2) = —Ln_1-
Teraz juz latwo zauwasyé, ze B, = (—1)*"2E,. Poniewai By = Dy —2D; = 1,
wiec ostatecznie otrzymujemy

czyli
Dy=nDp 1+ (—l)n.
Zastosujmy teraz metode rozwiagywania takich réownan, ktéra poznaliémy
w poprzednim zadaniu. Podzielmy obie strony ostatniego réwnania przez n!
Dp  nDp_; " (-1

nl n! nl

czyli
Dy_ Duy , (-
nl  (n—1)! n!
Wprowadimy oznaczenie
D
Gpn = —.
nl
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Wtedy

—1)"
Gn:Gn—-l"}'( l) )
n!
skad tatwo wynika, ze
_ i VN G P G (="
Cn=Cit gt gt g+t
Poniewaz (7 = 0, wiec ostatni wzdr mozemy zapisaé w postaci
TN o O o O (=1
Gn=14 1 & 20 + 3l + .t nl

Stad otrzymujemy ostatecznie

1! 2! al

D= (14 G2 (-1? , (=1

Dla dugych n mamy wiec dobre przyblizenie

- n!
Dy 5 —.
e
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