Ulamki laiicuchowe

Witold WIESEAW, Wroctaw

Ulamki tancuchowe wiaza sie z algorytmem Euklidesa; mogly wiec byé znane
juz za jego czasdw, ale nie byly znane . ... Stalo sie tak zapewne dlatego, ze
choé pojeciowo atwe, wymagaja odpowiedniej symboliki algebraicznej, ktorej
brakowalo w Starozytnoéci.

1. Poczatki — wiek XVI i XVII

Mimo braku postept w budowaniu teoretycznych podstaw pojecia liczby, postep
jednak nastapil: odkryto utamki taficuchowe. Rafael Bombelli (1572) napisal
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Natomiast Pietro Cataldi (1613) odnotowal w dziele Trattato del modo
brevissimo di trovare la radice quadra delli numeri (Bologna):
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gdzie kropki oznaczajg itd., a nie przejécie do granicy. W tamtych czasach
jeszcze nie zajmowano sie zbleznoscia clagdw. Powysszy algorytm obliczania

pierwiastka kwadratowego przypisuja niekérzy Teonowi ze Smyrny (IT wiek n.e.).

Daniel Schwenter w dziele Geometirie practica z 1625, dzielac kolejno‘IT'? przez
233, otrzymat
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co dzi§ zapisujemy jako [0;1, 3, 6,4, 2]. Schwenter robil to w celu przyblizenia
liczby %g liczbg o mniejszym mianowniku. Otrzymat kolejne przyblizenia: %, %,
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Lord Brouncker (1695) rozwinal iloczyn nieskoficzony odkryty przez Johna
Wallisa:
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Wallis (1695) zapisal go w postaci po prawej stronie, piszac Nempe si unitati
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adjungatur fractio, que denominatorem habeat continue fractum — ktérego
mianowniki tworzg utamek tancuchowy (dostownie: ciagly).

Christian Huygens w Descriptio autornati planefarii (opublikowane posmiertnie
w 1698) budujac model planetarium, zapisal liczbe 2 640 858 : 77 708 431

w postaci ulamka taficuchowego, podajac przyblizenie tej liczby liczba

o mniejszym mianowniku.

2. Dalsze dzieje — wiek XVIII

Dopiero jednak Leonhard Euler (1707-1783) systematycznie rozwinal teorie
ultamkéw taficuchowych we Wstepie do analizy nieskoriiczenie matych (Introductio
in analysin infinitorum, Lausanne 1748) i zastosowal do przyblizania liczb
niewymiernych liczbami wymiernymi o nie za duzych mianownikach. Euler
podaje nie tylko algorytm, ale takze znajduje wiele rozwini@é na utamki
taficuchowe. A oto ten algorytm (algorytm rozwijania liczby w utamek
taricuchowy).

Niech = € R bedzie dowolna liczba. Oznaczmy przez [x] czedé catkowita (ceche)

licgby @, tzn. najwickszg liczbe calkowits, niewieksza niz z. Zatem & = ag + 21,
gdzie 0 < ;1 < 1. Zaldsmy, 7e z1 # 0. Mozemy napisaé: #3 = r]*, gdzie v > 1.

Teraz stosujemy poprzedni algorytm do ry: rqy = a1 + @2, gdzie a1 = [rq]

10 <z < 1. Jegeli &3 = 0, to rozwijanie w utamek lafdcuchowy jest zakoiiczone.
W przeciwnym wypadku zz = r;t, gdzie ry > 1. W podobny sposéb

P9 = @3 + ®3, itd. Po czterech krokach otrzymamy:

1 :
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Okazuje sie, e otrzymany ciag liczb wymiernych ag, ag + Pl + T
1
ay + —
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itd. jest zbieny do liczby 2. Na prayktad, niech z = /3. Wéwezas z = 1 + i

gdzie 7 = (\/— 1)+ = —(x/——]- 1). Poniewas 1 < /3 < 2, wigc 1 < 7y < 5, sk@d
ri=1+77" coyli re = \/_ 34+ 1. Zatem ro =2+ (\/5 — 1), skad wynika, ze
rg= (/83— 1)1 =n,.

Ostatecznie otrzymujemy rozwiniecie v/3 w nieskoficzony okresowy ultamek
taficuchowy, ktdry za,plsuje sig jako [1;1,2,1,2,1,2,.. ], albo krétko w postaci:

V3=[1:1,2)

Euler odkryt, e jegeli liczba ma nieskoriczone 1 okresowe (od pewnego miejsca)
rozwinigcie w utamek taricuchowy, to jest to niewymierno$é kwadratowa (liczba
algebraiczna stopnia 2) tzn. liczba postaci a + b/c, gdzie a, b, ¢ sa liczbami
wymiernymi (b # 0 1 ¢ nie jest kwadratem liczby wymiernej). Na prazyktad,
stosunek ¢ zlotego podziaku, czyli liczha zhn‘a ma rozwiniecie zlozone z samych
jedynek. Jezeli ¢ = [2;2,2,..],toz =2+ % 2, skad wynika, ze @ = 1+ /2.
Trudniejsze twierdzenie odwrotne udowodml dwadmescm lat pééniej Lagrange
(1768):

kazda niewymiernodé kwadratowa ma okresowe (od pewnego miejsca) rozwiniecie
w ulamek taricuchowy.

Byta juz mowa o osiagnieciach Eulera w budowaniu teorii utamkdéw
taficuchowych. Wréémy na chwile do rozwoju pojecia liczby. Pojecie liczby
jako proporcji, siggajace — jak wiemy — teorii stosunkéw Eudoksosa, nadal
obowigzywalo w XVIII wieku, np. mozna je znaleZé w pracach Isaaca Newtona,
Leonharda Eulera i innych. Préby blizszego powiazania pojecia liczby
wymiernej 1 niewymiernej pojawily sie w II polowie XVIII wieku. A.G. Kastner
(1719-1800) traktowal liczby niewymierne jako granice liczb wymiernych.
D’Alembert (1717-1783) odrzucal istnienie liczb niewymiernych. Poglad ten
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mial swoich zwolennikéw i w pééniejszym okresie, np. Kronecker tez odrzucal
istnienie liczb niewymiernych. Réwnoczeénie jednak XVIII wiek przynosi
jakoéciowe wyniki dotyczgce liczb niewymiernych. W polowie tego stulecia
postawiono, chyba po raz pierwszy, pytanie dotyczace niewymiernoéei (a byé
moze nawet przestepnoéci, sadzac z tytulu pracy) lczb e, 7 i log, b, gdzie a, b sa
dodatnimi liczbami wymiernymi, @ # 1 i b nie jest wymierna potega a. W 1837
Euler udowodnit niewymiernoé¢ liczb e i e?. Znalazl tez rozwiniecie: 2(e — 1) =
=[1,6,10,14,18,22,.. ] w utamek taicuchowy. Cytuje to rozwinigcie

w Introductio in analysin infinitorum, nie wyciagajac jednak oczywistego
wniosku, ze %(e —1), a wiec i e, sg liczbami niewymiernymi. Wynik ten uogdlnil
Johann Heinrich Lambert w 1766. Udowodnit on znacznie wiecej, a mianowicie,
jezeli @ # 0 jest liczba wymierna, to € jest liczba niewymierna. U Eulera
wystapil tez w Introductio. .. archaiczny termin numerus surdus (liczba glucha).
Zwykle uzywal jednak terminu numerus irrationaelis na okreslenie liczby
niewymiernej.

J.H. Lambert (1728-177T) udowodnit w 1761, ze 7 jest liczba niewymierna,
ale dowdd by! bledny. Natomiast w 1766 udowodnit nastepujace twierdzenie,
uogdlniajace wyniki uzyskane przez Eulera w 1737 roku:

1) Jezeliz € Q%, toe® & Q. W szczegdlnosci logz € Q dla z € Q%, & # 1.
2) Jedeliz € Q%, totgz € Q.

Poniewaz tg & = 1, wigc z twierdzenia 2 wynika, ze 7 jest liczba niewymierna.
Lambert podal tez bezpodredni dowdd tego faktu. Natomiast z twierdzenia 1
wynika, ze €” ¢ Q dla kazdego n € N. Dowdd Lamberta daje w istocie wiecej:
jeseli a € R jest liczbg, dla kidrej a® € Q, to ¢ ¢ Q. Dowéd Lamberta
wykorzystywal rozwiniecie funkeji tg z w uogdlniony utamek taficuchowy,

w ktérym w licznikach sa dowolne liczby zamiast jedynek, mianowicie Lambert
wykorzystuje rozwiniecie:

z
(1) tgr=——
1 :
o,
3— 5
oraz nastepujacy fakt:
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gdzie m;, n; € Z oraz <ldlai>ig, toagR.

]

A.M. Legendre w swojej Géoméirie (1794) zastosowal rozwiniecie (1) funkcji
tg z biorac funkcje f(z) = +/ztg /% i stosujac powyzszy lemat. Udowodnit w ten
sposdb, ze takze w2 € Q. W komentarzu pisak:

Jest prawdopodobne, zZe liczba 7 nie jest zawarta wsréd niewymiernodci
algebraicznych, tzn. nie jest pierwiastkiem réwnania algebraicznege o skoficzones
liczbie skladnikdw, kidrego wspdlczynniki sg wymierne, lecz jak sie wydaje, Scisly
dowdd iakiego twierdzenia jest bardzo trudny; jestesémy w stanie udowodnié, ze
kwadrat m jest jeszeze liczbg niewymierng.

Jest to chyba pierwsze miejsce w literaturze, w ktérym pojawia sie precyzyjnie
pojecie liczby przestepnej. Co prawda juz wezeéniej pojawil sie termin funkcja
przestepna na okreslenie funkeji, ktéra rozwija sie w nieskoriczony szereg
potegowy i nie jest funkcja algebraiczna (tzn. nie jest pierwiastkiem wielomianu
o wspélezynnikach, ktére tez sa wielomianami). W tym sensie méwiono w XVIII
wieku, ze sinus jest funkcja przestepna. Ze sformutowan w Introductio. . .

1w innych dzietach Eulera nie wynika w sposéb jednoznaczny, ze postugiwal

sie on wspolczesnymi pojeciami liczby algebraicznej i przestepnej. Usywa
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Euler terminu wielkosci przestepne, co w kontekécie oznacza, ze nie sa to liczby
wymierne ani tez niewymiernosci kwadratowe. Termin przestepny uzywany jest
tez przez Eulera w odniesieniu do funkcji, ktére nie sa algebraiczne.

3. Wiek XIX - dalszy rozwdj teorii i jej zastosowania

Natomiast sam termin liczba przesiepna pojawil sie chyba po raz plerwszy
w jednej z prac Leibniza (1646-1716):

mamy trojokiego rodzaju wielkodci: wymierne, algebraiczne © przestepne. W jednej
% prac pisal on, ze liczba 21/ V2 jest intercendenina.

Teorig liczb przestepnych zapoczatkowaly prace J. Liouville’a (1809-1882).
Szczegdly mogna znalesé w pigknej ksiazee J. Liitzena o Liouville’u [4].

W 1843 prawnuk Leonharda Eulera, P.H. Fuss opublikowal korespondencje
znanych matematykéw XVIII stulecia, gtéwnie pomiedzy jego pradziadkiem

i innymi uczonymi. Jest tam takze czed¢ korespondencji Christiana Goldbacha
2 Danielem Bernoullim. W liscie z 28 IV 1729 Bernoulli pyta Goldbacha czy
liczba

m4+n n n2 nd

lo =t ——...
8 m m  2m? + 3m? :
jest wymierna, czy wyraza sig przez plerwiastki [stopnia dwa], czy jest
niewymierna?

Termin liczba niewymierna nalezy tu rozumied, jako liczbe, ktdra nie jest postact

a+ b/c, gdzie a,b,c € Q.

-
18 VIII 1729 Goldbach odpowiada zapytujac, czy Lezba 3 o0 (ng + %n) jest
pierwiastkiem z liczby wymiernej (p, g € Z, pg # 0).

20 X 1729 Goldbach pyta Bernoulliego, czy liczba a = 10~* + 10~2 4+ 10~¢ +
...+ 10724 ... jest niewymierna, po czym stwierdza bez dowodu, Ze tak jest, a
nawet, ze o nie jest pierwiastkiem z liczby wymiernej. Liouville zapoznal sie z tg
korespondencja. Pierwsze, nieudane préby dowodu przestepnosci e pochodza od
niego. W 1840 Liouville przygotowal dla Comptes Rendus Akademii Paryskiej
prace, w ktérej udowodnit przestepnost e. Znalazl jednak btad w tym dowodzie,
a to, co z tego dowodu pozostalo, to stwierdzenie, ze e, a nawet e nie sa
pierwiastkami wielomianu stopnia 1 lub 2 o wspdlczynnikach catkowitych, tzn.

e i e? nie sa liczbami algebraicznymi stopnia 1 ani stopnia 2. Liouville stosujac
metode Lagrange’a {1770) rozwijania liczby algebraicznej na utamek laficuchowy
udowodnil w 1844, ze

jedeli ar jest rzeczywisiq liczbg algebraiczng stopnia n,

1
a=bo+

by +

by 4 ...

Jjej rozwiniegciem na utamek taicuchowy, a -g-”—l jest m-~tym reduktem tego
m

rozwintecia, to isinieje taka stafa A > 0, Ze

(2) b1 < Agh~? dla kazdego m € N.

Nastepnie, preyimujac by > 2, bmy1 = ¢ wywnioskowal, ze Hezba [bo; b1, ba, .. ]
jest praesigpna. Jednak podstawowym twierdzeniem w pracy z Compies Rendus
z 1844 byl dowdd, ze kazdy przedzial zawiera lczbe przesigpng. Wspomina tam
tez o przestepnosci liczby

o -
Oe)=> g™, gEN, g#1
n=0

W nastgpnej Nocie upraszeza dowdd nierédwnodci (2), stwierdzajac przy okagji, ze

jedeli « € AN (gdzie A oznacza zbidr liczb algebraicanych) jest liczbg
algebraiczng stopnia n > 1, to isinieje taka stata C > 0, Ze
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P > Cg™™

(3)

dla kazdej pary wzglednie pierwszych liczb catkowitych p i q, ¢ > 0.

Twierdzenie to zostalo wyodrebnione i opublikowane przez Liouville’a dopiero
w 1851 roku.

4. Kilka niezbednych faktéw

Podstawowe wlasnosci utamkéw tafcuchowych moga byé wyprowadzone
elementarnie. Na przyklad takie ujecie zawiera 3 tom Biblioteczki
Matematycznej [1] (por. tez [2], [7], [8], [13])-

Niech z € R bedzie dowolna liczba. Stosujac do niej algorytm utamkéw
taficuchowych otrzymuje sie ciag (ao, a1, as, . ..), w ktérym wszystkie wyrazy
sa liczbami naturalnymi, z wyjatkiem ag, ktdére moze byé takze ujemng liczba
catkowitg. Ulamek tadcuchowy zbudowany z pierwszych n + 1 wyrazéw tego
ciagu nazywany jest n-tym redukiem liczby = i oznaczany przez R,. Zatem

R, = [ao;a1,...,aq].
Niech p, bedzie licznikiem, a g, mianownikiem tego ulamka. Przy pomocy
tatwej indukeji dowoedzi sie nastepujacych zwiazkéw rekurencyjnych:
4) Pnt+l = @ng1Pn + Pn-1
In+1 = Gp4+1Gn + Gn—1
dla kazdego n > 0. Mozna je zapisaé'macierzowo:

(Pn+1 Pn) _ (pn. Pn—l) (an+1 1)

dn+1 Gn In  Qn-1 1 0)°

skad latwo wyprowadzié podstawowe wlasnoéci utamkéw taficuchowych. Np.
wynika stad piekny wzdr

(5) - Png1 P _ (a0 1 ap 1 Gp41 1
n+r  4n 1 0 1 0/°7 1 0/
Nietrudno dowodzi sie, ze redukty o wskaznikach parzystych tworza rosnacy

ciag liczb mniejszych niz #, a wszystkie redukty o wskaZnikach nieparzystych
sg wieksze od z 1 tworza clag malejacy:

] 1 ] 1 1 1 ] L ]
T T T T 1

Ro Rz R4Rs & R7R5 Rs Rl

Poniewaz wyznacznik macierzy po lewej stronie réwnosci (5) jest réwny
(—1)"*2, wigc licznik p, 1 mianownik ¢, n-tego reduktu sa wzglednie pierwsze,
a ponadto

Rnt1— Rn = (—1)"*?/gn414a.
Poniewaz z lezy miedzy kolejnymi reduktami R, i R,+1, wiec wynika stad, ze

Pnf o1
an GnGn4-1
co zapewnia juz zbieznoéé ciggu reduktéw R, do liczby z, bo ¢, > n dla kazdego
n > 0. Mozna udowodnié wiecej:
1 1 1
< < |le—-2 ,
2ngn+1  tn(@n41+n) n|  ndnt

co pozwala oszacowaé blad. Na przyktad, dla & = /2 kolejne redukty to

1, %, %, g—g, itd. Stad dla drugiego reduktu g ofrzymuje sie oszacowanie

T —

Pn

<

1 7 1 1
—_ G [ RS 8
0 <[V 5"(5-12 60’
a dla nastepnego reduktu % oszacowanie
1 17 1
5.12.29 < {ﬁ_'z_g S22

Hikojrd Kenkd (1722) byl jednym z pierwszych, ktéray znalesli poczatkowe
wyrazy rozwiniecia w w utamek tadcuchowy:
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Kolejne redukty rozwinigcia r to: 3, %, 355, 553, 37575 V\ iekszo$é przyblizen «

znanych od czaséw starozytnych to wiasnie te liczby.

Zanim wyjasnie, dlaczego tak chetnie postugiwano sie utamkami ladcuchowymi,
wrodmy jeszeze na chwilg do liczby, ktéra ma najprostsze rozwiniecie

w nieskofticzony ulamek tancuchowy: jest nia liczba ztoia ¢, o rozwinieciu

¢ =[1;1,1,1,..] = [1;I]. Ze wzoréw rekurencyjnych (4) wynika, ze n-ty redukt
rozwiniecia liczby ¢ na ulamek tafdcuchowy ma postaé R, = Fn41/F,, gdzie ciag
(Fy) okreslony jest nastepujaco:

(6) Fp=FR= 1iFn+2=Fn+1+Fn dla n > 0.

Ciag (F,) nagywany jest ciggiem Fibonacciego, dla uczczenia matematyka

o imieniu Leonardo Pisanc Bigollo, nazwanego w XIX wieku niestusznie
Fibonaccim (filius Bonacci, czyli syn Bonacciego). Otéz Leonardo z Pizy

w swoim stynnym dziele Liber abbaci z 1202 roku wsréd wielu zadan
ilustrujacych wyktad podstawowych wlasnosci systemu dziesietnego, ktdry
poznal w czasie podrézy po krajach islamu, sformulowal stynne zadanie

o krdlikach: zakladajac, ze na poczatku jest jedna para krdlikéw i kazda

para krélikéw rodzi w ciagu miesiaca nastepna pare, ile par krélikéw bedzie

po dwunastu miesiacach? Oznaczajac przez F, liczbe par krélikéw po n
miesigcach, otrzymuje sig zaleznosé (6). Okazuje sie, ze liczby Ry, a wlasciwie
ich odwrotnodci, tzn. F,/F,41 pojawiaja sie¢ w naturalny sposéb w przyrodszie.
W XVIII stuleciu niejaki Charles Bonnet obliczyt tzw. filotaksje (phyllotazis)
dla réznych roslin. Filotaksja dla danej roéliny (gatezi) to stosunek N/AM, gdzie
N jest liczba obrotdw, ktdre trzeba wykonaé, aby znalezé i8¢ lezacy dokladnie
pod wybranym wezedniej liSciem, a M jest liczba odstepéw pomiedzy nimi.
Okazuje sie, ze na ogdl filotaksja ma postal Fn/Fn41 1 na ogdl jest stala dla
danej rodliny. Na ogdt oznacza tu, ze statystycznie w wigkszoéel przypadkéw,
tzn. w 90-95% pomiaréw. Odstepstwa sa nieliczne. Jest kilka gatunkéw roélin,
dla ktérych jest inacze], a poza tym sg to mutanty. W innym nietypowych
przypadkach filtaksja tez ma postaé Gn/Gn+1, gdzie ciag G, spelnia warunek
(6) z innymi wartosciami poczatkowymi (np. Go = 1, G1 = 2). Poniewas
stosunek ztotego podziatu ¢ jest uwazany za symbol doskonalosci obiektdw,
ktérych dotyczy (ludzkie cialo, stynne budowle Starozytnosci i Renesansu etc.),
wiec mozna powiedzieé, ge fiolotaksja jest miarg doskonatodci w prayrodzie

1 czgsto niewiele sig rdZni od wzorca doskonalodci, tzm. od liczby ¢, o ile tylko n
jest dostatecznie dugze.

Cazytelnikowi nalezy si¢ jednak wyjasnienie, dlaczego wlaénie utamki taricuchowe,
a nie inne przybliZenia wymierne liczb rzeczywistych sa takie wygodne. Dla
dowolnej liczby z € IR niech ||z]| oznacza odlegtodé 2 od najblizszej liczby
catkowitej, tzn. ||z|] = min{n — z : n € Z}. Liczbg wymierna p/q nazywa

sig najlepszym przyblizeniem liczby z, jezeli ||qz|| = lgz — p| 1 ||¢z|| < [|¢'=]|

dla kazdego ¢ spelniajacego 1 < ¢’ < ¢. Ponizsze twierdzenie o najlepsze]
aproksymacji znane juz bylo zapewne L. Eulerowi, a moze nawet Huygensowi,
ale wyartykulowano i udowodniono je dopiero w XX wieku. Czedciowo
udowodnit je J.L. Lagrange w 1770.

Jezeli p/q jest najlepszym prayblizeniem liczby ¢ € R, to p/q jest reduktem liczby
x, t2n. istnieje n, takie Ze p/q = Rn. Jezelin > 1 to i odwrotnie: kazdy redukt
liczby x jest jej najlepszym przyblizeniem.

Jezeli zadal mniej, tzn. méwié o najlepszym przyblizeniu p/q liczby =z, gdy dla
dowolnej liczby wymiernej a/b réinej od p/g, dla ktérej 1 < b < ¢, zachodzi
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to wtedy kazde najlepsze przyblizenie jest reduktem lub mediana dwdch
reduktéw, tzn. jest jednym z ulamkdw w ciagu postaci

Pn—-1 Pn—1tDn Pn—1+2pn Pn-1+ (‘ln — 1)1011. Pn—1+ CnPn — Prt1

In-1' -1+ Gn-1+2¢0" -1+ (@ —1)gn gn-1 4 @agn  gnil
Wszystkie redukty p/g rozwinigcia liczby niewymiernej & na ulamek tacuchowy
Epeniala merownloscz dth i»vbjk,g( Mﬂf'ﬁv'{/' z fu ;d@"f?? Jrugieshiniey okt

p ;
r—= % —=| < —, aco trzecl a:-—’< ?
q 7| " 2¢° _al VB

5. Przyklad zastosowania ulamkéw tanicuchowych

<?ae II‘.‘H—g\l

W roku 1848 J.A. Serret udowednil, ze dwie liczby o = [ag; ¢1, @2, - - ]
i B = [bo; b1, ba, . ..] majg to samo (od pewnego miejsca) rozwinigcie na ulamek
taricuchowy, wiedy i {ylko wiedy, gdy isiniejg liczby a,b,c,d € Z, takie e
ed—be=xlia= &+ 5
e+ d
SLy(Z) = GLa(Z)/{%1} dziala jako grupa przeksztalceil na zbiorze liczb
niewymiernych w ten sposdb, ze jezeli 2 jest dowolna liczba niewymierna,
a b _ar+b
ag= (c d) € SLa(Z), to 9(2) =

interpretacji daje opis orbit.

. We wspolczesnej terminologii oznacza to, e grupa

. Twierdzenie Serreta w takiej

Archimedesowi przypisuje sie prébe rozwiazania tzw. zadania o bykach (nie
udalo mi sie znalezé wiarygodnego %rddla, ktdre by to potwierdzilo): rozwiazad
w liczbach naturalnych z, y réwnanie

2? — 4729494y = 1.

Zagadnienie jest ogdlniejsze — dotyczy sposobu wyznaczania rozwiagzal réwnania
2% — Ny? = 1, zwanego rdwnaniem Pella i réwnania 22 — Ny = —1, zwanego
réwnaniem nie-Pella, gdzie N € N nie jest kwadratem liczby naturalnej.
Réwnanie to znal juz Brouncker w XVII wieku — podal metode rozwiazania;
znali je réwnies wspdlczeéni, wérdd nich Pierre de Fermat i Frenicle de Bussy.
Lagrange (1766) dowiddl, ze réwnanie Pella zawsze ma nieskoficzenie wiele
rozwiazail (z,y), w przeciwienistwie do réwnania nie-Pella, ktére moze nie mieé

- takich rozwiazad (np. % — 3y? = —1). Terminu réwnanie Pella blednie uzyl
Euler i tak juz pozostalo do dzié.

Okazuje sig, ze v N ma rozwinigcie na utamek taficuchowy postaci:

VN = [ag; a1, - . -, an, 2a0], gdzie a1 = an,as = ap_1, itd. Wtedy n-ty reduks
rozwiniecia v/N daje nietrywialne rozwiazanie réwnania Pella (a czasami
nie-Pella):

p?—Ng®=(-1)""!. Naprzyklad dla N = 2mamyn=1,py =¢g; = 1

i rozwiazania réwnania Pella otrzymuje sie jako wspétezynniki 2y, yr w réwnodci
2 + ¥sv/2 = (1 + v/2)* dla k € Z. Utamki taricuchowe maja tez liczne
zastosowania w analizie harmonicznej, w geometrii hiperbolicznej (opis
geodezyjnych na powierzchni Riemanna powstale]j ze sklejenia obszaru
fundamentalengo modelu Poincarego-Beltramiego), ale opis tych zastosowan
wymagalby osobnego artykutu.

6. Metryczna teoria ulamkéw lancuchowych

Interesujacym problemem jest drednie albo staiysiyczne zachowanie sie utamkdéw
tafcuchowych, ktére mozna mierzy¢ za pomoca miary Lebesgue’a. Jednym

z plerwszych wynikéw w tym kierunku bylo twierdzenie Chinczyna (1935): jezeli
liczba & ma rozwinigcie na ulamek ladcuchowy & = [ao(); a1(z), as(z),.. ], to
Srednie geometryczne mianownikdw majq stale granice prawie wszedzie (w sensie
miary Lebesgue’a):

" oo 1 logn/flog2
; . _
n]:];%(ag(m)al(m) veaBp-i{B)) 1" = ,I-_:E (1 + —n(n = 2)) = 2.685550. ..

prowie wszgdzie. Oryginalny dowdd Chinczyna byl trudny.
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W 1948 E. Marczewski zapytal, cay translacja wskaZnika w rozwinieciu liczh na
utamek laficuchowy, tzn. odwzorowanie T' odcinka {0, 1) w siebie zadane wzorem

T([O, a1,a2,as,.. ]) = [O, a3, as, - . ])

jest ergodyczne? Odpowiedzi pozytywnej udzielit C. Ryll-Nardzewski
w 1950: odwozorowanie T', T'(z) = %— [% jest ergodyczne wzgledem miary
1 dz
B8] = log2 ) 14z
A

mierzalnego wzgledem miary P (réwnowaznej mierze Lebesgue’a). Zastosowanie
twierdzenia ergodycznego dalo nowy dowdd twierdzenia Chinczyna i stalo

sie od tego czasu metods dowodzenia twierdzed w metrycznej teorii liczb

i w pokrewnych zagadnieniach.

Niech F(n)={z €[0,1): ax < n dla kazdego k > 1}. M. Hall wykazal w 1947, e
kazda liczba rzeczywista © ma postaé: & = @1 + 29, gdzie x1, 22 € F(4); ponadio
kazda liczba y > 1 daje sig zapisaé w postaci y = y1y», gdzie y1,y2 € F(4).
Podobnie T.W. Cusick dowiddl przed dwudziestu laty, ze mozliwy jest rozktad

z = 21+ T2+ 3 + 24, W ktérym sktadniki pochodza ze zbioru F(2).

, co oznacza, ze P(T1(A4)) = P(A) dla kazdego zbioru A

C.L. Siegel (1928) wykazal przy okazji (w pracy z teorii réwnaf rézniczkowych),
ze jezeli liczby naturalne ag, a1, as, ... tworzg cigg arytmetyczny, to liczba

z = [up; 61, G2, . - .| jest przestepna. Na przyklad liczba z rozwinieciem
[0;1,2,3,..] jest przestepna.

Utamki tafcuchowe zachowuja si¢ wedhug rozkladu Gaussa: jezeli z = [ag, a1, .. ]
jest rozwinigciem liczby = na vlamek lastcuchowy, o py/qn fef N-lym redukiem,
to dla powyzszej miary P

y
d (L (1°g qwﬂz—) < y) = —/1— e/ dt + O((loglog N/ log N)/?)
oV N 12]og2 o
—00
prawie wszedzie.
7. Uogdlnienia ulamkéw ltaricuchowych

Na zakonczenie tego krétkiego przegladu faktdw dotyczacych ulamkdw
taficuchowych, kilka uwag o mozliwych uogdlnieniach. Pierwsze préby
uogdlnienia utamkéw laicuchowych podjat anonimowy matematyk M. R. S. (7)
w 1829. W pracy te] pojawiaja sie zapisy

s=A+fA+f(A+..)

z=Af(Af(Af(4)...)
1 wiasciwie nic wiecej.
Stern w 1834 pisze nieskoficzone wyrazenia pierwiastnikowe podobnie, jak to

zrobit Bombelli w.1572 - jezeli ® —az — b =0, to 2 = a + —, a zatem

z
z=,la+ ¢
- -\/E'-I-—'",I—f-:

bez wzgledu na to, co oznacza taki nieskoficzony cigg pierwiastkéw. Podobne
wyrazenie odnotowuje Stern w przypadku tréjmianu stopnia m 4+ 1: jezeli

wm+1—am—b=0,toxm=a+-§, czyli

/ b
T = a-[--"-———%_l_%

Jednakze dopiero w naszym stuleciu pojawily sie precyzyjniejsze prace
uogdlniajace utamki taficuchowe.

D.H. Lehmer (1938) zauwazyl, ze wiele znanych sposobéw przedstawiania
liczb otrzymuje sie poprzez nieskoriczone iteracje funkcji dwéch zmiennych
f(z,y). Na przyklad, dla f(z,y) zdefiniowanych tak, jak ponizej, otrzymuje
si¢ odpowiednio: szeregi nieskoficzone, iloczyny nieskoriczone, utamki
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taficuchowe, rozwiniecia przy podstawie ¢ i nieskoficzone wyrazenia postaci
ctg(arcctg @y — arcctg za + arcctg x3 — .. ), ktdre autor zbadal:

flz,y) =z+y: f(z, f(xs, f(zs,...))) to szereg Zq:n,

flz,y) =2y : f(z1, F(z2, F(zs,...)) toiloczyn 1‘[ T

n=1

flz,y) =z + i : f(zy, f(®a, f(s,-..)) to 1 + ﬂlT
. 122:1.‘3-!—...
f(z,v) =m+2-. fz1, f(za, f(zs, .. ))) to m1+“;—2+%§+...

fz,4) = xy-l-l : f(z1, fee, fzs,...))) to ctglarcctgey —...)

B.H. Bissinger (1944 posiuz'yl sie innym pomyslem. Zauwazyl on mianowicie,
ze znane rodzaje rozwinieé liczb rzeczywistych otrzymuje sie jako nieskoriczone
iteracje odpowiednich funkeji jednej zmiernej. Rozwazal on rozwiniecia liczb
rzeczywistych postaci '

z = ap+ fa1 + faz + flas +...)))
dla odpowiednich funkcji réznowartosciowych f. Na przyklad dla f(2) = %
otrzymuje sie rozwiniecie w utamek taficuchowy; jezell funkeja jest f(z) =
to rozwinigciem za pomocs tej funkeji jest rozwinigcie liczby pray poclstame &
natomiast funkcja f(z) = (¢ + 1)/ —1 (m> 1, m €N ustalona liczba) definiuje
rozwiniecia w nieskoficzone pierwiastniki stopnia m. Klasy takich funkcji opisat
Rényi (1957). Algorytm uogdlnionego rozwinigcia liczby z wzgledem takiej
funkeji f jest bardzo prosty: ag(z) = [z] (cecha liczby @), ro(z ) (:1.) (mantysa
z, tzn. jej czeéé utamkowa: {z) = z — [z]). Dalsze wyrazy rozwiniecia obliczamy

indukeyjnie: ant1(z) = [F~1{ra(2))], Tnsi(z) = (F 1 {ra(2))).

Poniewaz bibliografia przedmiotu jest bardzo obszerna, zamieszczam tylko kilka
charakterystycznych prac i ksiazek. Z tego tez powodu na ogdl nie umwszc*za.lem
odsylaczy w tekscie.
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