Sztuka cilosania

Jest to modyfikacja problemu z , Ziarenek matematycznych” - skarbnicy swietnych pomystéw.

Matgorzata MIKOLAJCZYK, Krzysztof OMILJANOWSKI, Wroctaw

Pierwszy dzien po wakacjach, ostatni dziefi przed
feriami, dzieni chlopca, dzien babeci, dzien strazaka,
niespodziewane zastepstwo — ¢4z wtedy robié? Nie
godzi sie meczy¢ ani uczniéw ani, tym bardziej,
studentéw, ,codzienna” matematyka. Oto propozycja,
ktéra, jak uczy do$wiadczenie, nie moze sie nie udaé,
a wykorzysta¢ mozna ja na zajeciach od szkoly
podstawowej (cz. 1-4), przez $rednia (cz. 1-6), az po
¢wiczenia ze studentami V roku matematyki czy na
spotkaniu z pracujacymi juz nauczycielami (cz. 1-8).

1. Przycinanie rogéw

Podziel uczniéw na grupy i rozdaj im modele réznych
wieloScianéw. ,Dodaj” tez kazdej grupie ostra pite lub
siekierke (nie obawiaj sie takiego rozdawania na niby,
uczniowie miewaja niezta wyobraznie). Gdy ucichna
sttumione émiechy (z powodu tych narzedzi), masz
zapewniona chwile ich skupienia. Sa zaciekawieni, wiec
stuchaja uwaznie twego polecenia:

Sprobujcie ociosaé swojg bryle w nastepujacy sposdb:
plaskim cigciem przy kazdym wierzchotku odetnijcie
matly kawalek. Powstanie nowa bryta. Jak wyglada?

Ile ma wierzcholkéw, krawedzi, $cian? Zanotujcie

to. To nie koniec! Te nowq bryle poddajcie tej samej
obrébee co poprzednio. Ciach! Przy kazdym wierzchotku
po malutkim kawateczku. Znowu policzcie liczbe
wierzcholtkow, krawedzi i $cian nowej bryky. I tak dalej.

Dociekliwi od razu zapytaja jak mate maja byé te
kawalki. Zignoruj to, odléz ,na potem”. Niech zajma sie
pracg, a ty w tym czasie przygotuj na tablicy tabelke:

[wl ky|s: wa | ko | 80 w3 (k3 |sa coowir [ kv s
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(na poczatku bez ostatniego fragmentu to jest bez w7,
k17, s17). Zachecaj by uczniowie zaczeli ja wypelniaé
(nie w zeszytach!). Niech reprezentanci poszczegdlnych
grup podchodza do tablicy 1 wpisuja aktualnie
znalezione liczby. Jeli pojawi sie gdzie$ pomytka —
niech zostanie - bardzo si¢ przyda. Nie obawiaj sie
tloku i balaganu pod tablica. Sam spaceruj po klasie

i dopinguj do pracy.

Wzory rekurencyjne

Po jakims czasie dorysuj ostatnie kolumny w7, k-,
s17. Zasugeruj, by wyznaczaé w7, k17, s17 za pomoca
poprzednich wielkosci (gdy np. dla w7 w przypadku
czworo$cianu pojawi sie wzér 4 - 316 — sprébuj odsunaé
Jego omdwienie ,na potem”). Moina sie spodziewaé, ze
»8rupa czworoscianu” i ,grupa szedcianu” przedstawia
czeé¢ z nastepujacych zwiazkdw:

Wny1 = Jw,,

kn+1 =kn+ 3wna

Sn41 = Sp + wy,
(w takiej lub zblizonej postaci; zamiast n moze pojawié
si¢ 16, zaakceptuj to, dopiero pézniej przeréb na n).

Warto pokusi¢ si¢ o (wspdlne z uczniami) uzasadnienie
tych wzoréw (pracujemy juz z cala klasa).

— W miejsce kazdego starego wierzchotka pojawia sie
trzy nowe, zatem w, 11 = 3w,;

~ stare krawedzie troche sie skracaja (ale pozostajal)
1 dochodza nowe, po trzy przy kazdym starym
wierzchotku, zatem k, 4 = k,, + 3wy,;

— stare Sciany zostaja (cho¢ troche mniejsze,
okrojone), a przybywa tyle nowych — ile byto starych
wierzchotkdw, czyli 5,41 = s, + wy,.

Niestety (na szczedcie?) powyszsze Wzory nie sa
uniwersalne. ,,Grupa piramidy” z pewnoscia
zaprotestuje. Zapytaj wiec dla jakich bryt
(wyjsciowych) powyzsze wzory sa poprawne? Uczniowie
zapewne zauwaza, ze dla tych wszystkich, w ktdrych
w kazdym wierzchotku schodzg sie doktadnie trzy
krawedzie (w rozumowaniu wykorzystuje sie fakt, ze
po oclosaniu powstaja Sciany trojkatne). Moze ktos
spostrzeze, ze wyprowadzone wzory sa uniwersalne
dla dowolnego wielocianu wypuklego poczawszy od
drugiej operacji §cinania (po pierwszym ,przycieciu”
w kazdym z wierzcholkdéw schodza sie juz doktadnie
trzy krawedzie).

Zaproponuj inny sposéb:
Najpierw pomyslmy o krawedziach:

— kazda stara krawed? rozdwaja sie na obu koticach,
zatem k41 = k, + %ﬂ (dzielimy przez 2, bo bez tego



kazda z nowych krawedzi bylaby zliczana podwdjnie —
kazdy kij ma dwa konice!),

~ nowe wierzchotkl pojawiaja si¢ na starych
krawedziach, po dwa na kazdej, a stare odpadaja,
czyli wpp1 = 2ky,

- ze écianami jest tak, jak w poprzedniej wersji:
Spn+l1 = Sp + Wn.

Te nowe wzory sa juz uniwersalne:
Wn41 = 2kn,
(*) kny1 = 3kn,
Spt+1 = Sp + Wn,
poprawne dlan = 1,2,3,...1 dla dowolnej wyjsciowej
bryly (wieloscianu wypuklego).

Widaé, ze pozwalaja one latwo, niemal automatycznie,
wypelniaé tabelke byle tylko robi¢ to systematycznie dla
kolejno powstajacych wielo§cianéw.

Az prosi sie by to zaprogramowaé. Kazde narzedzie (BASIC,
PASCAL) wydaje si¢ dobre. Jednak najprostszym, najbardziej
naturalnym, bedzie dowolny arkusz kalkulacyjny.

Wzory ,,jawne”

Jedli interesuja nas tylko liczby wi7, k17, s17 (lub w7,
ki17, s117), to poslugiwanie sie wzorami (*) wymaga
wypelnienia ogromnej tabeli. Czy nie mozna podaé
prostszych wzoréw — ,, jawnych” — takich, ktére nie
odwoluja sie do poprzednich wielkoéci? Postaw uczniom
ten problem. Niemal od razu odkryja, ze k, = k137~ 1.
Na podstawie k,, tatwo podaé w, = 2k;3"~2. Moga co
prawda powstaé pewne niejasnosci co do wykltadnikéw,
ale nie badz zbyt wymagajacy — podpowiedz. Z liczba
sn, jest troche gorzej. Musisz przejaé inicjatywe

1 zaproponowac tajemnicza operacje na liczbach

z tabelki. Dopisz czerwong kreda znaki minus 1 plus:

|w1 —ky|+s1|=|wa| —ka|+32|=|ws

4| 6| 4 |2{12] 18 8 12|36

8 | 12 6 [2]24| 36 | 14 [2|72

Obliczamy dla kazdej bryly z osobna: od liczby
wierzcholtkéw odejmujemy liczbe krawedzi i dodajemy
liczbe Scian. Wynik zapisujemy (tez na czerwono)

w przezornie zostawionych odstepach miedzy
kolumnami. Przy czwartej czy piatej bryle uczniowie
zyczliwie podpowiedza wynik (tj. 2) nim ktokolwiek
zdazy to policzy¢, chyba ze gdzie$ w tabeli jest biad.
Wynik rézny od 2 niewatpliwie wywola konsternacje.
Zapewne wszyscy uznaja jednak, ze to pomylka.
Bagatelizujac to, przejdz do wlasnie odkrytego wzoru:

|w —k+s:2.|

Jest to wzdr Eulera, ktérego poprawno$é mozna
udowodni¢ (zatem to faktycznie byla pomyltka).
Dowodem nie bedziemy sie teraz zajmowali.
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W mlodszych klasach szkoly podstawowej 6w wzér
moglby byé gléwnym celem zajeé. W starszych klasach
wykorzystamy go, by podaé , jawny” wzdr na s, (w,

i k,, juz znamy).

Sn=2—wp+k,=2-2-3""2 k1 +k -3 =
=2-2-3""2 .k +3.3""2 . =
=243"2. k.
Zapiszmy odkryte wzory ,jawne”:
w, =232 ky,
kn =371k,
sp=2+3""% k.
Sa one prawdziwe dlan =2,3,4...

(#%)

2. Jednakowe wielo$ciany

W szkole Sredniej, mozna przeprowadzié¢ indukeyjny
dowdd poprawnosci wzoréw (#+), jednak nie warto

tym zaprzataé uwagi uczniéw bo dowdd taki wymaga
uzycia wzoréw () lub ich stownych uzasadnieii

zatem, tak naprawde, nie wnosi nic nowego oprécz
ceremoniatu zapisu dowodu indukcyjnego. Zamiast tego
warto przyjrzeé sie wzorom (#*) 1 wyciagnaé wniosek:
w trakcie ociosywania rogéw danego wieloécianu
otrzymywane liczby wierzchotkéw, krawedzi i §cian
zaleza jedynie od liczby krawedzi wyjéciowej bryly (no i
oczywiscie od n). Nic zatem dziwnego, ze dla szescianu
i ostrostupa o podstawie szeSciokatnej liczby te byty
jednakowe (poczawszy od w»):

|w1 ki|s: wo | ka|so wa | k3 | sa

1
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Ta zgodno$¢ rodzi pytanie: czy bryly otrzymane

z przyciecia (jednokrotnego) wszystkich wierzcholkéw
szedcianu i ostrostupa o podstawie szesciokatnej sa takie
same? Jest to oczywiscie szalenie nieprecyzyjne pytanie,
bo przeciez wielkoSci bryl moga by¢é catkiem rézne,

katy pomiedzy $cianami tez, poza tym nie ustaliliémy
Jjednoznacznego sposobu obcinania wierzchotkéw.

Mimo tych mankamentéw naszego pytania jest

szansa na uzyskanie odpowiedzi na przyklad takiej:
rozpatrywane bryly nie sg takie same, bo cinajac
szeScian dostajemy Sciany oémiokatne, ktérych nie ma
w drugim przypadku. Plynie z tego wainy wniosek:
podanie liczby wierzcholkéw, krawedzi i $cian nie
opisuje jeszcze W pelni wielodcianu (nie wnikajac

w znaczenie terminu ,w peini”).

7|12y 7 2413614/ | 721|108 |38

Mozna pytaé dalej: czy podanie liczby écian
tréjkatnych, czworokatnych, pieciokatnych itd. oraz
liczby wierzcholkéw, krawedzi i écian w pelni opisuje
wielodcian? Pytanie to jest doéé trudne (nie tylko
dlatego, ze jest nieprecyzyjne). Po jakimé czasie mozesz
podpowiedzie¢: Pomyslcie o réznych namiotach. . .,



Narysujcie namioly o takich podtogach. ..

Oto jedna z mozliwych odpowiedzi:

Zapytaj jednak dlaczego sa to rézne wielosciany.

W ten naturalny sposéb mozesz postawié ogdlne
pytanie: jakie wielkosci nalezy podaé by jednoznacznie
opisaé wieloscian? Jednak dzwonek zadzwonil

juz dawno temu, wiec pytanie to pozostanie bez
odpowiedzi.

3. Doklejanie rogéw

Nie zapomnij jednak o zadaniu domowym. Zaproponuj
zbadanie operacji doklejania:

Na wszystkich Scianach danego wieloScianu, jako na
podstawach, budujemy ostrostupy o wystarczajgco
matych wysokosciach, by zachowaé wypuklosé calej
bryly. Nalezy obliczy(é liczbe wierzcholkow, krawedzi
1 $cian wielosciandw otrzymywanych przy wielokrotnym
powtarzaniu tej operacyi. I podaé ogélne wzory.
Rozumowanie podobne jest do tego, ktdre
przeprowadziliSmy poprzednio.

Wn41 = Sp + Wn,
(k%) kny1 = 3kn,

Sn41 = 2k,

— Stare wierzcholki pozostaja, nowe powstaja po
jednym nad kazdg stara $ciana;

— stare krawedzie pozostaja, przy kazdej z nich
powstaja cztery nowe krawedzie i kazda zliczana jest
dwukrotnie;

— stare §ciany znikaja, kazda stara krawedz jest
wspdlnym bokiem dwéch nowych $cian.

Poréwnanie wzoréw (##x) i (x) potwierdza wrazenie, ze
zagadnienia $cinania i doklejania rogdw sa w pewnym
sensie dualne.

4. Ciosanie krawedzi

Dla szczegdlnych pasjonatéw badanych probleméw
mozesz przygotowaé co$ extra. Znowu bedziemy
zajmowali sie ociosywaniem wielo$cianéw wypuklych
lecz tym razem $cinaé bedziemy krawedzie.

b

Zadany wieloScian wypukly poddajemy nastegpujgcej
obrobce: kazdg z krawedzi Scinamy troche ptaskim
cieciem (zamiast siekierg wygodniej postuzyé sie
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pilnikiem). Otrzymany w ten sposdb wicloscian
poddajemy znowu temu samemu procesows, itd.

Wyznaczyé liczbe wierzchotkéw, krawedzi ¢ scian kolejno
otrzymywanych wielosciandw.

Jak to wyglada 7

Doéé szybko okazuje sie, ze gléwny problem, to nie
obliczanie wy,, k,, s, ale ... wyobrazenie sobie jak
wyglada bryla po pierwszej operacji; w szczegdlnosci
co dzieje sie w okolicy” starych wierzchotkéw.

Dobrze jest zaczaé rozwazania od szeécianu. Kostka
masta i ostry néz (lub choéby myél o nich) moga okazaé
si¢ na tym etapie nieoceniona pomoca. Na poczatku
mozna spodziewaé sie takich rozwigzan:

Pytanie — ,skad wzicla sie krawedz AB ?” - uzmystawia
blad i pozwala go poprawié.

Okolice starych wierzchotkéw wygladaja jak
zatemperowane oléwki.

Teraz tatwo juz podaé ogdéine wzory:
Wnt1 = Wy + 2k,
kn+1 = 4]‘777,,
Sn41 = Sy + k.
Powstaje jednak wazny problem.

zy w kazdym wieloscianie wypuklym uda si¢ tak
zestrugaé krawedzie, by otrzymaé sytuacje analogiczng
do prredstawionej na rysunku w przypadky szescianu
(krawedzie zastgpione szesciokgtami taczqce sie
w ,zatemperowne olowki” w okolicach starych
wierzchothow)?2?



Scinanie ,,po réwno” ~ wierzchotki A’ i A”. Latamy ,dziury” doklejajac dwie

) . tréjkatne &ciany boczne i prostokat u dotu.
Jako pierwszy nasuwa sie bardzo naturalny pomyst,

by krawedzie §cinaé ,po réwno”. W tym celu nalezy
na kazdej cianie wieloscianu narysowaé g-obwéddke

i krawedzie §cinaé plaszczyznami wyznaczonymi przez
odpowiednie pary prostych réwnolegtych.

Dla takiego wielo§cianu zawodzi metoda $cinania
Ta metoda wydaje sie poprawna dla wieloscianéw krawedzi ,,po réwno”. By si¢ o tym przekonaé,
foremnych, graniastostupéw i ostrostupéw prawidlowych wprowadZmy oznaczenia jak na rysunku
1 pewnie dla wielu innych bryl. Ale czy zawsze daje (widok z géry).
zamierzony efekt? Czy zawsze uda sie tak dobraé ¢, by
uzyska¢ w wierzchotkach ,zatemperowane oltéwki”?

Otéz NIE! Opiszemy teraz taka bryle, dla ktdrej ten
sposob zawodzi.

Na poczatek zauwazmy, ze jezeli wszystkie krawedzie
wychodzace z wierzchotka A (dowolnego wielodcianu
wypuklego) zetniemy wedlug metody ,po réwno”, to
powstajacy ,,w miejsce A” nowy wierzcholek B bedzie
wyznaczony przez dowolne trzy sposréd tych plaszczyzn
ciecia.

Wezmy teraz ostrostup prawidlowy o podstawie
oémiokata. Przetnijmy go plaszczyzna zawierajaca
wysokosé 1 dwa wierzcholki podstawy (jest to
plaszczyzna symetrii tego ostrostupa).

A A"

Scinajac krawedzie o', V', ¢/ otrzymujemy punkt Z’
— jako czeé¢ wspdlng plaszezyzn tych cieé. Punkt
Z' jest punktem tréjkata P'Q’A bowiem w procesie
Scinania krawedzi ostrostupa prawidlowego metoda ,,po
réwno” wierzcholek nowej bryly powstajacy w »okolicy”
starego wierzchotka lezy na wysokoéci tego ostrostupa
(z symetrii ostrostupa). Podobnie $cinajac krawedzie
a",b",¢" otrzymamy punkt Z”, ktdry jest punktem
tréjkata P"Q"A. Poniewaz Z' # A # 7", wiec musi
Obie potowy ostrostupa rozsuwamy, a nastepnie byé Z' # Z”, co jest niezgodne z naszym wyobrazeniem
przechylamy je ku sobie tak, by znowu potaczyé o zastruganym otéwku w okolicy punktu A.
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Nasze wyobrazenie zaostrzonego oléwka:
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Inne Scinanie

Czyzby wiec wyprowadzone wezeéniej wzory nie
odnosily sie do wszystkich wielo§cianéw? My$leliémy
przeciez wtedy o ,zaostrzonych oléwkach”, ale okazuje
sie, ze metoda §cinania ,,po réwno” nie gwarantuje nam
otrzymania takiej sytuacji. A moze istnieje inny sposéb
$cinania krawedzi?

TAK. Oto rozwiazanie. Do kazdej krawedzi danego
wielo§cianu wypuklego W przyklejamy dowolna
plaszczyzne zawierajaca te krawedz i nie przecinajaca
pozostalej czesci W. Nastepnie wybieramy punkt S
nalezacy do wnetrza W i stala k < 1 (ale niewiele
rézniaca sie od 1). Wszystkie wybrane plaszczyzny
przeksztalcamy teraz przez jednokladnoéé o srodku S
i skali k.
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Szukane plaszczyzny cigé sa jednokladnymi obrazami wczesniej
wybranych plaszczyzn.

\

odcinany
kawalek
wieloscianu
§cinana

aszi
krawedz plaszezyzna

cigcia

Przycinanie wielo§cianu tak wyznaczonymi
plaszczyznami daje nam zadany efekt (zaostrzonych
oléwkéw) przy wyborze k dostatecznie bliskiego 1.
Aby to zobaczy¢ ustalmy wierzcholek A wyjéciowego
wieloscianu. Wybrane plaszczyzny zawierajace
krawedzie wychodzace z A przecinaja sie (oczywiscie
w punkcie A), zatem po przeksztalceniu przez
jednoktadnoéé obrazy tych plaszczyzn tez maja jeden
punkt wspdlny (nowy wierzcholek).

Widaé, ze opisana metoda daje nam wigksza swobode
wyboru plaszczyzn cieé niz metoda przycinania ,po



réwno”. Mozna nawet wybraé takie plaszczyzny, by
clecia przebiegaly w tej samej odleglodci od krawedzi
po obu jej stronach (jednak dla réznych krawedzi
odlegtosci te moga by¢ inne). Przylepiane plaszczyzny
trzeba wtedy ustawié tak, by byly prostopadle do
dwusiecznych katéw dwusciennych wieloScianu.

5. Przycinanie rogéw raz jeszcze

Ostatecznie uporali$my sie z problemem ociosywania
krawedzi wielo§ciandéw wypuklych. Uczniom ta
tematyka pewnie sie juz przejadla, ale Ciebie ostatnio
zdobyte dodwiadczenia powinny zaniepokoié. W trakcie
rozwiazywania zagadnienia przycinania krawedzi
istotnym problemem okazal sie sposéb tego przycinania.
A przeciez w analogicznym zadaniu dotyczacym
Scinania wierzchotkéw wielocianu pomineli$émy zupetnie
te kwestie uznajac ja za oczywista. Sprobujmy zatem
precyzyjnie opisa¢ sposdb przycinania wierzchotkdw.

Po réwno czy proporcjonalnie?

Ciecie ,w réwnych odlegtosciach” od rozpatrywanego
wierzcholtka nie zawsze jest wykonalne (patrz rysunek).

D

Punikt D nie lezy na plaszczyZnie wyznaczonej przez punkty
A,B,C.

Moze wiec Scinac wierzchotki tak, by kazda krawedz

przycinaé proporcjonalnie do jej dtugosci? Wybieramy

statg p € (0,1/2) i kazda krawed? tniemy tak, ze

powstale na niej nowe dwa wierzchotki X, Y’ spelniaja:
XX' =pXY =YY’

Ale tak tez jest niedobrze (patrz przyklad poprzedni).

cop

Obie wyzej opisane metody écinania wierzchotkéw, choé
nie sa uniwersalne, sg jednak dobre dla wielociandw,
w ktdrych z kazdego wierzchotka wychodza dokladnie
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trzy krawedzie. Poniewaz po pierwszym przyciecin
wierzchotkéw z dowolnego wielogcianu wypuklego
dostajemy wieloScian o tej wlasnosci, zatem widaé,
ze dowolna z powyzszych metod mozna stosowaé
poczawszy od drugiego kroku operacji écinania.
Przycinanie wierzchotkéw nie stanowi wiec zadnego
problemu.

6. Ociosywanie sze$cianu

Na koniec sprébujmy wyobrazié sobie efekt finalny
operacji écinania wierzcholkdw. Wieloscian otrzymany
po pierwszym cigciu jeszcze w miare dobrze widzimy,
po drugim etapie cinania jest juz znacznie gorzej, a po
siedemnastym ogarnia nas czarna rozpacz. Jednak po
nieskoficzenie wielu przycinaniach wcale nie musi by¢
tak strasznie.

W dalszym ciagu zajmiemy sie juz tylko szeécianem

w przypadku $cinania ,proporcjonalnego”. Ustalmy

p € (0,1/2). Na kazdym etapie odcinamy wierzchotki
wraz z p-tymi czedciami wychodzacych z nich krawedzi.
Jaka bryta powstanie po wykonaniu nieskoiiczonej
procedury przycinania? Aby to zbadaé, zajmijmy

sie tylko jedna Sciang szecianu. Dalsze rozwazania
bedziemy prowadzi¢ na plaszczyZnie tej $ciany

z obranym ukladem wspdéhrzednych.

Niech ), Wy, W3, W4 oznaczaja wektory polozenia
wierzchotkéw kwadratu. Po pierwszym przycieciu
otrzymamy (na tej samej plaszczyznie) osiem nowych
wierzchotkéw: @1, @i, @, ... wL; ogdlnie kazda
nowa $ciana bedzie miata 2 razy wiecej wierzcholtkéw
niz poprzednia i po n cieciach otrzymamy 27+2
wierzchotkéw: @7, wh, @, .. ., Wh, 42, & PO Nastepnym —
(n + 1)-szym cigciu - 2"*+3 wierzcholki, ktérych wektory
polozenia obliczamy nastepujaco:

15;1:__11 = (1 -p)ag + PTUZH,

ot = piip + (L—p)af,,, k=12, .. 2"
(gdzie dla k = 2"*2 za k + 1 nalezy przyjaé 1).

n
Wi

T
Wk +1

n
Wk

Nietrudno jest zaprogramowaé (wedtug powyzszych
wzoréw) komputer tak, by pokazywal kolejno
otrzymywane wielokaty przyblizajace efekt finalny -
tzn. to, co zostanie z kwadratu po nieskoficzenie wielu
przycinaniach. W zaleznosci od p widzimy ksztalt mnicj
lub bardziej zdeformowanego okregu. Czyzby to byly
elipsy?



NIE! Te hipoteze tatwo obali¢. Gdyby to byty elipsy,
to mialyby réwne osie, zatem bylby to okrag (stale
ten sam ~ wpisany w wyjéciowy kwadrat), a komputer
wyraznie pokazuje rézne ksztalty. By¢ moze dla
pewnego p < 1/2 otrzymamy okrag ale, na ogdt,
komputer pokazuje nam pewien owal. Sprébujmy go
dokladniej zbadaé, stwierdzié co to za krzywa.

Owale

Zauwazmy, ze jesli punkt S jest Srodkiem boku XY
pewnego wielokata, to po jednokrotnym cieciu
wszystkich wierzcholkéw punkt S jest Srodkiem
pewnego boku X'Y’ nowego wielokata. Ponadto S

jest jedynym punktem boku XY, ktéry ,zostanie

do konica”, tzn. jako jedyny z tego boku bedzie lezal
na finalnym owalu (bowiem po pierwszym $cigciu

w nastepnym wielokacie zawiera si¢ tylko (1 — 2p) czesé
boku XY, po drugim — (1 — 2p)? czeéé XY, po trzecim
~ (1 —2p)3 czeéé XY itd.; ciag (1 — 2p)" jest zbieiny
do 0). Zatem szukany owal jest rozpiety na srodkach
krawedzi wszystkich wielokatéw otrzymywanych

w poszczegdlnych krokach konstrukeji.

Teraz mozemy juz stwierdzié, ze dla zadnego p nie
otrzymamy okregu. Mianowicie gdyby szukanym
owalem byl okrag, to po pierwszym przycieciu

z kwadratowej $ciany otrzymaliby$my o$miokat opisany
na tym okregu. Dzieki temu mozna wyliczy¢

p=+v15—2V2.

Teraz mozemy takze wyliczyé wspélrzedne srodkéw
bokéw 16-kata (otrzymanego po nastepnym cieciu

w ustalonej proporcji p). Wszystkie te punkty powinny
lezeé na okregu, ale tak nie jest.

Niech teraz Wy, S, Sy oznaczaja odpowiednio
wierzchotek kwadratu i érodki wychodzacych z niego
bokéw. Czeéé owalu zawarta pomiedzy S i Sy zalezy
tylko od tych punktéw (i oczywiscie od p).

powstajace kolejno wierzchotki i rodki

bokéw leza wyjatkowo regularnie.

Potowimy odpowiednie odcinki. Latwo sprawdzié,

ze $rodki bokéw otrzymywanych wielokatéw

1 odpowiadajace im wierzcholki z poprzedniego kroku
konstrukeji leza na tych samych prostych prostopadtych
do odcinka S5Sj.
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wp e $rodki
°© wierzcholki

Na ten sam proces mozemy tez spojrzeé ,,od dotu”, jako
na kolejne dobudowywanie mniejszych tréjkatéw na
bokach tréjkatéw poprzednich.

Wo

e Srodki
° wierzchotki

s

o

50

Dokladniejsze przyjrzenie sie tej sytuacji pozwala
dostrzec w niej konstrukcje Archimedesa kwadratury
odcinka paraboli (patrz [3]).

Wo

kierownica

S Py

/ ognisko 'Q

Zatem szukany owal to suma czterech
fragmentow parabol. Boki kwadratu sa styczne do
parabol w punktach S i Sp, zatem parabole tacza sie
ze soba w sposéb gladki.

—
N

o

~
/

O

S




A jak jest dla innych p? Okazuje sig, ze opisany

wyzej przypadek (p = %) jest szczegdlny: tylko wtedy
otrzymamy ,,porzadny” owal. Za chwile przekonamy
sie w jakim sensie jest on wyjatkowy. Najpierw jednak
musimy wprowadzié pewne dodatkowe oznaczenia.

Niech p € (0, %), (dla uproszczenia rozwazan zatézmy,
ze p# El,;) Niech ¢ =1 — 2p, k = £. Niech 0y, 3, 5o
oznaczaja wektory polozenia wierzchotka i srodkéw
wychodzacych z niego bokéw pewnego wielokata
przyblizajacego owal. Niech Wy, W, Ws, . .. oznaczaja
najblizsze punktowi § wierzchotki kolejnych przyblizen
owalu, a 51, 59, 53, . .. srodki bokéw wychodzacych
4 151, 1172, 17)‘3, ks &

(rézne od §).

Latwo jest wyznaczy¢ wierzcholki:

), czyli W, = §+ ¢"(Wp — ).
Trudniej wyznaczy¢ jest 5,. Wprowadzimy pomocniczy
symbol @/, na oznaczenie ,drugich” koricéw bokéw

o érodkach w §,. Wtedy

Wnt1 = 5+ q(Bn —

wn——l):

skad po przeksztalceniach otrzymujemy:

—f — -
W,, = Wnp_1+ 2p(Sp-1 —

1
— — —f
o = (i + ) =
2
Ten zwiazek rekurencyjny mozna (mozolnie)

. l 299,
Hrozsuptac”:
n

- = n k™ —
Sp =5+p kk—

1, - -
1 (Wy — 8) + p"5p — p5.

Dla uproszczenia dalszych rachunkéw przyjmijmy §= 0

oraz przedstawmy 5y = 8, + 8/, gdzie sj|wWo 1 s§ L.

o= q"(Wo — §) + 5~ p&F+pin_1.

Rozpatrzmy przypadek |p € (%, %) . Wtedy k < 1.

Whbrew naszym intuicjom kierunek wektora 5, nie
przybliza sie do kierunku wektora wy wraz ze
wzrostem n. Mamy bowiem

p

n "II, | !

sin o, =

£0.

[Pk E =ty + pr o | n—oo |z + 85
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Oznacza to, ze owal nie ma stycznej w punkcie s!
Poniewaz rozumowanie to dotyczy srodka boku
dowolnego wielokata z konstrukcji owalu, nie ma on
stycznych w przeliczalnie wielu punktach gesto
na nim rozlozonych (skadinad wiadomo, ze owal -
Jako brzeg figury wypuklej - nie ma stycznych w co
najwyzej przeliczalnie wielu punktach). Trudno taka
krzywa uznaé za obiekt ,porzadny”.

Dla sytuacja wcale nie jest lepsza
(z wyjatkiem oméwionego juz wezeéniej praypadku

= i) Mianowicie dla ,porzadnych” krzywych
(np. wielomiandw stopnia > 1) promien krzywizny jest
liczba dodatnia we wszystkich punktach poza skoriczona
iloscia. W przypadku owalu otrzymanego dla
p€(0,3)\ {1} tak nie jest!

Dla wyznaczenia promienia krzywizny owalu w punkcie
s nalezy wykresli¢ proste prostopadle do stycznych

w punktach s i s,. Ich punkt przeciecia oznaczmy z,.
Promien krzywizny to granica odlegloéci punktéw s

1 zn. Zauwazmy, ze jest ona réwna granicy odleglosci
punktéw w, i z,.

Wo

Odcinek wy2, to érednica okregu opisanego na tréjkacie
SWn $n, zatem (przyjmujac, jak poprzednio, §= O)
mamy:

o lBl_ 1al
sin(m — f3,)  sinf,
W celu wyznaczenia mianownika obliczmy:

. . kn—l _1
Sp — Wy =p" (kﬁﬁo + §0>

[T — 2, (twierdzenie sinuséw)

skad
// /!
sin ﬂn = IJp | IS r

n _wnl - |]€L"k 11 1'(1)0 +.§U|




Zatem
.o Sol| EME =1
|@y — Zu| = LTZ'l kﬁwo + 5| =
1 k"—]._, . k"’-l—l_, .
= ——‘gmlpn k 1 wy -+ So k_——k 1 wo + So|-
7 - —

Naszym celem jest nie tyle wyliczenie tej wielkoéei, co
jej granicy gdy n — oo,

Dlap < % mamy k > 1 zatem wystarczy zbadaé iloczyn

prknknL Ale prknknl = TS = 2(L)" i gdy

2 - r .
95- < 1 (co jest réwnowazne p > 1) mamy

2 - ’ .
|@Bn — Zn| = 0, a gdy 9p— > 1 (co jest réwnowazne

rp< %) malmy hvn - E‘n‘ n::o +00. Zatem

dla EE 0,5\ {%}4] owal nie ma krzywizny
w przeliczalnym gestym zbiorze swoich punktéwil!

Zatem podsumowujac nasze rozwazania nad problemem
ksztattu owali otrzymywanych na $cianach szeécianu

w procesie ,proporcjonalnego” écinania wierzchotkéw
stwierdzamy, ze

0<p< % ip# % owal ma patologiczna krzywizne
w przeliczalnym, gestym zbiorze
punktéw,

p= % owal sklada sie z czterech gladko potaczonych

tukéw parabol,

% <p< % owal nie jest gladki w przeliczalnym, gestym
zbiorze punktéw.

7. Tylko dla wytrwalych

Ciekawie wyglada efekt nieskoriczonego $cinania
wierzcholkéw wedlug innej reguly: przycinamy je
plaszczyznami przechodzacymi przez érodki krawedzi
wychodzacych z wierzchotkéw. W wersji plaskiej
powoduje to przyciecie wielokata ,do punktu”
(ktérego?). Naturalnym wydaje sig stwierdzenie,

sytuacja ,,ptaska”

__________ -

ze po nieskonczenie wielu przycinaniach sze§cianu
otrzymamy foremny oémioécian rozpiety na srodkach
écian wyjéciowego szeScianu.

Nie jest to oczywiscie prawda, gdyz do finalnej bryly
naleza tez $rodki tréjkatnych scian otrzymanych po
pierwszym przycieciu szedcianu, jak réwniez $rodki
wszystkich innych écian otrzymywanych w procesie
§cinania.

Na koniec sprébujmy wyobrazié sobie efekt
nieskoficzonego ,proporcjonalnego” przycinania
szeSclanu.

Mimo, ze badanie owali pokazalo, ze nie sa one
zazwyczaj regularne, to jednak troche przypominaja
okregi. Dlatego mozemy prébowaé wyobrazié

sobie ksztalt bryly otrzymanej po nieskoiiczenie

wielu $cinaniach wierzcholkéw szeScianu (Scinanie
,proporcjonalne” przy ustalonym p < %) 7 kazdej
kwadratowe] éciany pozostaje pewien owal (zaleznie

od p). Po pierwszym Scieciu wierzcholkéw powstaje
osiem tréjkatnych $cian, z ktérych, po dalszych cieciach,
tez pozostaja pewne owale 1 podobnie z kazdej §ciany
kolejnych wielodcianéw pozostaja coraz mniejsze owale.
Caloéé wyglada mniej wiecej tak:

e m e g .- -—--



i przypomina krzywa tréjkatowa Sierpifiskiego (gdy
tréjkaty zdeformujemy tak, by upodobnity si¢ do owali).

8. Tylko dla dorosltych

Stwierdziliémy wczesniej, ze brzeg zbioru wypuklego
moze byé bardzo nieregularny. Badajac problem
przycinania krawedzi kwadratu, tylko dla p = 1/4
otrzymali$my , porzadna” krzywa, co sugeruje, ze nie
jest to zjawisko zbyt powszechne. Nasuwa sie wiec
naturalne pytanie, ktéra z whasnoSci: regularnosé czy
nieregularnosé brzegu jest zjawiskiem typowym dla
zbioréw wypuklych.

Na podstawie znanych wynikéw ([2], [4], [5]) mozemy
sformutowaé twierdzenie, ktore wskazuje, ze sytuacja
uzyskana dla p € (0,1/3)\ {1/4} (brak krzywizny)

nie powinna nas dziwié, natomiast nieregularnosé
wystepujaca dla p € (1/3,1/2) (brak gladkosci) jest juz
zjawiskiem wyjatkowym.

Twierdzenie: Niemal kazdy zbidr wypukly (zwarty)

a) ma gtadki brzeg;

b) ma patologie krzywizny w kazdym punkcie zo brzegu,
tzn. iminf; ., (2) = 0 lub limsup,_, r(z) = +o0

styczne z

| q

o

r(z)

c) jest cidle wypuktly, tzn. brzeg nie zawiera zadnego
odcinka.
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Dowdéd powyzszego twierdzenia oméwimy dla
wypuklych podzbioréw plaszczyzny (dowéd dla
wyzszych wymiaréw sprowadza sie do przypadku
dwuwymiarowego). Topologia na zbiorze wszystkich
zbioréw wypuklych, zwartych jest zadana przez metryke
Hausdorffa — dla ¢ > 0 niech K, = {e € R?: |z| < ¢};
g-otoczka zbioru A nazywamy zbidr

A+ K. ={a+z:0a€ A ze K.}

odlegtos¢ Hausdorffa zbioréw zwartych A, B okredlona
jest wzorem

H(A B)=inf{e >0: ACB+K.iBCA+ K.}
Wiadomo, ze zbiory zwarte z metryka Hausdorfla
tworza przestrzen zupeia. Rodzina zbioréw
wypuklych - € = {4 C R?: A zwarty, wypukly} - jest
jej podprzestrzenia domknieta (dlaczego?), zatem tez
jest zupelna.

Termin ,niemal kazdy”, uzyty w sformutowaniu
twierdzenia, oznacza — kazdy, z wyjatkiem zbioru

I kategorii (tzn. bedacego suma przeliczalnie wielu
zbioréw nigdziegestych). Twierdzenie Baire’a o kategorii
orzeka, ze w przestrzeni zupelnej zbiory I kategorii sa
brzegowe, a wiec male.

%0 :={A € ¥ : A ma niepuste wnetrze} jest

otwartym i gestym podzbiorem ¥. Gestodé wynika

z nastepujacego faktu: A € € = A + K, € €5, otwartodé
za$ 7 tego, ze dla A, B € € mamy H(A, B) =

= H(bd A,bd B). Zatem niemal kazdy zbiér wypukly,
zwarty ma niepuste wnetrze.

Aby dowie$é a) zauwazmy, ze zbidér W € %) nie

jest gladki, gdy istnieje zo € bd W i dwie proste
podpierajace w tym punkcie — I1 i l;“;n ~ przecinajace
si¢ pod katem « (# ).

a

w
Dla ustalonego n € N niech
bn :={W € % : istnieje 20 EbAW, o < 7 — 1}.

Zbidr €, jest pierwszej kategorii w €y, poniewaz dla
dowolnego £ > 0, mozna znalezé takie » > 0 (r < <), ze



w obszarze (W + K.4,) \ (W + K._;) ,nie mieci si¢”
kat o mierze mniejszej niz w — 1/n.

W+ Ke_r

Zatem zbiory wypukle, ktérych brzeg lezy w obszarze
(W + Keqr) \ (W + K._,) nie s3 elementami %,.
Jedli przez €' oznaczymy rodzine zbioréw wypuklych
o gtadkim brzegu, to ' = 6 \ U, ey Gn, cayli
dopelnienie tej rodziny jest I kategorii.

Podobne rozumowanie przeprowadza siec w dowodzie c).
Pokazuje sie, ze rodzina zbioréw $cisle wypuklych
o gtadkim brzegu — %! — ma dopelnienie I kategorii.

Zbiér wypukly W przyblizamy wielokatem wypukiym
W' o krétkich bokach. Istnieje tak mata otoczka brzegu
tego wielokata, w ktdrej ,nie mieszcza sie” odcinki

o dlugoéciach wiekszych niz 1/n.

Aby dowie$é b) zauwazmy, ze jeSli W € €} nie
spelnia warunku sformulowanego w tym punkcie, to
istnieje g € bd W i n € N takie, ze bd W zawarty jest
w obszarze pomiedzy dwoma okregami stycznymi do
bd W w punkcie zg o promieniach n i 1/n.

>0
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Niech %}, oznacza rodzine takich zbioréw W.
Nietrudno pokazuje sig, ze jeli ciag {Wi} C €},
jest zbiezny do Wy € 6}, to Wy € 6}, cayli 67,
jest podzbiorem domknietym w €. Jest to réwniez
podzbidr nigdziegesty (dowolny zbiér W € €}
przyblizamy najpierw wypuklym wielokatem; potem
»zaokraglamy” nieznacznie wierzcholki i lekko
»wyginamy” boki tak, by otrzymaé zbiér wypukty

o pewnych promieniach krzywizny wiekszych niz n,
zatem nie nalezacy do 6 ,).

YNNG
v

/ bd W

Rodzina zbioréw spelniajacych warunek b) to
€' \ Unen %71 Jej dopetnienie jest zbiorem I kategorii.

Na koniec polecamy przegladowy artykul [1], w ktérym
mozna znalezé wiele interesujacych informacji
o zbiorach wypuklych.
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