Anomalie czterowymiarowe
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Gdy w 1986 roku rozpoczynal sie Miedzynarodowy
Kongres Matematykéw w Berkeley wiadomo bylo,
cho¢ informacje na ten temat nie sa ujawniane
wezesnie], kto dostanie, a moze racze) kto powinien
dostaé¢ medal Fieldsa. Bezdyskusyjnymi kandydatami
byli: Gerd Faltings, Michael, H. Freedman i Simon
Donaldson. Rezultaty Faltingsa dotyczyly hipotezy
Mordella i nawiazywaly do Wielkiego Twierdzenia
Fermata. Wielkie emocje, wrecz sensacje, budzity
réwniez wyniki Freedmana i Donaldsona, ktdre
zwiazane byly z topologia i geometria obiektow
czterowymiarowych. Sprébujmy przynajmniej
szkicowo pokazaé, na czym polegala niezwyklosé tych
osiagnied.

Jednym z podstawowych zadan topologii jest
klasyfikacja zbioréw ze wzgledu na homeomorfizmy.
Tak postawiony problem jest zbyt ogdlny, na badane
zbiory nakladano wiec pewne ograniczenia, ,,ubierano”
je w dodatkowe struktury. Wprowadzono miedzy
innymi pojecie rozmaitoéci topologicznej. Rozmaito§é
topologiczna wymiaru n jest to obiekt (dokladniej
przestrzefi topologiczna), ktéry lokalnie wyglada jak

n wymiarowa przestrzen euklidesowa. Czyli kazdy punkt
tej przestrzeni ma otoczenie homeomorficzne z R™. Dla
topologdw takie twory byly jeszcze zbyt ogdlne, dlatego
na rozmaitosci topologiczne naktadano dodatkowe
struktury otrzymujac rozmaitosci rézniczkowe

1 rozmaitosci kawatkami liniowe.

Zeby bardziej formalnie wprowadzié pojecie rozmaitosci
rézniczkowej 1 kawalkami liniowej, trzeba najpierw
zdefiniowaé pojecie atlasu 1 mapy. Mapa na zbiorze

M, (ktéry powinien by¢ przestrzenia topologiczna)
nazwiemy pare (U, ¢), gdzie ¢ : U — R™, U C M, jest
homeomorfizmem. Zbiér map A = {(U;, ¢;)} nazywamy
atlasem, gdy dziedziny map pokrywaja caly zbiér M
oraz spelniony jest warunek zgodnoéci: dla dowolnych 7
1 j odwzorowania

piopi™ 1 pi(Us N Uj) — (Ui NU;)

sa gladkie w przypadku rozmaitosci rézniczkowych
lub , kawaltkami liniowe” w drugim przypadku.
Wtedy zbiér M z wyréznionym atlasem nazywamy
odpowiednio rozmaitoscig rézniczkowa lub kawalkami
liniowa (PL-rozmaitodcig). Intuicyjnie rozmaitosé

jest kawalkami liniowa (oznaczamy to PL), gdy
lokalnie ma triangulacje, czyli rozklad na sympleksy
odpowiedniego wymiaru, podobna do triangulacji
przestrzeni R”. Interesujace jest, ze historycznie
najpierw pojawily sie rozmaitosci gladkie i kawatkami
liniowe, a potem dopiero zaczeto badaé rozmaitodci
topologiczne.
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Rys. 1

Réznice pomiedzy poszczegdlnymi typami rozmaitosci
na tym samym zbiorze sa subtelne, bowiem mimo
réznych struktur jest to ten sam zbiér. Na przykladzie
zwyklej sfery mozna to sobie wyobrazaé w nastepujacy
sposéb: sfera ma strukture gladkiej rozmaitosci, gdy
jest gladka w intuicyjnym sensie, czyli, gdy wyglada
Jak zwykla sfera ewentualnie nieco, ale nie za bardzo
zdeformowana; na sferze mamy strukture kawalkami
liniowa, gdy wyglada jak powierzchnia wielocianu:
wreszcie na sferze zadana jest struktura topologiczna,
gdy mamy do czynienia ze zbiorem homeomorficznym
ze sfera, a wiec moze on byé zdeformowany dosé
radykalnie, jak na przyklad sfera rogata.

Rozmaitos¢ Rozitost
kawatkami
gladka o
liniowa
Rozmaitos¢ topologiczna
moze nie by¢ ani gladka,
ani kawatkami liniowa
Rys. 2

Oczywiscie rozmaitoéé gtadka lub kawalkami liniowa
Jest rozmaitoscia topologiczna. Nietrywialne jest pytanie
o sytuacje¢ odwrotna: kiedy rozmaitoéé topologiczna
dopuszcza strukture gtadka lub typu PL? Z poczatku
wydawalo sig, ze kazda rozmaito$é ma strukture gladka.

Przez caly czas pojawia sie tu termin ,struktura”™, co on
oznacza? Na konkretnym zbiorze mozna zdefiniowaé
rézne atlasy okreSlajace te sama rozmaitoéé. Na
przyklad na sferze istnieje atlas sktadajacy sie z dwéch
map, a takze atlas skladajacy sie z oémiu map. Istnieja
tez atlasy bardziej liczne na tej samej sferze. Zeby
rozwiaza¢ ten problem niejednoznacznoéci wprowadzono
relacj¢ pomiedzy atlasami: dwa atlasy sa w relacji (sa
réwnowazne), gdy ich suma jest atlasem. W ten sposéb



otrzymujemy co$§ w rodzaju atlasu maksymalnego,

o ktérym zazwycza] wiemy tylko, ze istnieje i on
wlasnie nazywany jest struktura rézniczkowa (lub
odpowiednio struktura kawatkami liniowa). Kazdy

atlas wyznacza jednoznacznie odpowiednia strukture.
Pojawiaja sie natychimiast nastepne pytania: czy istnieja
atlasy nieréwnowazne? Ile istotnie réznych struktur
istnieje na danej rozmaitoéci? W pierwszym przypadku
nietrudno wskazaé prosty przyktad; wystarczy wziaé
przestrzern R z atlasem skladajacym sie z jednej mapy
(R, Id) oraz inny atlas (R, z — £3). Suma tych atlaséw
nie jest jednak atlasem, gdyz odpowiednie zlozenie
map moze wyglada¢ tak » — x1/3 a tu sa problemy

z rézniczkowalnoscia w punkeie 0. Drugie pytanie
wymaga pewnego wyjasnienia — co to sa ,istotnie rézne
struktury”? Jest to sprawa troche delikatniejsza niz
réwnowazno$é¢ atlaséw.

Przypusémy, ze na rozmaitoéci M dane sa dwie
struktury rézniczkowe lub kawatkami liniowe 4

i B. Powiemy, ze sa one réwnowazne, gdy istnieje
homeomorfizm f rozmaito$ci M na siebie, ktdry

w mapach tych struktur jest gladki lub odpowiednio
kawalkami liniowy. Inaczej, gdy istnieje homeomorfizm
rozmaitosci, ktdry jest izomorfizmem struktur.

I tak, struktury na R zadane przez atlasy {(R, id)}

i {(R,z — 23)} sa réwnowazne, gdyz istnieje
homeomorfizm ¢ — z/3, ktéry w mapach tych atlaséw
jest dyfeomorfizmem — po oblozeniu przez mapy
dostajemy odwzorowanie identycznosciowe.

Jakie sa wiec zaleznosci pomiedzy strukturami na

danej rozmaitosci? Czy moze byé wiecej niz jedna?
Najpierw uzyskano rezultat dla rozmaitosci jedno-

1 dwuwymiarowych: na kazdej takie) rozmaitosci
struktura rézniczkowa jest jedyna i jest identyczna ze
struktura PL oraz ze struktura topologiczna. Dowdd
pochodzi od Kerékjarté z 1923 roku. W roku 1940
Whitehead pokazal, ze struktura rézniczkowa pociaga
za soba strukture kawaltkami liniowa. Na poczatku lat
piecdziesiatych Moise i Bing udowodnili, ze rozmaitosci
tréjwymiarowe tez sa bardzo porzadne: kazda struktura
Jjednego typu jednoznacznie wyznacza pozostale.
Sensacje przyniost rok 1956, kiedy Milnor udowodnit
istnienie nieréwnowaznych struktur rézniczkowych na
sferze siedmiowymiarowej. Poczatkowo wydawalo sie, ze
taka sytuacja nie bedzie mozliwa, a jednak okazalo sie,
ze przypadki dwu- 1 tréjwymiarowe stanowia wyjatki.

Problem istnienia i zgodno$ci struktur na
rozmaitosciach zostal do$é dokladnie zbadany mniej
wiecej w polowie lat siedemdziesigtych wysitkiem wielu
znakomitych matematykéw. Trzeba tu wymienié niemal
wszystkie wielkie nazwiska zwiazane z topologia: Thom,
Kervaire, Milnor, Munkres, Hirsh, Poenaru, Smale,
Nowikow, Browder, Wall, Sullivan, Kirby, Siebenmann
1 jeszcze kilku innych. Dla rozmaitoéci wymiaru
wiekszego lub réwnego 5 znaleziono niezmiennik
decydujacy o istnieniu struktury kawatkami liniowe;.
Niezmiennik ten, albo inaczej przeszkoda, jest to pewna
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klasa kohomologii k(M) w H*(M;Z,). Nie wchodzac
jednak w subtelne szczegdly konstrukeji mozna
stwierdzié, ze, jesli k(M) = 0, to istnieje na rozmaitoéci
topologicznej M struktura kawatkami liniowa 1, wiecej,
liczba nieréwnowaznych PL-struktur na M jest réwna
rzedowi grupy H3(M; Z,). Gdy natomiast k(M) = 1,
wtedy na M nie ma struktury kawaltkami liniowe;.
Ponadto zauwazono, ze dla rozmaitosci co najwyzej
szeSciowymiarowych struktury PL i gladkie sa we
wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci. Stwierdzono
réwniez, ze, mimo tych zaskakujacych wynikéw,
przestrzenn R™ zachowuje sie zgodnie z oczekiwaniami
- dopuszcza tylko jedna strukture, generowana

przez mape identycznosciowa. Rezultat ten mimo
oczywistego stwierdzenia jest niebanalny, a do tego
ma jeden wyjatek n = 4. Stworzone metody zawodzily
w przypadku przestrzeni czterowymiarowej, ktéry
pozostal bez odpowiedzi az do wynikéw uzyskanych
przez Freedmana i Donaldsona.

W 1982 roku Michael H.Freedman opublikowal

prace w Journal of Differential Geometry, w ktérej
dokonal klasyfikacji waznej klasy rozmaitodci
czterowymiarowych, mianowicie rozmaitoéci zwartych
i jednospéjnych (czyli na takiej rozmaitosci kazda
petla daje si¢ Sciagnaé do punktu). Do badania

tych obiektéw mozna uzyé nastepujacych narzedzi

z topologii algebraicznej: grupy podstawowej 71 (M),
grup homologii H.(M) i grup kohomologii H*(M).
Precyzyjny opis tych grup jest doéé skomplikowany i nie
miejsce tu, by sie nimi dokladniej zajmowaé.

Intuicyjnie, grupa podstawowa bada typy petli
dciaganych do punktu na danej rozmaitoéci (ogdlniej

w przestrzeni topologicznej), czyli jakby ,wylapuje”
dziury w rozmaitoéci; petla obiegajaca dziure nie da sie
Sciagnaé, zachowuje sie wiec inaczej niz petla omijajaca
taka dziure (rys. 3). Natomiast k-te (k wymiarowe)
grupy homologii badaja zachowanie pewnych obiektéw
k-wymiarowych, na przyktad innych rozmaitoéci,
umieszczonych w tej badanej. I tak, pierwsza grupa
homologii ,,zlicza” te typy krzywych zamknietych,
ktére nie s3 brzegami obszaréw w badanej przestrzeni
- takimi sa potudniki i réwnolezniki na torusie (patrz
tez rys. 4). Druga grupa homologii zajmuje sie tymi
powierzchniami zamknietymi, ktére nie rozcinaja danej
rozmaitoéci (jest to mozliwe!) itd.

Rys. 3
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A

Rys. 4

Dla rozmaitoéci czterowymiarowych jednospdjnych
mamy wiec m1(M) = 0 wprost z okreSlenia
jednospéjnosei. Ta réwnosé pociaga za soba inng
Hi(M) = 0 na podstawie odpowiednich twierdzen. Dalej
mamy réwniez Hz(M) = 0 powolujac sie na zaleznos¢
H;(M) = H*"{(M), znana jako twierdzenie Poincarégo
o dualnoéci. Tak wiec cala istotna informacja zawarta
jest w grupie Ha(M,Z), ktdra jest wolna grupa abelowa.
Powolujac sie na twierdzenie Poincarégo mozna okresli¢
odwzorowanie

Hy(M,Z)x Ho(M,Z)— Z

nazywane forma forma przeciecia dla rozmaitosci M.
Jest to odpowiednik iloczynu skalarnego znanego

7 przestrzeni wektorowych; parze elementéw

z przestrzeni Has(M,Z) przyporzadkowana jest liczba
catkowita zwana indeksem przeciecia.

Najbardziej obrazowo definicje formy mozna zilustrowaé
na przykladzie powierzchni i krzywych na niej
potozonych (a wiec w przypadku grupy Hi(M,Z)).
Niech S bedzie powierzchnia, a A i B krzywymi

na niej znajdujacymi sie w polozeniu ogélnym,

to znaczy przecinajacymi sie w skonczonej liczbie
punktéw oraz o niezerowych katach w tych punktach
przeciecia (wektory styczne w punktach przeciecia
nie sa réwnolegte). Kazdemu punktowi przeciecia
przypisujemy liczbe 1, gdy wektory styczne tworza
ukltad zorientowany tak, jak wektory jednostkowe
naturalnego uktadu wspélrzednych; w przeciwnym
przypadku przypisujemy punktowi liczbe —1. Indeks
przeciecia krzywych to suma wszystkich liczb
przypisanych punktom przeciecia.

+1

A

Rys. 5
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Oczywiscie jest to dopiero poczatek okreélenia

formy przeciecia. Trzeba teraz przejéé do klas
homologii, pokazaé niezaleznoéé definicji od wyboru
reprezentantow i opisa¢ wlasnosci. Podobnie postepuje
si¢ w przypadku rozmaitosci czterowymiarowych

i grup Ha(M,Z). Tu klasy homologii moga byé
reprezentowane przez zorientowane powierzchnie
zanurzone w rozmaitosci. Powierzchnie takie musza
si¢ przecina¢ w pojedynczych punktach (w przestrzeni
czterowymiarowej jest to mozliwe!). Opis sugeruje,

ze konstrukcje formy przeciecia przeprowadza sie

dla rozmaitosci gltadkich (wektory styczne), ale

forme przecigcia mozna zdefiniowaé dla rozmaitosci
topologicznych, wymaga to jednak rozbudowania
aparatu topologicznego.

Dowodzi sie, ze kazda forma przecigcia jest
odwzorowaniem symetrycznym (czyli I(«, 3) = I(3, o))
oraz, ze z kazda taka forma mozna skojarzy¢ macierz,
ktérej wyznacznik jest réwny +1 lub —1 — méwimy
wtedy, ze forma jest unimodularna.

Oto jak wygladaja konkretne przyklady:

1. M = §* — sfera czterowymiarowa, wtedy
Hy(5%,Z) = 0. W tym przypadku forma przeciecia jest
ZETOWa..

2.M = CP? - zespolona plaszczyzna rzutowa. Tu
pokazuje sie, ze Hy(CP?,Z) = Z. Macierz formy
przeciecia ma postaé (1) — jest to macierz jednostkowa
1I'x1.

3.M = —CP? - zespolona plaszczyzna rzutowa

z przeciwng orientacja. W przeciwiefistwie do
rzeczywiste) plaszczyzny rzutowej plaszezyzna
zespolona dopuszcza orientacje. Nie istnieje jednak
dyfeomorfizm przeprowadzajacy zespolona ptaszczyzne
rzutowa na siebie i zmieniajacy orientacje (taki
odpowiednik odbicia lustrzanego).

4. M = 5% x S? - iloczyn kartezjaniski dwéch zwyklych
sfer, Hy(S? x $%,Z) = Z.® Z, a macierz formy przeciecia
wyglada nastepujaco
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5. M§N - suma spéjna dwéch rozmaitosei,
Hy(MYN,Z) = Hy(M,Z)® Ho(N,Z) i wtedy

I
Iy = Iy & In = ( 8{ I?V)

gdzie Iy to macierz formy przeciecia rozmaitosci M.

Przypomnijmy, ze sume spéjna dwéch rozmaitodci
czterowymiarowych otrzymujemy w podobny sposdb jak
sume spéjna dwéch powierzchni. Cheac ,dodaé” w taki
sposéb dwie rozmaitosci wycinamy w kazdej z nich
czterowymiarowa kule, a nastepnie sklejamy wzdtuz
tréjwymiarowych brzegéw (sfer).



- MEN

Rys. 6

6. K = {[20, 21, 22,23] € CP3 : 2} + z¢ + 23 + 25 = 0}
— powierzchnia Kummera (w zespolonej przestrzeni
rzutowej). Rzad grupy H»(K,Z) jest réwny 22 oraz

0 1
IK—EgEB?)(l 0)

gdzie
2 -1 0 0 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0 0
0 0 -1 2 -1 0 0 0
Es = 0o 0 0 -1 2 -1 0 -1
0 0 0 0 -1 2 -1 o0
0o 0 0 0 0 -1 2 0
0o 0 0 0 -1 0 0 2

Przyktad ten jest nietrywialny i, jak zobaczymy
niebawem odgrywa istotna role w klasyfikacji
jednospdjnych rozmaitosci czterowymiarowych.

Kazda forma przeciecia ( ogdlniej forma dwuliniowa)
charakteryzowana jest przez nastepujace cechy:

rzad — jest to rzad macierzy zwiazanej z dang forma;

sygnatura — liczba znakéw dodatnich minus liczba
znakéw ujemnych na przekatnej po sprowadzeniu
do postaci diagonalnej (albo inaczej: liczba wartoéci
wtasnych dodatnich minus liczba wartosci wlasnych
ujemnych);

typ — parzysty, gdy wszystkie wartodci na gltéwnej
przekatne] sa parzyste, w przeciwnym wypadku
moéwimy, ze forma jest nieparzystego typu;

okreslonos$é — forma I jest dodatnio okreslona, gdy
I(z,2) > 0 dla z # 0; gdy to nie zachodzi, to jest
nieokreslona.
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Wielkosci te stanowia niezmienniki danej formy

1 moga stuzy¢ do ich klasyfikacji. Niestety formy
zostaly sklasyfikowane tylko czeéciowo. Jesli formy sa
nieokreslone, to klasyfikacja jest petna: dla parzystych
moga to by¢ wytacznie

01
n<1 0>@mE8

natomiast nieparzyste maja postaé
He..oe)s(-)o...a(-1)

W przypadku form okre$lonych jest klopot

z klasyfikacja, gdyz ich liczba bardzo szybko roénie
wraz ze wzrostem rzedu. Dla form parzystych sprawa
przedstawia sie nastepujaco: przede wszystkim
sygnatura musi by¢ podzielna przez 8. I tak istnieje
Jjedna forma rzedu 8 — Eg, dwie formy rzedu 16 -

Eg ® Eg oraz Ey6. Dalej, form rzedu 24 jest 24, rzedu
32 jest wiecej niz dziesie¢ milionéw, a form rzedu 40
wiecej niz 1051

Formy przeciecia staly sie gléwnymi niezmiennikami
czterowymiarowych rozmaitosci topologicznych; jedli
dwie rozmaitosci maja rézne (nieréwnowazne) formy
przeciecia, to z pewno$cia nie sa homeomorficzne.
Poréwnujac forme przeciecia na przyktad

z charakterystyka Eulera natychmiast widaé, ze forma
Jest znacznie bardziej subtelnym niezmiennikiem niz
charakterystyka; charakterystyka to jedna liczba, forma
przecigcia natomiast daje cala kwadratowa tablice liczb.

Natychmiast pojawiaja sie dwa podstawowe pytania.
Po pierwsze, czy dla kazej niezdegenerowanej,
unimodularnej, formy symetrycznej istnieje rozmaitos¢,
dla ktérej ta forma jest forma przeciecia? A jesli

Jjuz takie rozmaitosci istnieja, to ile ich jest i, jesli

nie s3 homeomorficzne, jak je rozréznié? Pierwsze
pytanie dotyczy realizacji, tj. czy kazda forma
odpowiedniego typu zwigzana jest z jaka$ rozmaitoécia
czterowymiarowa, drugie natomiast dotyczy
Jjednoznacznosci, a wiec w pewnym sensie sity danego
niezmiennika — kiedy rozréznia on rozmaitodci, a kiedy
staje si¢ bezradny. Przed rokiem 1982 znane byly pewne
czgSciowe rezultaty dotyczace formy przeciecia. Milnor
1 Whitehead pokazali w 1958 roku, ze typ homotopii
rozmaitosci zwartej i jednospéjnej jest zdeterminowany
przez forme przeciecia, a wiec dwie rozmaitoéci z tymi
samymi formami przeciecia sa homotopijnie réwnowazne
— jest to znacznie mniej niz homeomorficznosé.

Na przyklad, walec (powierzchnia boczna) i okrag

sa homotopijnie réwnowazne. Nieco pézniej Wall
udowodnit, ze dwie rozmaitosci jednospdjne i zwarte

z taka sama formg przeciecia sa h-kobordyczne.
Oznacza to, ze sa one brzegiem rozmaitoéci
pigciowymiarowej spelniajacej pewne dodatkowe
warunki (na przyklad jednospéjnoéé). Jest to cos

w rodzaju pigciowymiarowego walca, ktérego brzegami
sa wladnie rozwazane rozmaitosci. Sugerowaloby to, ze
rozmaitosci te powinny byé homeomorficzne. Tak jest
w istocie dla rozmaitosci pigcio- 1 wyzej wymiarowych;
méwi o tym twierdzenie o h-kobordyzmie, przed rokiem



1982 udowodnione jednak tylko dla rozmaitosci co
najmniej pieciowymiarowych.

Oprécz wynikéw dotyczacych jednoznacznosei, byly tez
twierdzenia o realizacji. Najwazniejszym i najczeScie]
przytaczanym jest twierdzenie Rohlina z 1952 roku:

Jesli czterowymiarowa gladka rozmaitosé zwarta ma
parzyste forme przeciecia, to jej sygnatura musi byé
podzielna przez 16.

Wazne 1 naprawde sensacyjne okazaly sie wnioski
z twierdzen Freedmana.

1. Prawdziwa jest czterowymierowa hipoteza Poincarégo
dla rozmaitosci jednospdjnych.

2. Istnicje dokladnie jedna rozmaitosé topologiczna
t niedopuszczajgca struktury rozniczkowej z formg
przeciecia Eg.

3. Istnieje rozmaitosé topologiczna z formq przecigcia
(1), topologicznie identyczna z zespolong plaszczyzng
rzutowq, na ktorej nie da sie okreslié gtadkiej struktury —
taka egzotyczna (albo fatszywa) ptaszczyzna rzutowa.

Przypomnijmy, ze uogdlniona hipoteza Poincarégo
glosi, iz jeéli n-wymiarowa rozmaitoéé¢ jest homotopijnie
réwnowazna ze sferg n-wymiarowa, to jest z ta sfera
homeomorficzna. Hipoteze udalo sie rozstrzygnad
pozytywnie dla rozmaitosci piecio- 1 wyzej
wymiarowych. Dokonal tego S. Smale w 1960 roku.
Otwarty pozostawal przypadek czterowymiarowy

i klasyczny, pochodzacy od Poincarégo, tréjwymiarowy.

Istnienie rozmaito$ci Es wynika 7z twierdzenia

o realizacji oraz rezultatu Rohlina. A istnienie
Jfalszywe]” plaszczyzny rzutowej jest konsekwencja
twierdzenia o jednoznacznosci.

Do tego nalezy dodaé oczywiscie klasyfikacje
rozmaitosci czterowymiarowych jednospéjnych

1 zwartych. Ale to jeszcze nie wszystko, gdyz wspdlnie
z rezultatami Donaldsona otrzymano jeden z chyba
najbardziej sensacyjnych wynikéw XX wieku.

Gdy ukazala sie juz praca Freedmana, to
przygotowywana byla do druku inna rozprawa
matematyka Simona Donaldsona, réwniez w tym
samym czasopi$mie, dotyczaca podobnych
probleméw, w ktorej jednak uzyto zupelnie innych,
zaskakujacych metod. Freedman postuguje sie w swoich
rozumowaniach bardzo sprytnym i blyskotliwym
zastosowaniem technik charakterystycznych dla
topologii niskowymiarowej oraz rozmaitoéci gladkich
(chirurgia). Donaldson, chociaz tez bada rozmaitosci
czterowymiarowe, to uzywa zupelnie nietypowego
zestawu narzedzi rodem z geometrii algebraicznej

i rézniczkowej, teorii réwnari rézniczkowych i... fizyki
teoretycznej, a dokladniej z teorii pdl Yanga-Millsa.

Wiele emocji wzbudzilo twierdzenie nazywane obecnie
twierdzeniem Donaldsona.

48

Twierdzenie Donaldsona

Jesli M jest zwartq, jednospdjng, gtadke rozmaitoscia
czterowymiarowq z dodatnio okreslong formq przeciecia,
to forma ta, po diagonalizacyi nad Z, ma postaé 3

Sens tego twierdzenia jest taki, ze czterowymiarowych
rozmaitoéci gladkich nie ma zbyt wiele; sa one czyms
wyjatkowym w rodzinie wszystkich jednospéjnych
czterowymiarowych rozmaitosci. Z twierdzenia
Donaldsona i twierdzeii charakteryzujacych formy
symetryczne wynika bowiem, ze zadna parzysta
dodatnio okreslona forma nie moze byé forma przeciecia
dla zwartej, jednospdjnej i gladkiej rozmaitodci
czterowymiarowe].

Wyniki Freedmana i Donaldsona prowadza do bardzo
ciekawych wnioskdw.

Freedman udowodnil, Ze istnieje czterowymiarowa
rozmaitod¢ z forma Eg @ Fg. 7 jego rozumowania nie
wynika jednak, czy na tej rozmaitoéci istnieje (lub nie)
struktura rézniczkowa. Twierdzenie Donaldsona
rozstrzyga ten problem: takiej struktury nie ma.
Konsekwencja tego faktu jest istnienie egzotycznej
struktury gladkiej na R* Nie otrzymujemy jednak tej
struktury wprost. Rozumowanie przebiega nastepujaco:
rozmaitoéé typu Es & Eg dostajemy z powierzchni
Kummera K przez odpowiednie wyciecie rozmaitosci
typu S? x S2. Gdyby R* miato jedyna strukture gladka,
to udaloby si¢ caly operacje przeprowadzié¢ w sposéhb
gladki otrzymujac rozmaitoéé rézniczkowa, co jest
niemozliwe. W calej konstrukeji wykorzystywana

Jest struktura rézniczkowa na R*, ale inna, gdyz

W przestrzeni czterowymiarowej z taka struktura
istnieje zbiér zwarty, ktérego nie mozna otoczyé gladko
zanurzong sfera w tymze R*. Taki zbiér musi wyglada¢
bardzo dziwnie, gdyz klasyczne twierdzenie glosi, iz
kazdy zbidr zwarty jest ograniczony, a wiec musi daé
si¢ wsadzi¢ do jakiej$ kuli. W przestrzeni egzotycznej
sfera takiej kuli moze by¢ tylko topologiczna; nie ma
odpowiedniego gladkiego zanurzenia (to znaczy gladkie
zanurzenie sfery istnieje, ale wtedy juz zahacza o zbiér
zwarty).

Ciekawa jest idea dowodu twierdzenia Donaldsona.
Oczywiscie nawet bardzo ogdlne przedstawienie
wszystkich krokéw wymaga wprowadzenia ogromne;
liczby poje¢ z réanych dziedzin. Dlatego wskazemy tylko
najbardziej kluczowe pomysly i zasygnalizujemy pewne
hasta.

Najpierw rozpatruje sie przypadek parzysty. Tu
wystarczy pokazac, ze M jest brzegiem zorientowanej,
zwartej, pieciowymiarowej rozmaitosci X. Z topologii
algebraicznej wiadomo, ze wtedy musi byé

H3(M,Z) = 0. Jak skonstruowaé rozmaitoéé X? W tym
momencie mozna wykorzystaé¢ strukture rézniczkowa
na M.

Rozmaitos¢ M jest gladka, istnieje wiec na niej
struktura riemannowska (uogélnienie iloczynu
skalarnego) oraz wiele innych obiektéw znanych



7 geometrii rézniczkowej (koneksje, tensory, formy Pojawito sie szereg twierdzen charakteryzujacych te

krzywizny itd). Najpierw konstruuje sie przestrzen struktury (choé¢ nikt nie potrafil bezposrednio takiej
rozwigzai pewnych specjalnych réwnan rézniczkowych struktury skonstruowac). Na przyktad, Freedman
zwiazanych ze struktura geometryczna na M. Sa to i Taylor pokazali, ze istnieje struktura w pewnym sensie
wlasnie znane fizykom réwnania Yanga-Millsa, a ich uniwersalna oznaczana R¢, o tej whasnosci, ze kazda
rozwiazania to instantony. Jednym z trudniejszych inna struktura egzotyczna R? zanurza si¢ gladko jako
faktéw jest niepustosdé zbioru takich rozwiazan. Biorac podzbidr otwarty R,

odpowiednie klasy rozwiazail dostaniemy poszukiwang _ )
>dpow = * i t Rezultaty Donaldsona i Freedmana dotyczace

rommnitosc X. przestrzeni czterowymiarowej zaskoczyly matematykdw.

W przypadku ogdlnym przeprowadza sie podobna Przyzwyczajono sie juz co prawda, ze przestrzenie
konstrukeje tylko, ze wtedy daje sie zauwazy¢, iz nisko wymiarowe, a w szczegdlnosci czterowymiarowe
konstruowana przestrzeii ma skonczong liczbe punktow sprawiaja wiekszy klopot niz pozostate. Nikt jednak
_osobliwych. Zeby otrzymaé rozmaitosé, trzeba te nie spodziewal sie az takich nieregularnoéci. Te
osobliwoséci uSU.I’l@(’:. Kazda osobliwosé Wyglqda. jak anomalie czterowymiarowe pI’OWOkUjE"g rozmaite
stozek nad zespolona plaszczyzna rzutowa. Wycinajac spekulacje dotyczace wyrdznionej roli przestrzeni
otoczenia punktéw osobliwych dostaniemy rozmaitosé czterowymiarowej.

X, ktérej brzeg z jednej strony sklada si¢ z A,

a z drugiej z pewnej liczby zespolonych plaszezyzn
rzutowych. Tak wiec M jest kobordyczna z suma
plaszczyzn rzutowych, a stad 1 ze wspomnianego
twierdzenia Walla wynika zadana diagonalizowalnosé
formy przeciecia dla M.

Prace matematykdw z lat osiemdziesiatych nie
rozwiazaly wszystkich problemdw, ktére istniaty

1 ktore sie pojawily w teorii rozmaitosci nisko
wymiarowych. Otwarty pozostal problem klasyfikacji
innych specjalnych typdw rozmaitoéci: udato sie

dla jednospdjnych, jak bedzie dla dwuspdjnych
itd.? Co ze strukturami egzotycznymi na sferze
czterowymiarowej? — wszystkie sfery zostaly
rozpracowane za wyjatkiem tej jednej. Twierdzenie
Donaldsona jest zapewne pierwszym twierdzeniem
tego typu i nalezy oczekiwaé nastepnych, bowiem
charakteryzacja czterowymiarowych rozmaitogci
gtadkich jest daleka od kompletnosci. Wydaje sie,
ze w teorii tych obiektéw czeka nas jeszeze niejedna
niespodzianka.
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