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Genesis

Punktem wyjécia do rozwazai niniejszego artykulu jest nastepujace, niewinnie
wygladajace pytanie:

Czy kazdy wielokgt mozna podzieli¢ na trijkaty o réwnych polach?

W pierwszej chwili chcialoby sie odpowiedzie¢: oczywiscie, ze mozna. Pare
nastepnych chwil i szybko wykreslamy ,,oczywiscie” z naszej odpowiedzi,

a problem zaczyna wydawac si¢ ,nie do ugryzienia”. Kolejne dni (tygodnie,
miesiace,. . .) poglebia jedynie nasza bezradno$é. Jednakze czlowiek jest istota
dociekliwg i w koncu znajduje odpowiedzi na nurtujace go pytania. Tak jest

i w tym przypadku. Odpowiedz, moze troche zaskakujaca, jest negatywna

i zostala odkryta calkiem niedawno.

Wszystko zaczyna sie w roku 1965, kiedy Fred Richman stawia nastepujace
pytanie:

czy prostokgt mozna podzielié na nieparzystq liczbe tréjkatow o réwnych polach?

opublikowane wspdlnie z J. Thomasem w 1967 roku na tamach American
Mathematical Monthly jako problem 5479 (o problemie Richmana pisal
Doktadniej: chodzi o artykut Norma kiedy$ w Delcie Edmund Puczylowski). W 1968 r. John Thomas zamieszcza
2-adyczna w Delcie 6(174)/1988, str. 11.  w Mathematical Magazine artykul, w ktérym dowodzi miedzy innymi, ze
kwadratu o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,1), (1,0) nie mozna podzieli¢ na
tréjkaty o réwnych polach i wierzcholtkach o wymiernych wspétrzednych
z nieparzystymi mianownikami. Rezultat Thomasa jest do$é fragmentaryczny,
ale jego metoda inspiruje Paula Monskiego, ktdry publikuje w 1970 r. na
tamach American Mathematical Monthly dowdd, iz odpowied? na pytanie
Richmana jest negatywna: prostokata nie da sie podzieli¢ na nieparzysta liczbe
tréjkatéw o réwnych polach. Genialny pomyst Monskiego jest, jak dotad,
jedynym narzedziem do badania probleméw powyzszego typu. Poniewaz bedzie
on kluczem do odpowiedzi na nasze pytanie, opiszemy go pokrétce.

Na poczatek wprowadzimy dla dowolnej liczby pierwszej p nastepujaca funkcje
vp, ktéra mierzy ,podzielnodé” liczb wymiernych przez p. Mianowicie, jedli

q # 0 jest liczbg wymierna, to mozna ja jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

q = xp™$, gdzie m jest liczba calkowita, a liczby naturalne a i b sa wzglednie
pierwsze i niepodzielne przez p. Przyjmujemy v,(¢) = p~™. Ponadto umawiamy
sig, ze vp(0) = 0. Wprost z okrelenia wynika, Ze im mniejsze jest v,(q) tym
wieksza potega p ,dzieli” ¢. Nastepujace wlasnoéci funkeji v, sq latwe do
uzasadnienia, co pozostawiamy Czytelnikowi jako jedno z wielu znajdujacych
sie w niniejszym artykule zadan :

a) vp(q) > 0 oraz vp(g) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 0;
b) vp(ab) = vp(a)rp(b);

c) vp(—q) = vp(q);

d) vp(a+ b) < min(vp(a),v,(b));

e) jesli vp(a) < vp(b) to vp(a =+ b) = vy(h).

Poniewaz wlasnosci te bedziemy ponizej wykorzystywaé wielokrotnie, wazne

jest by Czytelnik oswoil si¢ z nimi doé¢ dobrze (warto zaznaczy¢, ze wlasnosci

c) i e) wynikaja z pozostatych). Funkcja v, nazywana jest zwykle norma
p-adyczng liczb wymiernych, przez analogie do standartowej normy, tzn. zwyklej
wartosci bezwzglednej (odnotujmy, ze whasnosé d) implikuje nieréwnoéé tréjkata:
vp(a +b) < 1p(a) + vy (b)):
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Uzywajac wprowadzonych norm zajmiemy sie teraz analiza wzoru na pole
tréjkata jako funkcji wspolrzednych jego wierzcholkéw. Przypommnijmy éw wzdr,
znany zapewne wiekszosci Czytelnikéw z lekcji geometrii analitycznej:

Jesli wierzchotek A; trojkata A;As As ma wspolrzedne (x4, y;), to pole S tego
trojkata wyraza sig wzorem:

= %‘(-’EI —z2)(y1 — y3) — (z1 — z3) (11 — y2)|-

Interesowaé nas bedzie podzielno$é S przez dana liczbe pierwsza p. Zalézmy
przeto, ze wspohrzedne wierzchotkéw sa liczbami wymiernymi. Zatézmy ponadto,
ze:

1° vp(z1) < Liwp(yr) < 1
2° vp(z2) > vp(y2) 1 vp(2z2) 2 1
3° vp(®3) < vp(ys) i vp(ya) > 1.

Zauwazmy, ze kazdy punkt plaszczyzny o wspdlrzednych wymiernych spelnia
doktadnie jeden z tych warunkéw! Z poczynionych zalozen wyciagamy
nastepujace wnioski:

— vy — x2) = vp(x2) i vp(¥1 — ¥3) = ¥p(y3) na mocy wlasnoéci c) i e) normy;
— vp(z1 — 23) < max(vp(21), vp(x3)) < vp(ys) wobec 1°, 3° i wlasnoéci ¢), d);
— vp(y1 — y2) < max(vp(y1), ¥p(y2)) < vp(@2) wobec 1°, 2° i whasnoici c), d).

Stad bez trudu otrzymujemy, ze
vp((x1 — 22)(y1 — ¥3)) = vp(@1 — 22)vp(y1 — ¥3) = vp(22)¥p(y3) >
> vp(y1 — y2)vp(21 — 23) = vp((31 — y2) (21 — 23)).
Wiasnoéé e) i wzér na pole trojkata daja nam zatem

(5) = (3) mlal(a1 = 2201 = 1) = (21— 20)n ~ ) =

1 ) «
=V (§> vp(z1 — z2)vp(y1 — y3) = Vp (%) p(22)vp(ys)-

Otrzymana réwnos¢ jest dla nas na tyle wazina, ze zawrzemy ja w nastepujacym
lemacie:

Lemat: Jesh wierzchotki trojkgta spetniaja warunki 1°, 2°, 3° to zachodzi
nastepujgcy wzor:

() =13 (3) vlee ).

No ale co to wszystko ma wspdlnego z postawionym na wstepie pytaniem? Otz
zalézmy, ze kwadrat o wierzchotkach (0,0), (0, 1), (1, 1), (1,0), ktéry w dalszym
ciagu nazywaé bedziemy kwadratem jednostkowym, podzielono na 2k + 1
tréjkatéw o réwnych polach i wierzchotkach majacych wymierne wspétrzedne.
Pole kazdego z tych tréjkatéw jest zatem réwne 1/(2k + 1). Gdyby wierzcholki
ktéregoé z trojkatéw podziatu spetnialy warunki 1°-3° dla p = 2 wéwezas wobec

lematu mieliby$my
1 1
(1) =2 (5) rteaaton)

Poniewaz vo(1/(2k + 1)) = 1, v2(1/2) = 2, va(®2) > 11 va(y3) > 1 przeto
otrzymaliby$my 1 > 2, co jest jawna nieprawdg. Zatem w naszym podziale nie
moze by¢ tréjkatéw wierzchotki ktérych maja wlasnoéci 1°-3°.

Pozwdlmy teraz troche poszale¢ naszej wyobrazni. Gdyby udato nam sie jakims
cudem pokazaé, ze — bez wzgledu na to jak podzielimy kwadrat jednostkowy
na tréjkaty o réwnych polach i wierzcholkach majacych wymierne wspétrzedne
— ktorys z tych trojkatéw musi spetniaé warunki 1°-3°, wéwcezas oczywista
sprzecznoéé pozwolitaby nam stwierdzié, iz odpowiedz na pytanie Richmana
jest negatywna (dla podziatéw na tréjkaty z wierzcholtkami o wymiernych
wspohrzednych). Gdyby ponadto zycie bylo na tyle taskawe, iz funkcja vo
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dawalaby sie rozszerzy¢ na wszystkie liczby rzeczywiste z zachowaniem
wlasnoéci a)-e), wéwezas w naszych rozwazaniach moglibyémy pominaé
zalozenie o wymiernoéci wspolrzednych rozwazanych punktéw (pozostawiamy
Czytelnikowi przyjemnoéé sprawdzenia, ze majac funkcje v, okredlona dla
wszystkich liczb rzeczywistych 1 majaca wlasnosci a)—e) powyzsze rozwazania,
a w szczegdlnodcei lemat, przenosza sie bez zmian na dowolne tréjkaty)

i otrzymaliby$my odpowiedZ negatywna w ogdlnym przypadku (pod warunkiem.

ze wciaz potrafiliby$my uzasadni¢, ze w dowolnym podziale jest tréjkat
majacy wlasnoéei 1°-3°). Okazuje sie, ze poczynione hipotezy w rzeczywistosci
zachodza, a ich uzasadnienie znane bylto na dtugo przed pojawieniem sie
problemu Richmana. Zastuga Monskiego (i Thomasa) jest skojarzenie tych
faktéw z rozwazanym problemem.

Milego ciala nigdy dosé

Zajmijmy sie na poczatek zagadnieniem rozszerzania norm. Qtéz prawda jest,
ze dla kazdej liczby pierwszej p norme p-adyczna mozna rozszerzy¢ do funkeji
okreslonej na wszystkich liczbach rzeczywistych i majacej wlasnosci a)—e)

(1 to na nieskonczenie wiele sposobdéw!). Fakt ten nie jest bardzo trudnym

czy glebokim twierdzeniem (znany byt juz w latach dwudziestych), ale by je
udowodni¢ (w ,skoficzonym czasie”) potrzebny jest jezyk teorii cial. Poniewasz
teoria cial nie nalezy do kanonu matematyki elementarnej i nie mozemy
zakladaé ze Czytelnik jest z nia obeznany, nie podamy tu pelnego dowodu
(przytoczenie potrzebnych nam pojeé i faktéw zajeloby zbyt wiele miejsca).
Jednakze by Czytelnik nie czul si¢ oszukany postaramy sie naszkicowaé droge
prowadzaca do dowodu, odsytajac bardziej dociekliwych do ksiazki J. Browkina
Teoria cial. Samo pojecie ciata bedzie nam niezbedne. By nie wdawaé sie

w zbytnia abstrakcje, cialem nazywaé bedziemy dowolny podzbidr R liczb
rzeczywistych zawierajacy 11 taki, ze dla dowolnych dwéch liczb ¢ i bz K
liczby a £ b, ab i w przypadku & # 0 réwniez a/b naleza do K. Przykladami
cial sa zbidr liczb wymiernych i zbidr wszystkich liczb rzeczywistych. Ale
pomiedzy tymi skrajnymi przypadkami (Czytelnik bez trudu uzasadni. ze kazde
cialo zawiera zbidr liczb wymiernych) jest muéstwo poérednich. Na przyklad
zbidr liczb postaci a + bv/2, gdzie a i b sg liczbami wymiernymi jest ciatem.
Pozostawiamy Czytelnikowi znalezienie innych przykladéw ciat. Dla dowolnego
ciata K i liczby rzeczywiste] o ma miejsce jeden z nastepujacych przypadkéw:

1) W ciele K istnieja liczby ko, k1, ..., ky_; takie, ze o™ + k0™t 4 .. &

+ k1o + ko = 0. Méwimy wéwezas, ze o jest elementem algebraicznym nad
cialem K. Na przyktad /2 jest algebraiczny nad ciatem liczb wymiernych, gdyz
(\/5)2 —2 = 0. Okazuje si¢, ze w tym przypadku zbiér wszystkich liczb postaci
lo+ha+ -+ 1,_1a""1 gdzie liczby /; naleza do ciala K, jest rowniez ciatem,
ktére oznacza sie przez K(a). Jest to najmniejsze cialo zawierajace K 1 ov.

11) Przypadek i) nie zachodzi, tzn. jesli ko + k1o + - - - + kpa” = 0 dla pewnych
ko, k1,...,kn wciele K to ko =ky =--- =k, = 0 (dlaczego?). Méwimy, ze o
jest elementem przestepnym nad cialem K. Na prayklad liczba 7 jest elementem
przestepnym nad cialem liczb wymiernych, lecz dowdd tego faktu nie jest zbyt
ko + koo + -+ kpa™
b+ ot +1,am
dla pewnych k;, I; z ciala K takich, ze nie wszystkie I; sa 0 (zauwazmy, ze
mianownik jest # 0) jest cialem, ktére oznacza sie podobnie jak poprzednio
przez K(a) i tak jak w 4) jest to najmniejsze ciato zawierajace K i a.

tatwy. W tym przypadku zbidr wszystkich liczb postaci

Funkcje v okredlona na ciele K i posiadajaca wlasnosci a)-e) bedziemy
nazywall normg p-adyczng ciata K, jedli jej ograniczenie do liczb wymiernych
pokrywa si¢ z funkcja v,. Okazuje sie, ze jeli na ciele K okreélona jest norma
p-adyczna v, to dla dowolnej liczby rzeczywistej o norme te mozna rozszerzyé
do normy ciata K(a). W przypadku #z) jest to doé tatwe: dla dowolnej liczby
rzeczywiste) dodatniej ¢ norme v mozna przedtuzyé na ciate K(«) kiadac
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v(a) = ¢ i definiujac

ko+ kia+ -+ kya” _A
<lo+11a+-~-+lma'"> " B

gdzie A jest najwiecksza z liczb v(ko), v(k1)c, ..., v(kn)c”, a B jest najwicksza
z liczb v(lo),v(l)e, . .., v(Im)c™. Dowdd, ze powyzsza definicja jest poprawna
(tzn. nie zalezy od przedstawienia danej liczby ciata K(a) w postaci
ko + -+ kna®
lo £t It - . .
p-adyczng pozostawiamy Czytelnikowi jako wyzwanie. Podkreslamy tu wyrainie
fakt, ktéry bedzie mial dla nas pierwszorzedne znaczenie: jesli a jest elemeniem
przestepnym nad ciatem K, to norm¢ v mozna przedtuiyc do normy ciala K(«)
tak, by jej wartosé na elemencie o byla z gory zadang liczba rzeczywiste dodatniq.

) oraz ze tak okreSlona funkcja jest rzeczywiscie norma

W przypadku 3) sprawa jest nieco bardziej subtelna. Wciaz jednak mozna
znalez¢ rozszerzenie, choé tylko na skoriczenie wiele sposobéw. Jako ambitne
zadanie proponujemy Czytelnikowi okreslenie normy 2-adycznej na ciele Q)( V2)
(jest tylko jedna taka normal).

Korzystajac z powyzszych obserwacji doé¢ latwo mozna pokazaé, ze norme
p-adyczna mozna okresli¢ na wszystkich liczbach rzeczywistych, cho¢ tu

réwniez kryje sie pewna trudno$é. Otéz jesli mamy ciag liczb rzeczywistych

a1, s, ..., to rozpatrujac ciala K1 = Q(a1), K3 = Ki(as), itd. bez trudu
mozemy sukcesywnie rozszerza¢ norme p-adyczna. Jednakze w ten sposéb nigdy
nie osiagniemy ciala wszystkich liczb rzeczywistych, ktérych po prostu jest

zbyt wiele. By wybrnaé z sytuacji potrzebny jest tak zwany pewnik wyboru

(a dokladniej réwnowazny mu lemat Kuratowskiego-Zorna), ktdry pozwala
znalezé maksymalne cialo K, na ktérym norme p-adyczna mozna okreslic.
Wiedzac o istnieniu takiego ciala nietrudno uzasadni¢, ze musi ono pokrywaé
sie z cialem wszystkich liczb rzeczywistych (w przeciwnym razie mogliby$my
rozszerzyé norme z K na pewne wieksze cialo, wbrew maksymalnosci ciata

K). Ten techniczny problem nie jest jednakze dla nas zbyt istotny: w naszych
rozwazaniach norma p-adyczna potrzebna bedzie jedynie na jakimé ciele
zawierajacym wspolrzedne skonczenie wielu interesujacych nas punktéw, a takie
cialo mozna otrzyma¢ z liczb wymiernych w opisany powyzej sposéb.

Mozemy obecnie przystapi¢ do obiecanego w tytule malowania plaszczyzny.
Niech wiec dane bedzie pewne cialo K i norma p-adyczna v na nim okreslona.
Nietrudno jest zobaczyé, ze kazdy punkt plaszczyzny P = (z,y) o wspolrzednych
z ciala K spelnia dokladnie jeden z warunkéw 1°-3°. Punkt P pomalujemy

na bialo jeéli spetnia warunek 1° (tzn. jesli »(2) < 11 v(y) < 1), na niebiesko
gdy spelniony jest warunek 2° i na czerwono w przypadku warunku 3° (jesli
kto$ nie lubi ciala K, moze pomalowaé od razu cala plaszczyzne korzystajac

z rozszerzenia waluacji v na wszystkie liczby rzeczywiste). Tak otrzymane
pokolorowanie punktéw o wspétrzednych z ciala K bedziemy nazywali
v-pokolorowaniem. Warunek, ze tréjkat ma wlasnoéei 1°-3° mozemy obecnie
sformutowaé nastepujaco: tréjkat ma wierzchotki wszystkich trzech koloréw.
Takie tréjkaty nazywaé bedziemy irdjkolorowymi. Poniewaz rozwazania
pierwszego paragrafu prowadzace do lematu korzystaly jedynie z formalnych
wlasnosci a)-e) normy (a nie z konkretnej postaci rozwazanych tam norm) wiec
po zamianie stéw ,punkty o wspétrzednych wymiernych” na stowa , punkty

o wspélrzednych z ciala K” te same rozwazania dowodza, ze nasz lemat
pozostaje w mocy, tzn. ze pole S tréjkata tréjkolorowego w v-pokolorowaniu
spetnia v(S) = v(1/2)v(zn)v(y.), gdzie z, jest odcieta wierzchotka niebieskiego,
a y. rzedna wierzcholka czerwonego. W dalszych rozwazaniach wykorzystywaé
bedziemy nastepujacy wniosek, ktory nazwiemy nierdwnoscig fundamentalng:

Nieré6wnoéé Fundamentalna: Jesli wielokgt o polu S podzielono na
m tréjkgtow o rownych polach 1 pewien z tych trojkgtow jest trajkolorowy
w v-pokolorowaniu, to v(m) < v(2)v(S).

Dla dowodu zauwazmy, ze kazdy tréjkat podziatu ma pole S/m, wiec
wobec powyzszej réwnosei i nieréwnodci v(z,) > 1 < v(y.) otrzymujemy
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nieréwnosé v(S/m) > v(1/2) réwnowazna nieréwnosci fundamentalnej. Sita
tej ostatniej opiera sie na nastepujacej uwadze: jesli v jest norma p-adyczna
to v(m) = vp(m) = p~", gdzie p™ jest najwicksza potega liczby p dzielaca m;
w szezegdlnosci, jesli v(2)v(S) < 1, to n > 1, tzn. m dazieli sie przez p !

Zauwazmy na koniec, e nasze pokolorowanie ma nastepujaca, bardzo wazna
wlasno$é: na zadnej prostej nie leza punkty wszystkich trzech koloréw. W samej
rzeczy, gdyby na pewnej prostej lezal punkt biaty, niebieski i czerwony, wowczas
wyznaczony przez nie ,zdegenerowany” tréjkat tréjkolorowy mialby pole S = 0.
Z drugiej strony wobec lematu mielibysmy 0 = v(S) = v(1/2)v(2,)v(y.) #0
gdzie z, jest odcigta punktu niebieskiego, a y. rzedna punktu CZETWONego.
Otrzymana sprzecznoé¢ dowodzi prawdziwosci naszego stwierdzenia.

Przygotowanie artyleryjskie

Pora na oméwienie metody, ktéra pozwoli nam uzasadnié miedzy innymi,

iz dowolny podzial kwadratu jednostkowego na skoriczenie wiele tréjkatow
zawiera tréjkat tréjkolorowy (w v-pokolorowaniu) i tym samym zakonczy
rozwigzanie problemu Richmana. Okazuje sie, 7e potrzebny nam fakt znany byl
na dlugo przed rokiem 1970 pod nazwa lematu Spernera. Lemat ten ma wiele
wersji, a jego pierwotne zastosowanie dotyczylo dowodu twierdzenia Brouwera
o punkcie staltym. Ponizej sformutujemy bardzo ogélna wersje lematu Spernera,
ktéra bedzie podstawowym narzedziem w naszych dalszych rozwazaniach.

By sformulowaé éw lemat rozwazmy wielokat A; 4, ... A, (numeracja
wierzcholtkéw przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara). Zaléimy, ze nasz wielokat
podzielony zostal na trdjkaty i kazdy wierzcholek tych tréjkatéw pomalowano
Jednym z trzech koloréw: biatym, niebieskim lub czerwonym. Dia wygody
wierzchotki trdjkatéw podziatu bedziemy dalej nazywali wierzchotkami podziale
(odnotujmy, ze wierzcholki wielokata sa wéréd nich), a boki tréjkatéw podzialu
— krawedziami podziatu. O naszym pokolorowaniu bedziemy zakladali, ze
spetnia nastepujace, niezwykle istotne zalozenie: na zadnym z bokdw wielokgta

i na zadnej krawedzi podziatu nie lezq wierzchotki podziatu wszystkich irzech
koloréw (w szczegélnodci v-pokolorowania majg ta wlasnosé). Rozwazmy

teraz tréjkaty podzialu majace wierzcholki wszystkich trzech koloréw.
Bedziemy je dalej nazywali trdjkolorowyms. Jedli przy obchodzie brzegu tréjkata
tréjkolorowego przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara wierzcholek czerwony
nastepuje bezposrednio po biatym, to tréjkat ten bedziemy nazywali bialym,

w przeciwnym razie — czerwonym. Niech t;, t, oznacza odpowiednio liczhe
trojkatéw biatych i czerwonych. Zajmijmy sie teraz bokami wielokata majacymi
Jeden wierzcholek biaty i jeden czerwony. Obchodzac brzeg wielokata przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara mozemy taki bok przej$é ,,od wierzchotka bialego
do czerwonego” badz przeciwnie — od czerwonego do bialego. W pierwszym
przypadku bok wielokata bedziemy nazywali biatym, a w drugim - czerwonym.
Niech by oznacza liczbe bokéw biatych, a b, liczbe bokéw czerwonych. Lemat
Spernera zawiera si¢ w nastepujacej, magicznej réwnosci:

Lemat Spernera: ¢, —t, = b, — b,.

W szczegdlnosci, jesli by — b, # 0, to musi istnieé co najmniej jeden tréjkat
tréjkolorowy (dlaczego?)! W tym wlaénie wniosku zawiera sig cata sila lematu
Spernera.

Dowdd bedzie przebiegal w kilku krokach. Na poczatek sprowadzimy

nasz problem do rozwazania pewnych szczegdlnych podzialéw zwanych
triangulacjami. Triangulacja to podziat w ktérym czedcig wspdlng dowolnych
dwoch tréjkatéw jest wspdlna krawed, wspélny wierzcholek badz po prostu
zbiér pusty. Innymi stowy, zadna krawed? podziatu nie zawiera wierzcholkdw
podzialu w swoim wnetrzu (pozostawiamy Czytelnikowi uzasadnienie
réwnowaznosci tych dwu okreslen).

Przypusémy, ze pewna krawed? podziatu, powiedzmy krawedZ AB tréjkata
ABC, zawiera w swym wnetrzu wierzcholki podziatu. Niech P bedzie dowolnym
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punktem wewnatrz tréjkata ABC. Pomalujmy go tym samym kolorem co
wierzcholek A i polaczmy go odcinkami z punktami A, B, C i wszystkimi
wierzchotkami podzialu we wnetrzu krawedzi AB. Otrzymamy wéwczas nowy
podzial naszego wielokata majacy te same wartosci 45, ¢,, by, b, co wyjéciowy
(zaden z nowo powstalych tréjkatéw nie jest tréjkolorowy — tu wykorzystujerny
fakt, ze na AB nie ma wierzchotkéw wszystkich 3 koloréw). Ponadto liczba
yztych” krawedzi, tzn. krawedzi zawierajacych w swoim wnetrzu wierzchotki
podziatlu zmniejszyta sie o 1 (bo zlikwidowaliémy zta krawedz AB, a Czytelnik
bez trudu uzasadni, Ze zadna nowa zla krawedz sie nie pojawila). Zatem po
skoriczonej liczbie opisanych powyzej operacji otrzymamy podzial bedacy
triangulacja.

Przyjrzymy si¢ obecnie nieco dokltadniej liczbie by — b.. W tym celu rozpatrzmy
krawedzie naszego podzialu majace jeden koniec bialy, a drugi czerwony

i zawarte w brzegu wielokata. Obchodzac brzeg wielokata przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara mozemy taka krawedz przejéé od wierzchotka bialege do
czerwonego lub odwrotnie. Jak poprzednio, w pierwszym wypadku krawed?
zwana bedzie bialg, a w drugim - czerwong (wyrézniliSmy zatem biale

i czerwone trdjkaty, krawedzie i boki!). Kazda taka krawedz jest oczywicic
zawarta w pewnym boku wielokata, a z uwagi na poczynione zalozenia moze to
by¢ jedynie bok majacy oba kotice biale, oba korice czerwone bad# jeden bialy
i jeden czerwony (gdyz zaden bok wielokata nie zawiera wierzcholkéw podziatu
wszystkich trzech koloréw). Latwo jest uzasadnié, ze liczba krawedzi bialych

1 czerwonych zawartych w boku o obu wierzchotkach bialych (czerwonych) jest
taka sama (na przyklad przez indukcje ze wzgledu na liczbe krawedzi zawartych
w danym boku). Podobnie bok o konicach biatym i czerwonym, jesli jest biaty,
to zawiera o jedng krawedz biala wigcej niz czerwona, a jeéli jest czerwony

— 0 Jedng krawedZ czerwona wigcej niz biala. Jesli Czytelniku nie zagubiles

si¢ jeszcze w odcieniach bieli i czerwieni, pora na konklugzje: jedli przez k. k.
oznaczymy liczbe krawedzi biatych i czerwonych odpowiednio to b, — b, =

=ky — k..

Mozemy teraz przystapi¢ do ostatniej fazy dowodu. Przypomnijmy, ze nasz
podzial jest triangulacja i pragniemy pokazaé, iz t, —t, = kp — k.. By to osiagnad
wprowadzimy nastepujaca terminologie: tréjkaty triangulacji nazywaé bedziemy
komnatami, a krawedzie majace jeden wierzcholek bialy i jeden czerwony —
wrotami. W szczegélnosci rozwazane powyzej krawedzie biale i czerwone sa
wrotami zawartymi w brzegu wielokata. Majac komnaty bedziemy, rzecz jasna,
po nich spacerowaé przechodzac przez laczace je wrota (tu potrzebny jest nam
fakt, 12 rozpatrywany podzial jest triangulacja; w przeciwnym razie pojecie wrét
nie mialoby za bardzo sensu). Uméwmy si¢ przy tym, ze nigdy nie bedziemy
przechodzili wrét ,tam i 2 powrotem”. Jedli zaczniemy spacer w komnacie
Jjednokolorowej, to po pewnym czasie albo znajdziemy sie w innej komnacie
jednokolorowej (z ktérej nie ma juz wyjécia), albo wyjdziemy na zewnatrz
wielokata przez wrota zawarte w brzegu. Trzeci mozliwy rodzaj spaceru zaczyna
si¢ od wejscia przez wrota zawarte w brzegu i koticzy si¢ opuszczeniem naszego
»palacu” réwniez przez wrota zawarte w brzegu (komnaty majace dwa wrota

sa przejSciowe 1 w nich zaden spacer nie zaczyna sie i nie kodczy; komnaty

nie majace wrét w ogdle sa ,Slepe” i nas nie interesuja). Czytelnik bez trudu
uzasadni, ze otrzymane w ten sposéb spacery nigdy nie przecinaja sie (tzn.

nie maja wspélnych komnat), a takze, iz kazda komnata trojkolorowa i kazde
wrota zawarte w brzegu sa koficem badz poczatkiem dokladnie jednego spaceru.
Ponadto:

— jesli nasz spacer zaczyna si¢ i koficzy w komnatach tréjkolorowych, to
komnaty te sa réznych rodzajéw, tzn. jedna jest biala, a jedna czerwona.
Niech s; oznacza liczbe takich spacerdéw.

— Jesli nasz spacer zaczyna si¢ w komnacie tréjkolorowej, a koniczy wyjéciem
przez wrota zawarte w brzegu (badz odwrotnie), to komnata ta i wrota sa
jednoczesnie oba czerwone lub oba biale. Oznacamy przez s; (s.) liczbe
takich spaceréw z komnata bialg (czerwona).
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— jesli nasz spacer zaczyna sie 1 koniczy przejéciem przez wrota zawarte
w brzegu, to wrota te sa réznych rodzajéw, tzn. jedne sa biale, a drugie
czerwone. Niech sg oznacza liczbe takich spaceréw.

Wobec powyzszego liczba komnat bialych réwna jest sumie liczby spaceréw
pierwszego rodzaju i liczby spaceréw drugiego rodzaju z biata komnata,
tzn. ty = 51 + sp. Podobnie ¢, = sy + s¢, ky = s3 + s 1 k. = s3 + s.. Zatem
ty —t. = sy — sc = ky — k., co konczy dowdd.

Jako ilustracje mozliwosci udowodnionego lematu pokazemy teraz, ze jesli
kwadrat jednostkowy podzielony jest na tréjkaty, ktérych wierzchotki sa
pomalowane za pomoca v-pokolorowania, to pewien tréjkat jest tréjkolorowy.

W samej rzeczy, poniewaz wierzcholek (0, 0) jest bialty, wierzcholki (1,0) i (1,1)
sa niebieskie a wierzcholek (0, 1) jest czerwony (v(1) = 1 dla kazdej normy), wiec
b, = 11by =0, w szczegdlnodci by — b, # 0, a zatem wobec lematu Spernera
pewien tréjkat podziatlu jest tréjkolorowy. Tym samym dowdd twierdzenia
Monskiego zostal zakoinczony.

Decydujace starcie

Nadszed! czas by uzy¢ mozolnie skonstruowane metody i rozprawié sie

z dreczacym nas problemem. Rozpatrzmy wiec dowolny wielokat W. Przez
spektrum tego wielokata rozumie¢ bedziemy zbidr S(W) wszystkich liczb
naturalnych &, takich ze W mozna podzielié na k tréjkatéw o réwnych polach.
Nasz problem sprowadza si¢ zatem do nastepujacego pytania: czy zawsze

S(W) # 07 Przed przystapieniem do odpowiedzi poczynimy kilka prostych
obserwacji o spektrum. Otéz jesli m € S(W), to dla kazdej liczby naturalnej &
réwniez km € S(W). Wynika to z banalnej uwagi, ze kazdy tréjkat 7" mozna
podzieli¢ na k tréjkatéw o réwnych polach, tj. S(T') = N. Ponadto jesli dwa
wielokaty sa afinicznie réwnowazne, to maja takie same spektra. W szczegdlnosci
spektrum dowolnego réwnolegtoboku sktada si¢ z liczb parzystych, gdys

jest on afinicznie réwnowaziny kwadratowi jednostkowemu (nietrudno jest
podzieli¢ kwadrat na dowolng parzysta liczbe tréjkatéw o réwnych polach, a na
nieparzysta, jak juz wiemy, tego zrobi¢ si¢ nie da).

Zanim autor niniejszego artukutu poznal odpowiedz na postawione na wstepie
pytanie prébowal (nieskutecznie) sam znalezé odpowiedz. Punktem wyjscia
byla obserwacja, ze podzial wielokata o polu 1 na tréjkaty o réwnych polach
rownowazny jest podzialowi na tréjkaty o polach wymiernych. Poniewas

kazdy wielokat o wymiernym polu bez trudu mozna podzielié¢ na czworokaty

o polach wymiernych, wigc nasze zadanie mozna sprowadzié¢ do nastepujacego
problemu: czy kazdy czworoket o wymiernym polu mozna podzieli¢ na trijkaty

o polach wymiernych? Zatézmy, ze potrafimy pokolorowaé plaszczyzne trzema
kolorami tak, by dowolne trzy punkty réznych koloréw byly wierzcholkami
(tréjkolorowego) tréjkata o niewymiernym polu. Zaktadamy przy tym, ze kazdy
kolor zostal uzyty co najmniej raz. W szczegdlnosci na zadnej prostej nie leza
wierzchotki wszystkich trzech koloréw. Jedli teraz wezmiemy dowolny tréjkat
tréjkolorowy ABC, to Czytelnik bez trudu uzasadni, ze istnieje punkt D taki,
ze czworokat ABDC jest wypukly i ma pole wymierne, a punkty A, D sa
pomalowane réznymi kolorami. Jesli podzielimy ten czworokat na tréjkaty, to
na mocy lematu Spernera musi wéréd nich istnieé¢ tréjkat tréjkolorowy, a wiec
majacy pole niewymierne. Wobec tego odpowiedZ na nasze pytanie bylaby
negatywna. Niestety autorowi nie udalo si¢ udowodnié, ze plaszczyzne mozna
pokolorowac w zadany sposéb i do dzi§ nie wie, czy jest to mozliwe. Moze komus
z Czytelnikéw uda sie rozstrzygnaé ten problem.

Pierwszymi, ktérzy pokazali, ze istnieja czworokaty, ktérych nie da sie podzielié
na tréjkaty o réwnych polach, byli A. W. Hales 1 E. G. Straus. Ich dowéd

byt niekonstruktywny i polegal na obserwacji, ze czworokatéw o tej wtasnosci
jest w rzeczywistosci ,bardzo duzo”. By by¢é nieco bardziej precyzyjnym,
bedziemy rozpatrywali czworokaty C(z,y) o wierzcholkach (0,0), (1,0), (z,v)
i(0,1), gdzie z, y sa liczbami dodatnimii z +y > 1 (kazdy czworokat jest
afinicznie réwnowazny ktéremus z takich). Otéz Hales i Straus pokazali, ze
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zbidr tych punktéw (z,y), dla ktérych czworokat C(z,y) da sie podzieli¢ na
tréjkaty o réwnych polach jest tzw. zbiorem pierwszej kategorii, w szczegodlnosci
jego dopelnienie jest zbiorem gestym! Pare lat pdzniej, w roku 1990, E.A.
Kasimatis i S.K. Stein podali dowéd konstruktywny. Gdy sie wlada opisana

w poprzednich paragrafach technika, nie jest to zbyt trudne. Okazuje sie, ze jedli
a jest elementem przestepnym nad ciatem liczb wymiernych to trapezu C(1,a)
nie da si¢ podzieli¢ na tréjkaty o réwnych polach, tzn. S(C(1,a)) = 0. W samej
rzeczy, zalézmy iz czworokat nasz zostal podzielony na m tréjkatéw o réwnych
polach. Pole tego czworokata jest réwne (1 + a)/2. Liczba 1 + a jest réwniez
przestepna nad cialem liczb wymiernych (dowdd tego stwierdzenia pozostawiamy
Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie z teorii cial). Zatem dla dowolnej liczby
pierwszej p na ciele Q(1 + a) mozna okresli¢ waluacje p-adyczna v tak, ze
v(1+a) = p~!. Ponadto waluacje te mozna przedtuzyé do waluacji p-adycznej
na pewnym ciele K zawierajacym wspdlrzedne wszystkich wierzcholkdw
podziatu (na przyklad na wszystkie liczby rzeczywiste). Rozpatrzmy teraz
v-pokolorowanie punktéw o wspéhrzednych z K. Punkt (0,0) jest hialy, punkt
(0,1) czerwony, a punkt (1, 0) niebieski. Ponadto punkt (1, a) na pewno nie jest
bialy (v(1) = 1), wigc b, — b, = —1 i na mocy lematu Spernera pewien trdjkat
podziatu jest tréjkolorowy. Wobec tego na mocy nieréwnosci fundamentalnej
mamy v(m) < v(2)v((1+a)/2) < p~!, a wiec w szczegdlnoéei m jest podzielne
przez p. Poniewaz p bylo dowolne, pokazaliémy, ze m jest podzielne przez
wszystkie liczby pierwsze, co jest niemozliwe. Tym samym zakonczylismy dluga
droge prowadzaca do odpowiedzi na nasze niewinne pytanie. By uczynié ja
catkowicie konstruktywna pozostaje zauwazy¢, ze za a mozemy wziaé liczbe 7,
liczbe¢ e lub dowolna inna liczbe, o ktérej wiemy, ze jest przestepna (a jest 1ch
nieprzeliczalnie wiele).

Krajobraz po bitwie

Oczywidcie zupeie naturalng wydaje si¢ préba opisu spektrum réznych
wielokatéw. Pierwsze kroki w tym kierunku zostaly juz poczynione. Kasimatis
i Stein nieco doktadniej przygladali sie spektrum czworokatéw. Wiemy juz,

ze spektrum dowolnego réwnolegloboku sktada sie z liczb parzystych, oraz

ze istnieja trapezy o pustym spektrum. Uzywajac opisanej powyzej techniki
udowodnili oni nastepujace rezultaty:

— jesli 0 < a =r/s jest liczba wymierna i r, s sa wzglednie pierwsze, to
spektrum trapezu C(1, a) sklada sie z wielokrotnodci liczby r + s:

— Jesli ktdras z liczb a 4 b, a/b jest liczba wymierna, to spektrum czworokata
C(a, b) jest niepuste;

— Jesli n jest liczba naturalna nie bedaca kwadratem i m e S(C(1,n)), to m
jest podzielne przez (n —1)/2, a w przypadku gdy n Jjest parzyste badz daje
reszte 1 przy dzieleniu przez 8, to nawet przez n — 1

— Jjesli 1/2 < a =r/2s gdzie r i 2s s3 wzglednie pierwszymi liczbami
naturalnymi, to spektrum czworokata C/(a, a) zawiera liczbe 2 i liczby postaci -
7+ 2ks, k-liczba caltkowita nieujemna; w szczegdlnosci spektrum czworokata
C(3/2,3/2) sktada sie ze wszystkich liczb naturalnych wiekszych od 1;

— Jjesdli v(a) < 2 dla pewnej normy 2-adycznej v ciata Q(a), to spektrum
czworokata C(a, a) sktada sie z liczb parzystych;

— Jesli a, b sa liczbami naturalnymi, to spektrum czworokata C(a, b) sktada sie
z wielokrotnosci liczby (a + b)/(a, b);

— Jesli a, b, ¢, d sa liczbami naturalnymi oraz (a, b) = (¢,d) = (a,c) = (b,d) =
= 1, to spektrum czworokata C(a/b, ¢/d) sktada sie z wielokrotnogci liczby
ad + be;

— jeéli b jest elementem przestepnym nad ciatem Q(a), to spektrum czworokata
C(a,b) jest puste.
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Wszystkie powyzsze fakty daja sie doé¢ tatwo uzyskac za pomoca opisanych
w niniejszym artykule metod i zainteresowany Czytelnik moze potraktowadé je
jako zestaw zadan pomagajacy opanowac uzywana tu technike.

Kasimatis i Stein podali réwniez nieskoiiczenie wiele liczb niewymiernych

postaci t = a + Vb, gdzie a, b, sa liczbami wymiernymi, dla ktérych spektrum
czworokata C(1,1) jest niepuste. Jednakze nie udato im si¢ znale¢ zadnego ¢ te;
postaci z a =0 i w zwigzku z tym sformuowali nastepujaca, intrygujaca hipotezg:

Jesli b jest liczbg wymierng nie bedgcq kwadratem liczby wymiernej, o spekirum
trapezu C(1,Vb) jest puste.

PSki co, nie wiadomo nawet, czy powyzsza hipoteza jest prawdziwa dla b = 2!

Wiele pytan dotyczacych czworokatéw pozostaje otwartych, ale chyba juz dos¢
uwagi im poéwieciliémy. Jesli chodzi o dowolne wielokaty, to wiedza nasza

o ich spektrum jest jeszcze bardziej uboga. W 1989 roku Kasimatis udowodnil
nastepujace twierdzenie:

Jeslin > 5, to spektrum n-kqta foremnego sklada si¢ z wielokrotnosci n.

Podamy idee dowodu tego zadziwiajacego twierdzenia dla n = 6. Otdz nietrudno
zauwazyé, ze istnieje przeksztalcenie afiniczne przeksztalcajace szedciokat
foremny na szeéciokat X o wierzchotkach (0,0), (1,0), (2, 1), (2,2), (1,2)

i (0,1). Uzywajac normy 2-adycznej i zwigzanego z nia pokolorowania tatwo
otrzymujemy (z pomoca nieréwnosci fundamentalnej), ze dowolny element
spektrum X jest podzielny przez 2, a uzywajac pokolorowania zwiazanego

z norma 3-adyczna w ten sam sposéb uzyskujemy podzielno$¢ przez 3 elementow
spektrum X. Z drugiej strony nietrudno jest podzieli¢ szeSciokat foremny na

6k tréjkatéw o réwnych polach i ogélnie n-kat foremny na kn takich tréjkatéw.
W przypadku innych wielokatéw foremnych nie da sie ich niestety przeksztalcié
afinicznie na wielokaty o wierzchotkach z wymiernymi wspétrzednymi i do
analizy norm wspélrzednych wierzchotkéw potrzebna jest szczypta algebraicznej
teorii liczb. Idea dowodu pozostaje jednakze ta sama.

Podobnie jak dla czworokatéw, nietrudno pokazaé, ze n-katéw majacych puste
spektrum jest ,duzo”, w szczegdlnosci takimi sa wielokaty, ktérych wierzcholki
mayja algebraicznie niezalezne wspétrzedne.

Jedli juz zaczeliémy badaé spektra wielokatéw, to dlaczego by nie sprébowaé
podobnych rozwazan dla wieloscianéw lub nawet n-wymiarowych wieloscianow.
Oczywiscie ludzie zadali juz sobie ten trud i pewne wyniki w tym kierunku
osiagnieto. Naturalnie zamiast podzialéw na tréjkaty rozpatrywaé nalezy
podzialy na czworosciany (a w przypadku wielowymiarowym na tak zwane
sympleksy). Okazuje sie, ze lemat Spernera ma swoje analogi w dowolnym
wymiarze 1 z jego pomoca D. G. Mead udowodnit w roku 1979 ze spektrum
n-wymiarowe] kostki sklada sie z wielokrotnosci liczby n!. Poza tym niewiele
wiecej wiadomo. Kasimatis i Stein pokazali, ze spektrum oémioécianu foremnego
sktada si¢ z wielokrotnoéci 4. Spektra dwunastoscianu i dwudziestodcianu
formnego nie sa znane, ale wiadomo, ze spektrum tego pierwszego zawiera liczbe
60 i zawarte jest w zbiorze wielokrotnosci 30, a spektrum dwudziestoscianu
foremnego zawiera 20 i jest zawarte w wielokrotnoéciach 10.

Wiele pytan dotyczacych spektréw pozostaje otwartych, wiele z nich nie

zostalo nawet sformutowanych. Jednym z celéw niniejszego wypracowania jest
przekonanie Czytelnika, iz moze $mialo sprébowaé swych sil i przyczynié sie do
rozwoju te] doé¢ mlodej galazki wielkiego drzewa matematyki. Nastepujace trzy
problemy wydaja sie szczegdlnie interesujace:

— co mozna powiedzieé o wspétrzednych wierzchotkow trajkatiw podziatu
wielokgta na trdjkqty o rownych polach; w szczegdlnosci, czy jesl wielokat ma
wierzchotki o wspdlrzednych wymiernych, 1o wspotrzedne trojhgtow podziatu
musza byé algebraiczne nad ciatem liczb wymiernych?
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— czy wieloScian Srokowosymetryczny moze mieé liczbe nieparzystq w swoim
spektrum? - dla wielokgtéw Srodkowosymetrycznych negatywna odpowied?
anonsowal Paul Monsky, ale dowdd nie zostat, poki co, opublikowany;

— widzielismy powyzej, ze spektrum wielokgla moze sktadac si¢ : wielokrotnosc:
pewnej liczby naturalnej, moze tez zawieraé wszystkie liczby naturalne
précz 1; czy jeshi spektrum wielokgta (wieloScianu) sktada sie z wielokrotnosei
skoticzenie wielu liczb naturalnych (méwimy wtedy, ze jest skoticzenie
generowane), to musi ono w rzeczywistosci sktadaé sie z wielokrotnosci jednej
liczby (1zn. byé generowane przez jeden element)?.
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Jesli z jakiché powodéw powyizsze pozycje sa Ci niedostepne nie przejmuj sie tym za

bardzo: bedziesz mogl wigcej czasu spedzi¢ na wlasnych rozmyélaniach. Trudnoéci jakic

mozesz napotkaé¢ w zwiazku z teoria cial pomoze Ci przezwyciezy¢ wspomniana juz

ksiazka prof. J. Browkina Teoria cial. Powodzenia!
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