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0. Wstep

Praca jest kontynuacja czedci pierwszej (Wiestaw [1995]), w ktdrej omdéwione
zostaly podstawowe pojecia algebry na tle ich historycznego rozwoju.

Obecnie skoncentruje sie jedynie na pojeciu grupy — podstawowym pojeciu
algebry. Ponizej przesledzone zostana gléwne etapy w rozwoju tego pojecia oraz
najwazniejsze osiagniecia tej teorii, wraz ze wskazaniem odpowiednich Zrédel.

Newcémb (por. Miller [1914~15]) pisal w 1893 roku:

The mathematics of the twenty-first century may be very different from our own;
perhaps the schoolboy will begin algebra with the theory of substitution groups, as
he might now but for inherited habits.

A oto jak o rozwoju teorii grup pisal van Vleck [1916].

In the last half of the nineteenth century the same problem [afforded by the
equation of the nih degree] eventuated in the theory of groups which has become
the foundation of mathematical classification (many kinds of geomeiries and
number fields have come to be distinguished). [...] For many reasons the lust
quarter of the nineteenth century might be termed the group period, from which
we have only in part emerged. I need not tell you how necessary it became io
explore geometry and analysis under the guidance of the group concept. Yet there
are reservations which must be made in designating this quarirer century as the
group period.

1. Poczatki teorii grup oméwilem w pierwszej czesci (Wiestaw, [1995]).
Przypomne tu jedynie najwazniejsze fakty.

Za okres wstepny w rozwoju pojecia grupy nalezy uznaé lata 1770-1846, tj.
okres od pierwszych wynikéw Lagrange’a dotyczacych permutacji (Lagrange
[1770]), az do ukazania si¢ ,, Exercises” Cauchy’ego (Cauchy [1844]). Cauchy
dowodzi podstawowych twierdzen o grupach permutacji (Dahan [1980]).

Jego dowody sa jednakze ogdlne i latwo mozna'przeniesé je na przypadek
dowolnych grup skonczonych. Permutacje pojawily sie u Lagrange’a w zwiazku
z prébami algebraicznego rozwiazania ogdlnego réwnania stopnia n, tj. z
prébami zredukowania tego zadania do rozwiazania skorficzenie wielu réwnan
dwumiennych, tj. réwnan postaci "V — a = 0. Lagrange badal funkcje wymierne
pierwiastkéw danego wielomianu stopnia » i liczbe wartosci, ktére przayjmuje
funkcja wymierna, jezeli permutowaé pierwiastki tego wielomianu, tzn. liczy?
dla ilu permutacji g € Sp, w(@1,...,2n) = W(Tg(1), .- -, Lg(n)), gdzie 2y, ..., 2,
sa pierwiastkami danego wielomianu f. Zastosowanie permutacji okazalo

sie pozyteczne: Ruffini [1799] zdolal udowodnié, ze ogélne réwnanie stopnia
wiekszego niz 4 nie jest rozwigzalne algebraicznie, tj. zgodnie z aktualna
terminologig, nie jest rozwigzalne przez pierwiastniki. W dowodzie swojego
twierdzenia Ruffini wykorzystal fakt, ze A, jest grupa generowana przez cykle
dtugoéci 3 i dla n > 5 jest grupa prosta, choé ten ostatni fakt wykorzystany by}
implicite.

Podobnie rozumowat Abel podajac w 1826 dowdd niemozliwosci rozwiazania
przez pierwiastniki ogdlnego réwnania stopnia 5.

W 1815 Cauchy badal dalsze wlasnoSci permutacji, podajac od razu
zastosowania do wyznacznikdw.

Teoria przemiennych grup skonczonych ma swoje poczatki u Eulera i Gaussa,
w zwigzku z ich badaniami teorioliczbowymi nad resztami potegowymi, jak

tez w zwigzku z teorig klas binarnych form kwadratowych o wspdtezynnikach
catkowitych. Ich dowody byly jednak ad hoc i mimo, Ze czesto mozna je bez
trudu przenie$¢ na przypadek ogdlny, to jednak nie byly to twierdzenia z teorii
grup, ale z teorii liczb. Niewatpliwie jednak metody dowodu byly teoriogrupowe.
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2. Pochodzenie podstawowych terminéw

Formalnie rzecz biorac termin grupe wystapil po raz pierwszy u Galois, jednak
racze] w znaczeniu zbioru, anizeli grupy, bowiem terminu tego uzywal Galois
na oznaczenie warstwy. Galois odnotowuje podstawowe wlasnosci grupy S,
permutacji n elementéw i zapewne dlatego bywa uwazany za twérce pojecia

grupy.

Formalna definicje grupy podal po raz pierwszy Cayley [1854a], [1854b].

W pracy [1854a] Cayley wprowadzil zapis grupy za pomoca tabelki dzialarn

i podal przyktady grup: grupa macierzy nieosobliwych n x n (loc. cit. str. 127),
grupa klas binarnych form kwadratowych o wspétezynnikach catkowitych (loc.
cit. str. 126). W pracy [1854b] pojawia sie idea pojecia podgrupy i sposéh
wyszukiwania podgrup na podstawie tabelki dziatan. W definicjach podanych
przez Cayleya nie wystepuje jednak ani pojecie przemiennosci, ani tacznodci,
jako wlasnoéci dzialania grupowego. Jak pisze Miller [1928] (str. 224): The fact
that technical terms for these fundamental laws were introduced so long after
these laws were explicitly used throws light on the relation between the use of
technical terms and the concepts involved therein. Jest to opinia nieprawdziwa.
Wszystkie z wymienionych tu poje¢ pojawily sie w XIX wieku i mialy wtasne
nazwy. Niektére terminy mialy po kilka réwnoleglych nazw. Servois [1814] pisal
na str. 101 pracy po$wieconej superpozycji funkeji: Quand f. &, ¢, ... étant
commutatives entre elles, k,m,n, ... sont des nombres positifs, on a

friz=f"f"z (17).
Natomiast Hamilton [1853] pisal (loc. cit. str. 114): distributive character of

the multiplication of ordinary algebraic quantities (real or imaginary) extends to
[..], so that

QR +Q")=QQ" +QQ", ke,
yet the commutative character is lost, and we cannot generally write for the
new as for the old imaginaries, QQ' = Q'Q. ... may be called the associative
character of the operation, which may have for its type the formula

Q . Q/QII . Q/IIQIV - QQI . QIIQI,lley
thus we have, generally, Q- Q'Q" = QQ' - Q".

Terminy: rzad grupy (the group is of the order n), element neutralny (unity)
wprowadzit Cayley [1854a).

Pojecie przemiennosci wystepowato u réznych autoréw pod réznymi nazwami.
Wspomniany juz Hamilton [1854] uzywal nazwy commutative. Netto [1874],
Frobenius i Stickelberger [1879] elementy komutujace nazywali przestawialnymi
(a und b einander vertauschbar). Termin abelowa na okreslenie grupy
przemiennej pojawil sic u Webera [1882]. Zapewne wystapit juz wezeéniej w tym
znaczeniu, ale nie potrafimy tego potwierdzic.

Frobenius i Stickelberger [1879] wprowadzili pojecie bazy grupy, okreélajac tym
terminem minimalny (skoficzony) zbidr generatoréw grupy (abelowej). Przez
analogie do teorii liczb rzad elementu g nazywali wykladnikiem, do ktdrego
nalezy g (der Exponent zu welchem g gehort). Liczbe elementéw bazy nazwali
ranga grupy. Grupe nazwali elementarna (Eine Gruppe heisst elementar), gdy
jest rangi 1, tzn. gdy jest cykliczna. Generator grupy, przez analogie do teorii
liczb, nazwali elementem pierwotnym. Terminy te w wiekszoSci nie przyjely

sie. Np. Remak [1911] pisal juz o grupie przemiennej. Weber [1882] uzywa juz
terminu rzqd elementu (der Grad des Elements).

Warstwy grupy skonczonej wzgledem jej podgrupy wystepuja juz u Galois,
Bettiego i innych. Frobenius [1887] cytuje Kroneckera jako twérce pojecia
kongruencji w grupie: A B (mod.G): Elemente A und B sind dquivalent oder
congruent in Bezug auf eine Gruppe G.

Intuicyjne pojecie grupy wolnej, choé nie nazwane, wprowadzil Dyck [1882]:
grupa wolna o generatorach Ay, ..., Ay, nieskoniczonego rzedu (unsere
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Operationen A; keine Perioden besitzen und ausserdem gegenseitig durch keine
Relation verbunden sind).

Pojecie grupy ilorazowej oraz termin (the quotient group) pojawia si¢ u Cayleya
[1893] i Younga [1893], a wczedniej u Holdera [1887).
3. Aksjomatyczne definicje grupy

Jak juz wspomnieli$my, pierwsza formalna definicje grupy podal Cayley
[1854a), str. 40 ([1878a], str. 126 (123); [1878b], str. 51 (324 lub str. 401)). Jego
definicja byla malo precyzyjna i odniosita sie do grup skonczonych. Np. w jego
definicji nie postuluje sie tacznosci, chociaz implicite tacznosé operacji jest
pdiniej wykorzystywana. W peli poprawna definicje podal Kronecker [1870],
str. 882. Grupa Kronecker nazywa skonczony zbidr elementéw @', Q",Q", ...

z dzialaniem f, zwanym operacja, takim, ze

1e f(Q,Q") = f(Q", Q") ,
2° (@, F(Q",Q") = f(f(Q,Q"),Q").
Jezeli funkcja f spelnia warunek:

Q" # Q" implikuje f(Q', Q") # f(Q",Q"),

to pisze si¢ QQ’ zamiast f(Q, Q'). Tyle definicja Kroneckera. Jordan [1867a],
[1867D], [1870] definiowal grupe jako skoiiczony zbidr permutacji zamknicty
wrzgledem superpozycji.

Frobenius [1886] definiowal grupe jako zbidr z tacznym dzialaniem (A4, B) — AB
takim, ze AB=AC=>B=C&AB=CB=A=C.

Natomiast u Webera ([1893], [1899]) znajdujemy nastepujaca definicje:
A. W zbiorze G okreslone jest dziatanie: (a,b) — ab,
B. dzialanie jest taczne: Ya,b,c € G, a(bc) = (ab)c,
C.Dab=ab =b=1
ab=db=>a=1d
D. 1)VYa,ceGIeG, ab=c
2)Vb,c € GIa e, ab=c.
E. W przypadku grup abelowych: ab = ba.
Weber zauwaza, ze jezeli G jest zbiorem skonczonym, to A & B & C = D.

Burnside [1897] definiowat grupe jako zbiér funkeji zamkniety wzgledem
superpozycji i odwracania funkcji.

Dalszego uproszczenia definicji Webera dokonat Pierpont ([1900-01], str. 47),
zastepujac warunki C i D odpowiednio przez

C'. There exists a unique element 1, called the identity, such that al = la = a for
every element a.

D'. For every element a there exists an element a™!, called the inverse of a. such
that aa™! = a~la = 1.

Nieco stabszej definicji uzywat Moore ([1902], [1905]). Postulowal on tacznosé,
istnienie jednodci lewostronnej, istnienie jednoéci prawostronnej, oraz istnienie
takiej jednoéci prawostronnej, wzgledem ktdrej kazdy element posiada
lewostronny odwrotny.

Huntington [1905] definiowal grupe nastepujaco:
1. wykonalnoé¢ mnozenia (a, b) — ab.
2. lacznodé mnozenia: a(ab) = (ab)e dla dowolnych a, b, c.

3. istnienie elementu i, takiego ze it = 1.
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4, zr==z,yy =y =2 =y (element ¢ jest jedyny).

jezeli istnieje jedyne i takie, ze 44 = 7, to ia = ¢ dla kazdego a, lub tez ai = ¢
dla kazdego a.

[}

6. jezeli istnieje jedyne ¢ takie, ze ¢2 = ¢, to dla kazdego a istnieje a, takie, ze
aa, = 1, lub tez istnieje a;, aja = i.

7. (dla grup przemiennych) ab = ba dla kazdego a, b.

N. (dla grup skoticzonych) liczba elementéw w zbiorze jest réwna n dla pewnego
neN.

Dickson ([1905a], [1905b]) analizujac dotychczasowe definicje grupy uzyl pojecia

potgrupy (Dickson [1905b]) pochodzacego od Séguiera [1904]: pdlgrupa nazywa

zbidr z dzialaniem lacznym (a,b) — a o b spetniajacym obustronne prawo

skreslen; p

l.acz=aozx' =>z=1a
2.z0oa=2'0ca=> =2
Dickson [1905b] zauwaza, ze skoficzona pdlgrupa jest grupa, ale nie na odwrét.

Slater [1961] zdefiniowal grupe G jako zbiér z dwoma dzialaniami: binarnym
(a,b) — ab i unarnym a — o', ktére spelniaja jedyny aksjomat:

S.Va,b,c,d, f € G, (ab)e = (ad)f = b=d(fc).

4. Opis grup malego rzedu

Jak juz bylo powiedziane wczesniej, za poczatek abstrakcyjnej teorii grup uznaé
mozna prace Cayleya [1854a]. W pracy tej, opdécz konkretnych przykladéw grup,
podany jest opis (nieizomorficznych) grup rzedu 4 1 6. W pracy [1859] Cayley
pisze: The following is, I believe, a complete enumeration of the groups of 8:

I 1, a, a2, o3, ot o af, a7 (¥ =1).

II. 1, a, o?, a3, B, Ba, Ba?, Ba? (ot =1, B2 =1, aff = Ba).
II 1, @, o, o, B, Be, fa?, fa (ot =1, B2 =1, aff = fa?).
IV. 1, a, &2, o3, B, Ba, Ba?, Ba® (o' =1, §% = «, aff = Ba).

V. 1, a, B, Ba, v, va, v8, B (a* =1, 2 =1, 2 =1, aff = Bo,
ay = va, By = vB).

I

Cayley dowodzi, ze s3 to grupy parami nieizomorficzne (really distinct groups).
Brak dowodu, ze to sa jedyne grupy rzedu 8. Nietrudno jednak wywnioskowaé
ten fakt z jego pracy.

O trudnosciach zwiazanych z rozwojem abstrakcyjnej teorii grup éwiadeczy

fakt, ze w pracy [1854a] Cayley stwierdzil, ze istnieja doktadnie dwie grupy
rzedu 6, a juz w pracy [1878b] (str. 51) (Collected ..., str. 402/403) pisal: if

n = 6 there are three groups, a group 1, ¢, 0% a3, a* a® (a® = 1), and two groups
1,8,8% a,aB,aB8% (@ =1, 2 = 1), viz. in the first of these af = Ba, while in
the other of them (that mentioned above) we have af = o, af? = Ba. Wskazuje
to na powolny rozwdj abstrakcyjnej teorii grup. Kempe [1886] w rozdziale
»Groups containing from one to twelve units” (str. 37-43) opisal grupy rzedu

1 do 12. Praca zawiera blad: Kempe podal nickompletny dowéd dla n = 8. Dla
n = 12 podal pie¢ grup, w tym jedna blednie, a jedna pominat.

Poprawny opis wszystkich grup rzedu 2-12 zawiera praca Cayleya [1889)].

5. Twierdzenie Lagrange’a i twierdzenia Sylowa

Lagrange [1770] sformulowal twierdzenie, ze rzad podgrupy grupy S, permutacji
n elementow dzieli n!. Zadawalajacy dowéd podat Abbati [1803] w liscie z dnia
30 wrzesnia 1802, adresowanym do Ruffiniego. Udowodnil mianowicie, ze grupe
G mozna rozbié na (réwnoliczne) podzbiory wagledem dowolnej podgrupy H i to
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w ten sposéb, ze zbiory te sa parami roztaczne, a jednym z nich jest H. Dowidd}
on takze prawdziwosdci twierdzenia sformutowanego przez Lagrange’a dla
cyklicznych podgrup grupy skonczonej. Ogdlna wersje cytowanego twierdzenia
mozna znalezé w dziele Galois [1832], jednak brak tam dowodu (Carmichael
[1920-21]). Pierwsza ogdlna wersja tzw. twierdzenia Lagrange’a udowodniona
zostata w pracy Jordana [1869], a nastepnie w jego ksiazce [1870]. Terminu
Twierdzenie Lagrange’a uzyl juz Peterson w swojej ksiazce [1877]. Termin

ten stal si¢ popularny dzieki niemieckiemu ttumaczeniu jego ksiazki (1878).
Miller [1922] uwaza termin za poprawny, gdyz byt uzywany przez kilku waznych
autoréw, m.in. przez Millera, Blichfeldta, Dicksona [1916].

Cazeéciowe odwrdcenie twierdzenia Lagrange’a udowodnit Cauchy [1844] (tom
II1, str. 250): jezeli liczba pierwsza p dzieli rzad grupy (permutacji) G, to istnieje
podgrupa rzedu p w G.

Pierwsiymi glebokimi wynikami teorii grup byty twierdzenia Sylowa [1872],
[1888]:

I Twierdzenie Sylowa. Jezeli G jest grupa rzedu n, p — liczba pierwsza, a «
maksymalnym wyktadnikiem, z jakim p dzieli n, to istnieje podgrupa H grupy
G, rzedu p°.

II. Twierdzenie Sylowa. Liczba N podgrup H z twierdzenia I daje reszte 1
z dzielenia przez p. Ponadto podgrupy te sa parami sprzezone.

Z twierdzen tych wyprowadzil Sylow wazny wéwczas wniosek (Th. IV): jezeli f
jest wielomianem nieprzywiedlnym stopnia p*, a jego grupa Galois ma rzad p”,
to réwnanie f = 0 jest rozwiazalne przez pierwiastniki (redukuje sie do réwnan
abelowych).

Wkrétce nowe dowody twierdzen Sylowa podali: Capelli [1878], Netto [1882]
i Frobenius [1886].

Capelli zapewne nie znal wyniku Sylowa — nie cytuje pracy Sylowa. Byl éwiezo
po studiach i mégl nie zna¢ nowych prac. Capelli dowodzi, ze istnieja p-grupy
Sylowa (tzn. dowodzi I Twierdzenia Sylowa), oraz ze sa one parami sprzezone
(loc. cit. str. 65-66).

Wynik Sylowa poczatkowo nie byl doceniany. Netto zrecenzowal jego prace
w " Jahrbuch tiber die Fortschritte der Mathematik” w oémiu zaledwie
linijkach! Natomiast specjalny przypadek podstawowego wyniku Sylowa nie
zostal wymieniony przez Netto we wspomnianej recenzji. Wynik ten zostal
przypisany mu w recenzji F. Meyera (Jahrbuch ...20 (1894), str. 139; vide:
Miller [1920-21]).

6. Opis grup specjalnego rzedu

W $lad za rezultatami Cayleya i Kempego pojawily sie ogélniejsze wyniki
opisujace grupy specjalnego rzedu. Np. Netto [1882] (str. 133) sklasyfikowat
grupy rzedu p? i pg (p,q - liczby pierwsze, p # ¢).

Grupy rzedu p2,pq?, per i p* (p,q,r € P — zbidr liczb pierwszych) opisal Holder
[1893]. Mimo, ze cytuje on twierdzenia Sylowa, to jednak robi z nich bardzo
maty uzytek. Holder w dowodzie korzysta z twierdzenia, ze kazda grupa rzedu
p® (a > 3) zawiera podgrupe abelows rzedu p®. Miller [1920-21] zwracatl sie do
niego w tej sprawie wskazujac, ze mozna uzy¢ twierdzen Sylowa, aby skrécié
dowdd o okoto 30 stron. Holder wolat jednak opublikowaé bezposredni dowéd
tego faktu dla grup rzedu p*. Cytowal siebie i Frobeniusa, choé¢ powinien byl
wykorzystaé twierdzenie Sylowa.

Young [1893] opisat niektdre grupy rzedu p® (p € P), a Cole [1893] wszystkie
grupy rzedu pgr (p,q,r € P).

Bagnera [1898] i Bender [1928] opisali grupy rzedu p® (p € P). Weisner [1925]
wyliczyt liczbe p-grup Sylowa w grupie S,. Jezeli m = v,(n!) jest maksymalnym
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wykladnikiem, z jakim wchodzi p w rozkladzie n! na czynniki pierwsze, a
n:a0+a1p+.‘.+akpk
jest rozkladem n w bazie przy podstawie p, to liczba p-grup Sylowa (rzedu p™)
w S, jest réwna
n!
aolay!...axlp™(p— )™’
Jezeli p > 2, to tak samo jest dla A, (grupy permutacji parzystych).

7. Izomorfizm i homomorfizm. Grupa ilorazowa

Idea izomorfizmu grup pochodzi od Cauchy’ego (C. R. Acad. Sci. Paris 21 .
(1845), str. 1363 & 1401). Cauchy uzywa terminu ta sama grupa. Taka sama l
intuicja postugiwal sie Cayley, nazywajac grupy nieizomorficzne really distinct i

groups. Formalna definicje izomorfizmu podal Jordan [1870] (str. 56), definiujac
a : 1 izomorfizm, tj. homomorfizm, ktérego jadro ma a elementéw. Capelli {1878]
uogdlnit to pojecie, definiujac a : b izomorfizm.

Grupa I jest izomorficzna z grupa G (wg. Capelliego), jezeli istnieje funkcja

F . G2 T taka, ze f(g9') = f(9)f(¢9') dla dowolnej pary elementéw ¢, ¢’ € G.
Jeieli Ker (f) # 1, to jest to I” isomorfismo meriedrico; w przeciwnym wypadku
U’isomorfismo oloedrico. Termin ten byl w uzyciu przez pewien czas i przetrwal
do kotica stulecia (Moore [1895]).

Dyck [1882] pisal o grupie wolnej o m generatorach (loc. cit. str. 5): Damit
werden alle holoedrisch isomorphen Gruppen in eine einzige Gruppe begriffen.

Definicja Capelliego w niezmienionej postaci znalazta sie w ksiazce Brunside’a
[1897], w takiej samej postaci w obu jej wydaniach: z 1897 i 1911:

19. Definition. Let G and G’ be two groups of equal order. If a correspondence
_can be established between the operations of G and G’, so that to every operation
of G there corresponds a single operation of G' and to every operation of G’
there corresponds a single operation of G, while to the product AB of any

two operations of G there corresponds the product A'B' of the corresponding
operations of G', the groups G and G’ are said to be simply isomorphic (loc. cit.
str. 21/22, I & II Edition).

28. When a correspondence can be established between the operations of a group
G and the operations of a group G’', whose order is smaller than the order of G,
such that to each operations S of G there corresponds a single operation S' of &,
while to the operation S, Sy there corresponds the operation S, Sy the group G is
said to be multiply isomorphic with the group G’ (loc. cit. str. 35/36, 1 & 11
Edition).

Opréez pojecia homomorfizmu (multiply isomorphism) i izomorfizmu (simple
isomorphism) w uzyciu bylo tez pojecie automorfizmu (isomorphism of the
group with itself).

Mathewson [1916] tak pisal o pojeciu izomorfizmu: The importance of the idea
of simple isomorphism between two groups lies in the fact that absiractly two
such groups have the same properties; that is, both are simple or both composite,
abelian or non-abelian eic. Usci§la ta wypowied? krétki komentarz Burnside’a
(loc. cit., str. 21/22): Two simply isomorphic groups are, abstractly considered,
tdentical.

Miller [1902] zaczal uzywaé terminu holomorphism na okreélenie multiple
isomorphism. Wprowadza tez pojecie automorfizmu wewnetrznego (cogradient
or inner isomorphism) i zewnetrznego (contragradient or outer).

Nl - p

Do roku 1916 opublikowano co najmniej 40 artykuléw podwieconych pojeciom
izomorfizmu i homomorfizmu (Mathewson [1916]).

Implicite pojeciem warstwy elementu wzgledem podgrupy postugiwal sie
juz Abbati [1803]. Kongruencjami i rozbiciem grupy na warstwy wazgledem
dwdéch dowolnych podgrup zajmowal sie Frobenius [1887]. Pojecie grupy
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ilorazowej stworzyl Holder [1887]. Pojeciem tym postugiwali sie: Young [1893]
i Cayley [1893]. Cayley [1893] uzywal juz terminu grupa ilorazowa (the quotient
G/H). Twierdzenie o izomorfizmie (tj. zwiazek G/ Ker f ~ H, gdzie f jest
homomorfizmem odwzorowujacym G na H) pojawilo sie u Burnside’a [1897].
jednak w malo czytelnej postaci.

8. Skonczone grupy abelowe i ich opis

Teoria skoficzonych grup przemiennych ma swoje poczatki u Eulera i (Gaussa,
w zwiazku z ich teorioliczbowymi badaniami nad resztami potegowymi.

Gauss [1801] znalazl rozklad grupy klas binarnych form kwadratowych na
sktadniki prymarne, ktérych rzedy sa parami wzglednie pierwsze. Schering [1869]
udowodnil, ze grupa ta rozklada sie na sktadniki elementarne, ktérych rzedy
dziela si¢ kolejno. Kazdy taki rozklad jest dobrze zdefiniowany.

Frobenius i Stickelberger [1879] zajeli sie grupa multyplikatywna modulo M, t;.
grupa G = (Z/M Z)*. Wszystkie rozpatrywane przez nich grupy sa podgrupami
G. Wprowadzili pojecie bazy skonczonej grupy abelowej, jako minimalny zbiér
generatoréw tej grupy. Moc bazy nazwali ranga grupy (der Rang). Grupe ¢
nazwali elementarna, gdy jest rangi 1, tzn. gdy jest cykliczna. Terminologia
przez nich przyjeta jest pochodzenia teorioliczbowego. Rzad elementu A grupy
(3 nazywaja wykladnikiem, do ktérego nalezy A (der Exponent zu welchem A
gehort), a generator grupy G (w przypadku, gdy jest cykliczna) — elementem
pierwotnym (ein primitives Element der Gruppe). Wprowadzaja pojecie iloczynu
kompleksowego dwoch podgrup A 1 B:

AB ={ab:a€ A&be B}.

W pracy (loc. cit.) dowodza, ze kazda skofczona grupa abelowa jest produkiem
swoich skladnikéw prymarnych i rozklad ten jest jednoznaczny. Mimo
wspomnianego ograniczenia do grupy G, dowody twierdzeti przeprowadzone sa
w ogdlnym przypadku.

Heffter [1898] uproscit i uéciélit wynik Frobeniusa i Stickelbergera [1879]. Uzywa
on juz terminu grupa ebelowa (Abelsche oder commutative Gruppe). Zbidr
elementéw g1, ..., g, nazywa baza grupy (abelowej) A, jezeli kazdy element

g; jest skonczonego rzedu n;, a kazdy element grupy 4 ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci

7
gdzie 0 < aj < my dlaj=1,2,...,v.
Jezeli ny41 dzieli ny dla kazdego k, to baze {g1, ..., g,} nazywa baza
zredukowana (reducirte Basis), a liczby ny, ..., n, — niezmiennikami grupy A.

Dowodzi, ze kazda skoniczona grupa abelowa posiada baze zredukowana.

9. Twierdzenie o rozkladzie dla grup skoniczonych

Poczatkéw pojecia produktu prostego grup nalezy szukaé w pracach
poswieconych strukturze skonczonych grup abelowych, a wiec w szczegdlnym
przypadku grupy klas binarnych form kwadratowych o wspdélezynnikach
catkowitych u Gaussa [1801] i Scheringa [1869], a w przypadku grupy
multyplikatywnej piericienia reszt modulo M u Frobeniusa i Stickelbergera
[1878]; w ogdlnym przypadku dla grup abelowych skoficzonych — u Hefftera
[1898].

Pojecie produktu jest w tym czasie rozpatrywane jako produkt wewnetrzny -
Frobenius i Stickelberger méwia o rozkladzie grupy abelowej na produkt.

Produkt prosty w ogélnym przypadku zdefiniowal Maclagan-Wedderburn [1909)].
Grupa H jest produktem prostym grupy A i B:
H=AxB&Vac AVbeEB, ab=ba & ANB=E.

Maclagan-Wedderburn udowodnit w cytowanej pracy, ze kazda grupa skonczona
rozklada si¢ w produkt prosty grup nierozktadalnych. Luke w dowodzie
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Wedderburna usung! dopiero Remak [1924]. Natomiast w swojej dysertacji
Remak [1911] zajal si¢ zagadnieniem jednoznacznodci w rozktadzie grupy na
produkt prosty czynnikéw nierozkladalnych, opisany przez Wedderburna [1909].
Remak nazywa dwie podgrupy A, B grupy H centralnie izomorficznymi, jezeli
istnieje taki izomorfizm f : A — B, ze af(a)~! € Z(H) (centrum H) dla kazdego
a € A, tzn. jezeli A/Z(H) = B/Z(H). W szczegdlnoéci, dla A = B = H definiuje
centralny automorfizm, a nastepnie dowodzi twierdzenia o jednoznacznoéci
rozkladu: Houptsatz: Ist eine Gruppe auf zweterlei Art in direkte unzerlegbare
Faktoren zerlegt, so sind die Faktoren den beiden Zerlegung paarwise einander
zentral tsomorph.

Remak dowodzi podstawowych wlasnoéci produktu prostego; wyprowadza

tez podstawowe twierdzenie skoniczonych grup abelowych, tzn. twierdzenie
Frobeniusa i Stickelbergera (loc. cit. str. 298): Unter den kommutativen Gruppen
sind alle zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung und nur diese direkt
unzerlegbar. Jede kommutative Gruppe kann also als direkies Produkt von
zyklischen Gruppen von Primzahlordnung dargestellt werden.

3

Inny, bezposredni dowéd tego twierdzenia podal Remak w pracy [1912].
Twierdzenie Wedderburna o rozkladzie udowodnil tez Schmidt [1912]. Dowdd
ten mozna znalez¢ w ksiazce Speisera [1923]. Miller [1912] zwrécit uwage na
znaczenie grup nierozkladalnych: among the indivisible groups the simple groups
occupy the most important place.”

10. Grupy proste

Pojecie grupy prostej znane byto Galois; zaanonsowal on prostote grupy As.
Terminem permutacja prosta (permutazione semplice) postugiwal sie Ruffini
[1799] na okreslenie grupy cyklicznej.

Pojecie grupy prostej wprowadzil jordan [1869] (str. 142). Natomiast Tenner
[1888] uzywal terminu simple group na okreslenie grupy cyklicznej rzedu p”
(p — liczba pierwsza).

Mathieu [1861] odkryl dwie grupy proste sporadyczne M;;, M1, a nastepnie
(Mathieu [1873]) grupy Maa, M3 i Mas. Grupa Mis jest grupa rzedu

95040 = 2633 .5 . 11, ktdra dziala pieciokrotnie tranzytywnie na zbiorze
12-elementowym, a Ma4 jest grupa rzedu 244823040 = 21°.33.5.7.11- 23 tez
dzialajaca 5-krotnie tranzytywnie na zbiorze 24-elementowym. Stabilizatorami
dowolnego elementu sa w nich odpowiednio Mi; rzedu 7920 = 2% .32 .5 .11

i Ma3 rzedu 10200960 =27 - 3%2-5- 7. 11 23, dzialajace 4-krotnie tranzytywnie
na zbiorze 11 i 23-elementowym. Stabilizatorem punktu w Mag jest piata grupa
Mathieu, Ms2 rzedu 443520 = 27 - 3% .5 .7 - 11, dzialajaca 3-krotnie tranzytywnie
na zbiorze 22-elementowym.

Termin sporadyczna grupa prosta (sporadic simple group) pochodzi od
Burnside’a [1897]. Juz w XIX wieku wiedziano, ze grupy Mathieu nie nalezg
do zadnej nieskoriczonej rodziny grup prostych takich, jak grupy alternujace A,
(n >5), czy tei PSL(n,F,) (z wyjatkiemn =21 ¢ = 2,3).

Nieco wezesniej odkryte zostaly nowe serie grup prostych. Kronecker i Mathieu

odkryli niezaleznie, ze grupa PSL(2, F7) rzedu 168 jest prosta. Co prawda praca

Mathieu ukazala si¢ wezesniej, bo w 1858, a praca Kroneckera rok pééniej, )
Jednakze Kronecker uzyskal ten wynik kilka miesiecy wezesniej (Miller [1922], v
str. 326). Brioschi [1859] blednie stwierdzil, ze istnieja dwie grupy macierzowe

nad F7 rzedu 168. Dopiero Jordan udowodnil, ze jest tylko jedna taka grupa:

PSL(2,[F7). Jak juz wspominaliémy wczeéniej, Galois [1832] wiedzial, ze A5 jest

grupg prosta i 60 jest najmniejszym zlozonym rzedem grupy prostej, jednak

jego dowdd nie jest znany. Dopiero Hélder [1892] udowodnil to twierdzenie,

uogdlniajac je réwnoczesnie. Wykazal mianowicie, ze jezeli rzad grupy proste;j

nie przekracza 200 i grupa ta jest nieprzemienna, to jest ona izomorficzna z As

lub z PSL(2, F7). Dowdd wykorzystuje II Twierdzenie Sylowa. Cole [1892] opisal

wszystkie grupy proste rzedu n, 201 < n < 500, a nastepnie wszystkie grupy
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proste rzedu < 600 (Cole [1893]). Burnside [1897] zwrécit uwage (str. 379), ze

nie jest znana zadna grupa prosta ztozonego nieparzystego rzedu. Zagadnienie
to badali Miller, Burnside i Frobenius. Rietz [1904] udowodnil, ze grupa prosta
zlozonego 1 nieparzystego rzedu ma co najmniej 243 elementy.

Ling 1 Miller [1900] udowodnili, ze nie ma nieprzemiennych grup prostych
rzedu n dla 1092 < n < 2001.

Siceloff [1912] wyznaczyl wszystkie grupy proste rzedu n dla 2001 < n < 3640,
a Cole 1924 - rzedu < 6232.

Zagadnieniem opisu skonczonych grup prostych zajmowali sie takze: Blichfeldt
[1910], Dickson [1900a], [1900b], Vavasseur [1899] i inni.

Vavasseur [1899] badal grupe GL(3,F,) i jej podgrupy. Dickson [1900a] badal
grupy liniowe nad cialami skoiiczonymi. W szczegSlnosci udowodnit prostote
grup PSL(n,F,) (z wyjatkiem n = 2 1 ¢ = 2,3). W pracy [1900b] Dickson badat
podgrupy grupy Mathieu.

Schur [1905] zajmowal si¢ przemiennymi grupami macierzy. Wymiarem (die
Ordnung) grupy macierzowej G nazwal wymiar przestrzeni liniowej generowanej
przez G. Udowodnil nastepujace twierdzenie:

Jezeli G jest przemienng grupa macierzy nieosobliwych n x n, to G = C,, x D,
gdzie Cy, = {al : a # 0}, I — macierz jednostkowa, a D jest grupa torsyjna

i Dim D = [$n?).

Na koniec warto zauwazy¢, ze nastepna sporadyczna grupe prosta odkryt Janko
w 1965. Swiadczy to dobitnie o trudnosciach, jakie napotykano w opisie grup
prostych.

11. Grupy rozwigzalne

Pojecie grupy rozwiazalnej pochodzi od Jordana [1867a] (takze: Oeuvres, vol. 1,
(14), 93-104). Jordan pisze: Définitions. — Un groupe de substitutions sera dit
résoluble sl caractérise une équation résoluble par radicauz. (loc. cit., str. 93).
Zatem grupa jest rozwiazalna, gdy jest grupa Galois wielomianu, kiérego
pierwiastki wyrazaja si¢ przez pierwiastniki nad ciatem wspdlezynnikéw tego
wielomianu, tzn. nad najmniejszym cialem, ktére zawiera wspdlezynniki tego
wielomianu.

W pracy Jordana [1867b] (Oeuvres, vol.I, (18), 109-157) podana jest
charakteryzacja grup rozwigzalnych (Th.IV): grupa G jest rozwiazalna, wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje ciag podgrup

GiGliGzi ..., takize G; < G
i G (komutant G;) < Giy1 dla kazdego 1.

Tematyka ta zajmowal si¢ takze Netto [1874], uzywajac jednak nieco odmiennej
terminologii. Jezeli a~lga € G dla kazdego g € G, to element a komutuje

z grupa G (so nennen wir G permutabel zu a). Zauwaza, ze wéwczas komutator
la,9] = aga=lg~! € G. Natomiast elementy grupy ¢ komutuja z elementami

H 7 doktadnoscig do grupy K, gdy [g,h] € K dla kazdego g€ Gih e H.
Grupa jJest zusammengesetzt, jezeli zawiera dzielnik normalny. Netto uzywa
ciagéw niezmienniczych, podobnie jak Jordan, a nastepnie dowodzi, ze grupa
skoficzona jest rozwiazalna, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag kompozycyjny
o czynnikach cyklicznych rzedu pierwszego. Formuluje to nastepujaco:

§9. Galoischen Criterium:

Lehrsatz 1. Damit eine Gleichung durch Wurzeln losbar sei, ist es nothwendig
und hinreichend, dass ihre Gruppe aus etner Reihe von Substitutionen
L,s,t,...,k, i, h,g abgeleitet werden kann, welche so beschaffen sind, dass

1° jede mit der aus den vorhergehenden Substitutionen gebildeten Gruppe
permutabel ist;

2° dass die niedrigste Potenz jeder neuen Substitution, welche schon in der
vorhergehenden Gruppe enthalten ist, von Primzahlgrade sei.
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Holder [1892] (Lehrsatz IV) dowodzi, ze grupa rzedu pgr (p, ¢, € P) jest
rozwigzalna. Zauwaza, zZe prosta grupa tranzytywna permutacji m elementéw,
zawierajaca cykl dlugosci 3 jest grupa A,,. Korzystajac z udowodnionego faktu,
ze As i PSL(2,F7) sa jedynymi nieprzemiennymi grupami prostymi rzedu

< 200, wyprowadza fakt, ze grupa G rzedu n, n < 200, n # 60,120, 168, 180, jest
rozwigzalna.

Cala serie wynikéw o grupach rozwiazalnych opublikowal Frobenius [1893b],
[1895a], [1895b]. W pracy [1893b] dowodzi m.in., ze kazda grupa rzedu p; ...p,
(pi — réine liczby pierwsze) jest rozwiazalna, a w pracy [1895b] pokazuje, ze
kazda grupa rzedu p®q jest rozwiazalna (p, ¢ € P).

Blichfeldt [1910] dowiédt np. (Cor.4), ze kazda grupa rzedu p®qr, gdzie p, ¢,
sa réznymi liczbami pierwszymi, a < p? — 1, jest rozwiazalna. Podstawowym
srodkiem dowodowym wspomnianych twierdzen sa rézne wersje i wzmocnienia
twierdzen Sylowa. Dopiero jednak stworzona przez Frobeniusa, a nastepnie
rozwinigta przez Schura teoria reprezentacji grup pozwolita na osiagniecie
jakosciowo réznych wynikéw. Np. pozwolila dowieéé, ze kazda grupa rzedu
p°q® (p, ¢ € P) jest rozwiazalna (tzw. p®q® theorem). Dopiero w latach
siedemdziesiagtych zostal znaleziony elementarny dowdd tego twierdzenia, nie
korzystajacy z teorii reprezentacji.

Badajac skonczone grupy rozwigzalne Dickson [1905a] udowodnil nastepujace
twierdzenie:

5. Theorem. Let n = pi™* ...pS~, where py,...,p, are distinct primes, and each
aj > 0. The necessary nad sufficient conditions that all existing groups of order n
shall be abelian are:

(1) each aj <= 2;
(ii) no p}” — 1 15 divisible by one of the primes py,...,p,.
Twierdzenie to zostalo ponownie odkryte w 1974 (Rodrigues).

Do dzi$ nie jest znana charakteryzacja tych liczb naturalnych n takich, e kazda
grupa rzedu n jest rozwiazalna.

12. Poczatki teorii reprezentacji grup

Charakterami grup postugiwal sie juz Gauss, a w pelni $wiadomie Dirichlet.
Natomiast pojecie reprezentacji grupy, jak tez glebokie wyniki tej teorii
zawdzieczamy gléwnie G. Frobeniusowi i I. Schurowi, a takze R. Dedekindowi.
Nie bedziemy tu jednak omawiaé historii tych zagadnien, gdyz jest ona
szczegbtowo opisana (Hawkins [1971], [1972], [1974]). W zagadnienia te
wprowadza tez Jézefiak [1988].

Naszkicowany w poprzednich rozdzialach zarys historii teorii grup skoiiczonych
uzupemimy kilkoma uwagami o zwigzkach teorii liczb z teoria grup skoniczonych.

13. Zastosowania teorii grup w teorii liczb

Wazne wyniki i pojecia teorii grup, takie jak generowanie, cykliczno$é, rozktad
na produkt prosty etc. powstaly w zwiazku z badaniami w teorii liczb. Frobenius
stwierdzit krétko w [1893]: pojecie grupy, ktére zostato wprowadzone do
matematyk: przez Gaussa 1 Galois, zdobyto w obecnych czasach podstawowe
znaczente dla catej naszej nauki. Duza cze$é teorii liczb jest jedynie teorig grup
abelowych.

Na przetomie XIX i XX wieku ukazalo si¢ kilka prac, ktére wskazywaty

na korzysci wynikajace ze stosowania teorii grup w teorii liczb. Obszerne
opracowanie tego tematu podat Zsigmondy [1896]. Miller [1905] zauwaza, ze jesli
dy,ds, ..., dy s rzedami podgrup cyklicznych grupy rzedu g, to

g=¢(d1)+...4+ ¢(dy),
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gdzie ¢ oznacza funkcje Eulera. Wyprowadza stad, ze dla m = myma,
(m1,mq) = 1, Gy = Gy, x G, co daje multyplikatywnoéé funkeji ¢, tzn.
p(m) = ¢(mi)e(ms).

Smosarski [1910] stosuje proste wlasnoéci grup skonczonych do badania grupy
multyplikatywnej F) ciata F, reszt modulo p.

Miller [1913-14] korzystajac z faktu, ze Smy1 < Aut(C') zauwaza, ze

™ = 1DE™=p)...(" —p"H =0 (mod (m+1)!).
Wiele waznych wynikéw dotyczacych wlasnodci skoficzonych grup macierzowych
nad cialem skonczonym uzyskal Dickson.

Wiyniki te mozna uwazaé za wyniki z teorii liczb.
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