Matematyczne modele zjawisk przyrodniczych

Mirostaw LACHOWICZ i Dariusz WRZOSEK, Warszawa

Aproksymacje — XIV Szkota Matematyki
Pogladowej, Migtne, 27.01.-31.01.1995

Wstep

W artykule przedstawiamy niektére metody konstruowania modeli
matematycznych i problemy, pojawiajace si¢ przy prébach zrozumienia relacji
miedzy réznymi modelami. Interesuje nas rola, ktéra myslenie matematyczne
moze spetniaé w poszukiwaniu jednoéci wiedzy. Zagadnienia te wkraczaja

w trudne i jednoczeénie podstawowe problemy filozoficzne. Nie jest jednak
naszym celem przedstawienie pelnego przegladu idei filozoficznych dotyczacych
podstaw nauki, gdyz przeglad taki, jak sadzimy, nie jest mozliwy w ramach
krétkiego artykutu.

W artykule pojawia sie wiele cytatéw. Nie zawsze podzielamy wyrazone w nich
opinie, wydaje si¢ nam jednak, ze sa one charakterystyczne dla wspélczesnego
myélenia naukowcéw o nauce. Przedstawiamy kontrastujace ze sobg poglady,
ukazujac jak daleki jest obecny stan wiedzy od petnego opisania zwiazku
pomiedzy matematyka i rzeczywistoscia empiryczna.

7 przyjemnoscia dzigkujemy naszemu koledze Grzegorzowi Lukaszewiczowi za
wnikliwa krytyke pomocna przy opracowaniu ostatecznej wersji artykutu.

1. Jednoéé przyrody

Jedno$¢ wiedzy jest jednym z idealéw stale obecnych w mysleniu ludzkim.
Wielu filozoféw dochodzilo do stwierdzenia, ze ,wiedzieé” oznacza ,sprowadzié
do jednoéci”. W konsekwencji najwyzsza forma wiedzy, ich zdaniem, powinno
byé ujecie wszystkich zjawisk w jednym systemie. Ten system, z kolei, bytby
tym doskonalszy im mniejsza bytaby liczba zasad lezacych u jego podstaw.
Idealem najwyzszym byloby odzwierciedlenie §wiata zewnetrznego w systemie
opartym na jednej zasadzie, nawet bardzo skomplikowanej. Poszukiwanie
takiego systemu objawia si¢ w réznych formach, na przyklad poprzez postulat
o absolutnej nadrzednosci pewnej grupy zjawisk nad innymi, i w konsekwencji
skoncentrowaniu wysitku na osiagnieciu $cistej unifikacji tych pierwszych

w pewne] zamknietej konwencji, przy zatozeniu, ze unifikacja pozostatych albo
nie ma istotnego znaczenia, albo jest wyprowadzalna z poprzedniej. Typowymi
przykladami sg ,systemy §wiata”, takie jak np. Laplace’a, ktore, opisujac
zjawiska typu mechanicznego, byly traktowane przez zbyt entuzjastycznych
interpretatoréw jako ogdlne modele calodci §wiata.

Kilku czolowych fizykéw o inklinacjach filozoficznych nawoltuje do powrotu
do zalozen filozofii pitagorejsko — platoniskiej i poszukiwania jednoéci nauki
poprzez sprowadzenie wszystkiego co zachodzi w naturze - do praw fizyki,

a tych z kolei — do struktur matematycznych. Z takim programem wystapit
laureat Nagrody Nobla z 1932, wspdttwérca mechaniki kwantowej (tworca
zasady nieoznaczonosci) W. Heisenberg ([Hel], por. réwniez [He2] i [He3]),

a kontynuowal jego uczen (twdrca wzoru na energie wigzania jader atomowych,
odkrywca tzw. cyklu weglowego) C. F. Weizsacker ([We], por. réwniez

[OP)]). Weizsicker stwierdza: ,, Uwazam, ze jest mozliwe, 12 fizyke jako nauke
podstawowq da si¢ zakonczyé, tzn. wszystkie jej podstawowe prawa dadzq sig
odkryé,. .. . Fizyka wiedy znajdzie swe zakoticzenie, kiedy okaze si¢ naukq
strukturalistyczng o najprostszych elementach systemu, prostych i dajgcych

sig empirycznie rozstrzygac alternatywach”. Przez nauke strukturalistyczna
Weizsacker rozumie matematyke. ,, W ten oto sposdbd” — jak zauwazyli Olezyk

i Przanowski w [OP] — ,fizyka ostateczna przeksztalca si¢ u niego w specyficany
system dedukcyjny, w ktdrym kaide rozwigzanie ma swojq inferpretacje
empiryczng’ .

Nalezy jednak podkreslié, ze — w przeciwienstwie do Weizsackera — Heisenberg
nie wierzyl w mozliwosé¢ ,zakonczenia fizyki”.
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Weryfikacje teorii poprzez do§wiadczenie uwaza Weizsdcker za nierozstrzygalna,
gdyz kazde do§wiadczenie musi by¢ poprzedzone przyjeciem pewnej teorii.

A zatem to nie do§wiadczenie powinno decydowaé o przyjeciu, lub odrzuceniu
teorii, lecz prawa ogdlne powinny by¢ tak wiarygodne, jak dofwiadczenie
(poglebiona dyskusje tych pogladéw oraz znaczenia pojecia ,doéwiadczenie”

u Weizsakera mozna znalezé w [OP]).

, W. Heisenberg zwrdcit uwage na to, ze rozwdj fizyki dokonuje si¢

w nastepujacych po sobie ,systemach zamknietych”, z kiorych poiniejsze
zawierajg wczesniejsze jako pewne przypadki graniczne. Szerszy system wigze
przy tym zjawiska, kidre dla wezszego byty nie powiqzane, szerszy system jest
blizszy ideatu jednosci fizyk?” . ,,Fizyka ponewtonowska tworzy na coraz wyzszych
stopniach abstrakcyjng jednosé roznorodnych zjawisk. Elektrodynamika lgczy
elekirycznosé, magnetyzm i swiatlo, teoria kwantow mechanike ¢ chemie, ogolna
teoria wzglednosci strukture przestrzent ¢ site ciezkosct”. Heisenberg twierdzit,
ze ,przyroda jest przeciez matematycznie prosta”, co Weizsacker uzupehia :
yteorie stajq sie w zasadzie coraz prostsze”. W tym dopatruje sie Weizsacker
przyszlych zrebéw jednosci fizyki. Jezeli nawet te poglady moga wydadé sie
nazbyt idealistyczne, to fakt, ze sa to przemyslenia jednych z najwybitniejszych
postaci wspdlczesnej fizyki powinien by¢ znaczacy dla matematykéw.

Warto zaznaczy¢, ze zblizony program tzw. redukcjonizmu w nauce prébuje sie
realizowa wychodzac z przestanek czysto materialistycznych, traktujac fizyke,
a dokladniej teorie czastek elementarnych, jako teorie bazowg wobec innych
dziedzin nauki.

Poglady te bezposrednio wpisuja sie w klasyczne zagadnienie filozoficzne:
dlaczego przyroda jest matematyczna. Zagadnienie to bylo dyskutowane m.

in, w [F], [K] oraz [M]. Nie zamierzamy tutaj zajmowaé stanowiska w owej
dyskusji, a jedynie nawiaza¢ do ,niepojetej skutecznoéci matematyki w naukach
przyrodniczych”.

2. Niepojeta skuteczno$é matematyki?

W roku 1960 Eugene Paul Wigner, wybitny fizyk amerykanski pochodzenia
wegierskiego (laureat nagrody Nobla z 1963 roku) opublikowal artykut

[W] o znamiennym tytule: ,Niepojeta skutecznoéé matematyki w naukach
przyrodniczych” (ktérego oméwienie mozna znalezé w [D], [B], por. takze [M]).

Podstawows teza Wignera jest, ze ,przedziwna skutecznosé matematyki w
naukach przyrodniczych jest czyms$ graniczqcym z tajemnica i zZe nie ma dla

niej Zadnego racjonalnego wyjasnienia’. Matematyke trakiuje Wigner jako
nauke ,,0 zrecznych operacjach na pojeciach i regutach wymyslonych wyltgeznie
w tym celu”. Wigner przyznaje wprawdzie, ze , pojecia matematyki elementarnej
a zwlaszcza elementarnes geometrit zostaly sformutowane, by opisaé wielkosc:
bezposrednio podsuwane przez dostepny Swiat’. Stwierdza jednak, ze ,to samo nie
jest jednak prawdq, gdy chodzi o bardziej zaawansowane pojecia, w szczegdlnosci
te pojecia, ktore grajq tak wazng role w fizyce”. Wiekszoéé zaawansowanych
poje¢ matematycznych, do ktérych Wigner zalicza np. liczby zespolone, jest
wymysélona w taki sposéb, aby matematycy mogli na nich ,, demonstrowaé

swojg pomystowosc © zmyst formalnego pickna”. Jezeli uzna sie, ze takie sa
wlaénie podstawy dzialalnodci matematyka, to rzeczywiscie ,irudno jest unikngd
wrazenia, ze stajemy tu wobec cudu, zupetnie poréwnywalnego w swej uderzajgce;
naturze z cudem polegajacym na tym, ze ludzki umyst moze wiqzaé razem tysiqce
argumentow bez wpadania w sprzecznosé, lub z dwoma cudami: istnieniem praw
przyrody 1 zdolnoscig umystu do ich przepowiadania”. Konkludujac Wigner
stwierdza ,Stosowanie jezyka matematyki do formulowania praw fizyki jest
cudownym darem, ktdrego ani nie rozumiemy, ani nan nie zastugujemy” .

Z pogladami Wignera mogina skontrastowaé poglady zwolennikéw ewolucyjnej
teorii poznania. Vollmer ([V], por. [Ku]) stwierdza: ,,Nasz aparat poznawczy
jest wynikiem ewolucyi. Subiektywne struktury poznawcze pasujq do $wiata, gdyz
w czasie ewolucyi powstaly jako adaptacje do realnego Swiata”.
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Wsréd matematykéw mozna znalezé zwolennikéw idei, ze matematyka jest
rodzajem sztuki kreatywnej, jak muzyka, lub malarstwo, ktéra istniataby nawet
bez zadnych zastosowar praktycznych. Logik i matematyk amerykanski Halmos
([Hal], por. [B]) przyznaje, ze matematyka — podobnie jak malarstwo — ma
swoje #rédla w éwiecie realnym, ale ,,malarz nie jest aparatem fotograficznym,

a matematyk nie jest inZynierem”.

Browder i McLane ([BM], por. [B]) polemizuja z teza Wignera (e matematyka
jest jedynie formalna manipulacja symbolami) uznajac ja za doktryne
formalistyczna w swej najbardziej wulgarnej postaci. ,, W jaki sposob gra symboli
bez istolnego znaczenia mogtaby mieé jakgkolwiek relacje 2 procesami swiata
fizycznego?” — pytaja matematycy amerykaiiscy. ,Z uwagi na swoje Zrodto

i swojg nature — dodaja — matematyka nie jest w niepojety sposéb skuleczna, lecz
jest po prostu skuteczne w sposéb racjonalny”.

3. Modele matematyczne

Pojecie modelu matematycznego w naukach przyrodniczych jest uzywane

w réznych kontekstach. Czasem rozumiane jest ono bardzo ogdlnie jako
przyporzadkowanie obiektu matematycznego (np. ukladu réwnai rézniczkowych)
wyodrebnionej klasie obiektéw lub proceséw przyrodniczych. W tym rozumieniu
pojecie modelu matematycznego zbliza si¢ do pojecia teorii zmatematyzowane]
zwiazanej z pewnym obiektem matematycznym (najczeéciej réwnaniem),

np. réwnanie Newtona i mechanika klasyczna lub réwnanie Schrodingera

i mechanika kwantowa.

W wezszym sensie przez model matematyczny rozumie si¢ strukture
matematyczna odnoszaca sie do konkretnego zjawiska przyrodniczego
skonstruowana specjalnie dla wyjadnienia tego zjawiska, i najczesciej bedaca
efektem przyjecia dodatkowych zalozent wykraczajacych poza grunt teorii
podstawowych. Przyjmijmy za R.Aris [A] nastepujace okreSlenie:

Model matematyczny jest dowolnym, petnym i niesprzecznym uktadem réwnan
matematycznych, majgcych odpowiadaé jakiejs wielkosci, jego prototypowr. Ten
prototyp moze byé wielkosciq fizyczng, biologiczng, spoleczng, psychologiczng czy
pojeciowq, a nawet innym modelem matematycznym.

Dodajmy, ze czasami zamiast réwnaii modelami moga by¢ bardziej
skomplikowane struktury matematyczne.

Skonstruowanie modelu matematycznego zwykle jest poprzedzone
rozumowaniem heurystycznym, ktdrego celem jest wyodrebnienie cech
(wielkosci) istotnych dla przebiegu danego zjawiska, ustalenie, jakie istniejace
teorie podstawowe obejmuja to zjawisko oraz ktére sposréd parametréw

i zmiennych sa mierzalne empirycznie i przez to moga stuzy¢ do weryfikacji
modelu. Na to skladaé sie moga rozwazania czysto teoretyczne, ale takze
eksperymenty, w tym symulacje numeryczne. Efektem koncowym winien by¢
jaki$ dobrze okreslony, przynajmniej z formalnego punktu widzenia, obiekt
matematyczny (np. liczba niewiadomych winna odpowiadaé liczbie réwnar).

Warte tu podkredlié, ze 6w model matematyczny nie powstaje w sposéb
indukcyjny z faktéw empirycznych. Jest on pewna hipoteza wypracowana

w wyniku spekulacji, a nawet odgadywania. Powinien by¢ jednak tak
skonstruowany, by umozliwial poddanie sie testom ukierunkowanym na jego
odrzucenie. Wedhug powszechnie dzi§ uznawanych kryteriéw metodologicznych
Karla Poppera [P] model badz teoria, po przejéciu takiego testu, zyskuja
pewien stopiefi wiarygodnosci i mozna je uwazaé za czasowo ustalone, ale nigdy
za dowiedzione. Dodajmy, ze zrédet takiej metodologii mozna doszukaé sie

u Archimedesa (por. [Hl]), u ktérego daje sie dostrzec nastepujacy schemat
postepowania:

~ obserwacje oraz pomiary réznych wielkosci,
— konstrukcja myslowa, czyli model matematyczny,
~ poréwnanie z wynikami pomiaréw.
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Konstruujac model powinno by¢ sie, przynajmniej wstepnie, przekonanym, ze
odpowiednie zagadnienie matematyczne ma rozwiazanie. Wedtug klasycznego
i zarazem rygorystycznego kryterium Hadamarda model matematyczny bedacy
ukladem réwnan rézniczkowych winien spelniaé trzy warunki (tzw. poprawnosé
modelu w sensie Hadamarda [H]), ktére bynajmniej nie sa weryfikacja modelu, a
jedynie pewnym jego kryterium dopuszczalnosci:

i) istnienie rozwiazan,

ii) jednoznaczno$é¢ rozwiazar,
i11) stabilno$¢ rozwigzan wzgledem warunkéw poczatkowych i innych danych

wystepujacych w modelu.

Drugi warunek nawiazuje do postulatu determinizmu. W trzecim warunku
chodzi miedzy innymi o to, aby rozwiazania rownan zalezaly w sposéh ciagly
od warunkéw poczatkowych. Wszelkie pomiary wielkosci fizycznych obarczone
sa bledem, dlatego wymaga sie, aby rozwiazania odpowiadajace bliskim danym
(w ramach bledu pomiarowego) réinily si¢ nieznacznie w odniesieniu do
ustalonego odcinka czasu.

Kryterium poprawnosci wg. Hadamarda wyznacza pewien kierunek badan
matematycznych. Czesto zdarza sie, ze badane zagadnienie ma wiele rozwiazan
(np. bifurkacje rozwigzan przy pewnych krytycznych wartodciach parametrdw).
Moze to by¢ charakterystyczna cechg procesu (np. zjawiska typu histerezy),

w innych przypadkach taka sytuacja zmusza do odpowiedzi na pytanie: jaki
fizycznie sensowny warunek trzeba doda¢ do modelu, aby implikowal on
jednoznaczno$é rozwiazan.

Na tym etapie konstrukcji modelu przyrodnik powinien wspdlpracowaé
z matematykiem, by odpowiedni model by}l poprawnie sformutowanym
zagadnieniem matematycznym.

Podstawowe trudnosci w formutowaniu modelu matematycznego polegaja,

z jednej strony, na wyborze wtasciwych (tj. mierzalnych) parametréw
fizycznych i znalezieniu odpowiednich obiektéw matematycznych, w zgodzie

z ogblnymi teoriami, a z drugiej za$, na dojéciu do mozliwie prostych struktur
matematycznych. Celem przyjecia postulatu prostoty jest otrzymanie takiego
modelu matematycznego, co do ktérego mozna zywié nadzieje, ze jego wlasnoéci
mozna badaé na drodze analitycznej, lub na drodze przyblizania rozwiazania za
pomoca efektywnych algorytmdw numerycznych.

Trudno zatem stwierdzié, ze przyblizamy sie w takim procesie ,,do
rzeczywistoSci”, raczej, chcace ja zrozumieé, oddalamy sie od niej na tyle, by
uchwycié istote zjawisk i jednoczednie znaleié prosta strukture matematyczna
dla ich opisu (por. Zakoficzenie).

Zwréémy tu uwage na niektore strategie postepowania prowadzace do
skonstruowania modelu matematycznego.

I. Réwnanie stanowiace model matematyczny moze byé wyprowadzone

z réwnan odpowiedniej teorii podstawowej przez zastosowanie tzw. metody
malego parametru (o ktérej obszerniej piszemy w nastepnym paragrafie).

W praktyce sprowadza si¢ to do wyodrebnienia, w réwnaniach ogdlnej teorii,
cztonu poprzedzonego malym parametrem (wybdr parametréw w réwnaniach
ogdblnej teorii np. statych materialowych ,konkretyzuje” model ustalajac relacje
miedzy parametrami) i przejéciem z tym parametrem do zera. W konsekwencji
otrzymujemy réwnania bedace uproszezeniem wyjéciowych. Przejécie z matym
parametrem do zera oznacza zaniedbanie jakiego§ oddzialywania bad# efektu
w sytuacji, gdy spodziewamy si¢, ze maja one nikly wplyw na przebieg
modelowanego zjawiska.

Przyklad 3.1. Nawet najprostsze procesy biologiczne charakteryzuje

udzial wielu czynnikéw bezposrednio oddzialujacych ze soba. Analiza tak
skomplikowanych uktadéw jest praktycznie niemozliwa i dlatego istotna role
spelniaja metody pozwalajace uproéci¢ zagadnienie. Moze to sie odbywaé (por.
[CRS]) poprzez wyodrebnienie czynnikéw zmieniajacych sie bardzo wolno oraz
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bardzo szybko w stosunku do zmian tych czynnikéw, ktére uznamy za ,bazowe”.
Tego typu postepowanie prowadzi do redukeji wyjsciowego uktadu do pewnego
uproszczonego ukladu przyblizajacego dany uklad. Przyblizenie realizuje sie
poprzez odpowiednie przejscie graniczne parametrow charakteryzujacych
szybkoéci zmian poszczegdlnych czynnikéw (por. [C, CRS, Om]). W efekcie
otrzymujemy opis dynamiki czynnikéw ,bazowych”, przy zalozeniu, ze
zmienno$¢ czynnikéw powolnych mozna zaniedbad, a czynniki szybkie osiagnety
stan réwnowagi. Tego typu uproszczenia stosuje sie efektywnie przy opisie
reakcji enzymatycznych (por. [CRS]).

Warto tu dodaé, ze udowodnienie zbieznosci rozwiazan réwnan teorii do
rozwigzan nowego modelu, gdy maly parametr zbiega do zera, nastrecza zwykle
wiele powainych trudnoéci matematycznych (por. przyktady 5.5, 5.6, 5.7).
Mimo to model powstaly w wyniku tej procedury zwykle uznaje sie za dobrze
ugruntowany.

II. Czesto zdarza sig, ze nie znamy adekwatnej teorii podstawowe], badz nie
jest ona w dostatecznym stopniu zmatematyzowana. Taka sytuacja ma miejsce,
na przykltad, w naukach biologicznych, medycznych i spotecznych, a ogdlnie
wystepuje wtedy, gdy mamy do czynienia ze zjawiskami ztozonymi, na ktorych
przebieg wplywa wiele czynnikdw réznego typu, trudnych do jednoczesnego
uchwycenia. Wtedy model matematyczny musi byé skonstruowany niejako od
»samego poczatku”.

Wyodrebnia sie wtedy pewne elementy badanego ukladu i ich pewne
cechy, ktére wydaja sie najistotniejsze. Celem modelu matematycznego
Jjest wtedy wyrazenie, za pomoca termindéw matematycznych, odzialywan
miedzy elementami ukladu oraz ewentualnie odziatywan elementéw ukladu
7 otoczeniem.

Takie modele najczeéciej nie sa weryfikowalne ilosciowo, tzn. réznica miedzy
warto$cig rozwiazania i danymi empirycznymi moze byé bardzo duza. Mozna
wtedy méwié o weryfikacji jakoSciowej, tzn. pordwnywaé pewne cechy
jakoéciowe rozwiazan (np. istnienie orbit okresowych dla uktadu réwnan
rézniczkowych) z pewnymi cechami charakterystycznymi danych empirycznych
lub obserwacyjnych. Rolag modelu matematycznego jest tu zwrécenie uwagi na
pewne zaleznoSci miedzy elementami badanego ukladu, ktére sa niedostrzegalne
na poziomie czysto opisowym. Model matematyczny moze zatem poglebié
rozumienie danego zjawiska 1 zasugerowaé kierunek dalszych badai.

III. Ostatnio coraz czesciej przy konstruowaniu modeli matematycznych stosuje
si¢ symulacje komputerowe i tzw. eksperymenty numeryczne, wykorzystujace
metody grafiki komputerowej. Czesto, zanim odpowie sie na pytanie, czy

istnieje rozwigzanie odpowiedniego problemu (i jakie ma wlasnosci jakosciowe),
implementuje si¢ schemat numeryczny przyblizajacy ,spodziewane” rozwiazanie
zagadnienia wyjéciowego prébujac okredlié, czy wlasnosci rozwiazania
numerycznego odzwierciedlaja efekty znane z empirii. Niejednokrotnie jest
wielka sztuka oddzielenie efektéw czysto numerycznych (zwiazanych, na
przyklad, z kumulacja btedéw zaokraglen) od spodziewanych wlasnosci
rozwigzan.

Postepuje sie tak nie wiedzac jeszcze, czy istnieje rozwiazanie odpowiedniego
zagadnienia i czy dany schemat numeryczny jest zbiezny do rozwiazania.
Schemat numeryczny winien jednak spelniaé pewne kryteria poprawnoéci
(tzw. konsystentnos¢ i numeryczna stabilno§é).

Model matematyczny, ktéry ,przejdzie” przez tego typu wstepny test, uwaza sie
za dopuszczalny 1 staje sie on obiektem badan dla matematykéw.

Warto podkresli¢, ze modelowanie matematyczne jest niewyczerpanym
zrédlem zagadnien matematycznych, czesto wykraczajacych poza sfere tzw.
matematyki stosowane], a wigc, przynajmniej w zamierzeniu, utylitarnej.
Bardzo czesto bywa tak, ze zagadnienia powstale na tym gruncie ,odrywaja
si¢ od rzeczywistoéci” stajac si¢ przedmiotem badan czysto matematycznych.
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Sa dziedziny matematyki, ktére trudno sobie wyobrazié w obecnej postaci
bez tego stalego Zrédla inspiracji np. teoria ukladéw dynamicznych, teoria
réwnan czastkowych, analiza nieliniowa czy teoria proceséw stochastycznych,
by wymienié tylko niektdre.

Przyktad 3.2. Elementami ukladu (np. ekosystemu) moga byé wybrane
populacje pewnych gatunkéw zamieszkujace na danym terenie, wybrana cecha
moze by¢ liczebnod¢ populacji, rozklad wiekowy itp. Odzialywanie miedzy
populacjami moze by¢ antagonistyczne (typu drapieznik-ofiara), konkurencyjne
(wspdélzawodnictwo o dostep do zasobdw pokarmowych) bad? kooperatywne
(symbioza). Kazde z tych oddzialywail prowadzi oczywiscie do réznych funkeji
opisujacych tempa zmian liczebnosci populacji.

Przedstawimy przyktad rozumowania prowadzacego do skonstruowania
stosunkowo prostego modelu matematycznego opisujacego zmiane liczebnoéci
populacji ofiar i drapieznikéw.

Chcemy opisa¢ zmiany liczebnosci dwéch populacji antagonistycznych
uwzgledniajac jedynie odzialywanie migdzy tymi populacjami i pewne cechy
demograficzne kazdej populacji z osobna.

Oto gldwne zatozenia, prowadzace do konstrukcji modelu matematycznego.

(Z1) Ograniczamy rozwazania do dwéch populacji dokonujac tym samym
wyboru dwéch elementéw z catego ekosystemu. Taka redukcja jest uzasadniona,
jesli liczebnod¢ populacji ofiar jest kontrolowana gléwnie przez populacje
drapieznika i jezeli dominujacym sktadnikiem pozywienia drapieznika sa osobniki
z populacji ofiar (maja najistotniejszy wplyw na przyrost biomasy). Obserwacje
pozwalaja stosunkowo doktadnie rozpoznaé gléwne sktadniki ,menu” kazdego
gatunku.

(Z2) Populacje rozmnazaja si¢ w sposdb ciagly tak, ze osobniki z réznych
pokolen wspétegzystuja w pewnym przedziale czasu. Uprawniony jest zatem
model z czasem cigglym.

(Z3) Osobniki obu populacji zamieszkuja na okreslonym terenie, ktérego
nie opuszczaja (nie uwzgledniamy migracji). Rozmieszczenie osobnikéw na
tym terenie jest réwnomierne. Nie uwzgledniamy przestrzennego rozktadu ich
wystepowania.

(Z4) Populacja drapieznika natychmiast ,odpowiada” na wzrost liczebnosci
ofiar. Innymi stowy, pomijamy efekt opéznienia (w czasie) pomiedzy wzrostem
liczebnoéci ofiar i reakcja (w postaci wzrostu przezywalnoscei potomstwa)
populacji drapieznika. Na przyktad, niektére drobne ssaki maja tak duze tempo
reprodukeji, ze reaguja na wzrost liczby ofiar jeszcze w tym samym sezonie (por.
[Ho]). ‘

(Z5) Wéréd osobnikéw populacji ofiar ma miejsce konkurencja o ograniczone
zasoby pokarmowe. Powoduje ona ograniczenie tempa wzrostu liczebnoéci ofiar
do pewnej wartoici, a potem jej spadek do zera. Nie uwzgledniamy konkurencji
wsréd drapieznikéw. Czesto zdarza sie, ze drapiezniki zyja w populacjach na tyle
rozrzedzonych, ze bezpoéredni wptyw wzajemny poszczegdlnych osobnikéw jest
pomijalnie maty. '

(Z6) Osobniki rozwazanych populacji sa dostosowane do stalego érodowiska,

w ktérym zyja. Nie uwzgledniamy tu wplywu proceséw ewolucyjnych, ktérych
przebieg jest zdecydowanie wolniejszy w stosunku do tempa zmian liczebnoéci
badanych populacji. Pozwala to przyjaé, ze parametry charakteryzujace cechy
gatunkowe (np. wydajnos¢ uktadu pokarmowego, rednia liczba potomstwa itp.)
sg niezmienne w interesujacej nas skali czasu (por. Przyktad 3.1).

Niech zatem V(t) oznacza gestodé populacji ofiar (tj. érednig liczbe osobnikéw
przypadajaca na jednostke powierzchni) w chwili ¢, a P(t) gestoé¢ populacji
drapieznika.
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Sformulujemy réwnania opisujace zmiane P oraz V w czasie. Przyrost populacji
ofiar AV i drapieznika AP w przedziale czasu At jest wywoltany dwoma
czynnikami: ,wewnetrznym” tempem wzrostu kazdej z tych populacji oraz
efektem oddzialywania miedzy nimi. Otrzymujemy zatem:

e AV = Ri(V)At — Fy(V)PAt,
( ' ) AP = Rg(P)At+ FQ(V,P)At,

gdzie:

Ri(V), R2(P) - tempa wzrostu populacji ofiar i drapieznika, odpowiednio,
zwiazane z cechami demograficznymi i érodowiskowymi,
okreélone przy zalozeniu braku oddzialywania miedzy
populacjami;

Fy(V) - odpowiedz drapieznika na wzrost liczby ofiar okreslajaca
érednia liczbe osobnikéw populacji ofiar konsumowana przez
jednego drapieznika w jednostce czasu;

F»(V,P) — przyrost populacji drapieznikéw wywolany przez konsumpcje
ofiar.

Dzielac kaide z réwnan przez At i prayjmujac, ze wszystkie wystepujace
w réwnaniach funkcje sa rézniczkowalne, otrzymujemy nastepujacy uktad
réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

= Ri(V) - B()P,
(3.2) o
Ef— = Rz(P) - FQ(V, P) "

W ramach takiego opisu mozna uwzglednié¢ rézne modele szczegétowe, poprzez
nadanie funkcjom wystepujacym w (3.2) konkretnej postaci. Przyjmijmy zatem
zgodnie z zalozeniem Z5 , ze :

(3.3) Ri(V)=1rV (1 - _kV_> oraz Ro(P)= —dP,

gdzie r jest- wspdtczynnikiem rozrodczodci ofiar, d — wspétezynnikiem
émiertelnoéci populacji drapieznika, a k okreSla tzw. pojemnosé érodowiska
wyrazona jako ,stabilna” warto$é gestoéci populacji mogacej egzystowaé w danej
niszy ekologicznej. Zauwazmy, ze wtedy R;(k) = 0. Powyzsza postaé funkcji Ry
zostata zaproponowana przez Verhulsta, a okresla ona tzw. logistyczny wzrost
populacji.

Uwzglednia sie rézne typy funkcji odpowiedzi drapieznika na wzrost liczby
ofiar. W standardowym modelu Lotki-Volterry [Vo] przyjmuje sie, ze odpowiedz
drapieznika jest wprost proporcjonalna do gestoéci populacji ofiar. Bardziej
realistyczne wydaje sie przyjecie, ze liczba ofiar konsumowana przez jednego
drapieznika, w jednostce czasu, nie przekracza pewnej liczby niezaleznie od
stopnia dostepnosci ofiar. Ksztalt funkeji odpowiedzi moze byé ustalony

na podstawie obserwacji, badz eksperymentéw ([Ho]). Jeden z rozwazanych
typéw odpowiedzi jest okreSlony przez nastepujace warunki: F jest funkcja
ograniczona, wklesla oraz F1(0) = 0.

Uwzgledniajac Z4, przyjmujemy, ze przyrost populacji drapieznikéw jest
proporcjonalny do liczby ofiar zjadanych przez drapieznika w jednostce czasu.
Zatem

Fy(V,P) = bFy(V)P,

gdzie b jest parametrem uwzgledniajacym kalorycznoéé” pokarmu oraz
wydajnoéé ukladu pokarmowego drapieznika.

Naszym celem bylo przedstawienie pewnych elementéw konstrukeji modelu
matematycznego. Przedstawienie dalszej analizy ukladu réwnan (3.2) przekracza
ramy tego artykutu: zainteresowanych odsylamy do [Wr].

Zwréémy jednak uwage na niektdre wlasnoédci rozwiazan. Istnienie rozwiazan
lokalnie w czasie 1 ich jednoznaczno$¢ wynika wprost z ogdlnej teorii réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. Dalsza analiza wymaga zastosowania jakosciowe]
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teorii réwnan rézniczkowych. Mozna udowodnié, ze rozwiazania startujace
z danych poczatkowych
V(0)=W, P(0)=PF,

gdzie Vo > 0, Py > 0 sa funkcjami ograniczonymi oraz

V(it)y>0, P@t)>0 dla t>0.
Dla pewnych wartosci parametréw uktad (3.2) ma trajektorie okresowe,
a dokladniej tzw. cykle graniczne. Dodajmy, ze problem liczby cykli granicznych
dla tego typu ukladéw nie jest do tej pory w pelni rozwiazany (por. [Wr])
i nawiazuje do drugie] cze$ci XVI problemu Hilberta, dotyczacego liczby cykli
granicznych dla uktadéw dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych o prawych
stronach wielomianowych (por. [Z]).

Znane sa dane obserwacyjne $wiadczace o okresowym wahaniu liczebnosei
populacji ofiar i drapieznika [U]. Analiza modelu matematycznego wskazuje tu
miedzy innymi, ze wahania liczebnosci populacji daja sie wyjasnié, gdy wezmie
sie pod uwage jedynie oddzialywania miedzy osobnikami obu populacji, bez
koniecznosci uwzgledniania dodatkowego trzeciego czynnika ,wymuszajacego”
te wahania.

Omdéwiony model miesci sie w nurcie klasycznej ekologii matematyczne;j.
Zainteresowanego Czytelnika mozemy odestac¢ do ksiazki [U], gdzie mozna
znalezé krytyezny przeglad tego typu modeli.

W przypadku modeli uwzgledniajacych odzialywanie wiekszej od dwéch

liczby populacji pelna analiza modelu staje sie bardzo trudna i prowadzi do
zaawansowanych zagadnien z zakresu teorii uktadéw dynamicznych (np. istnienie
zbioréw niezmienniczych, dziwnych atraktoréw itp.).

Na zakoniczenie naszych rozwazan o modelach zacytujmy, z ksiazki ,,Swiat
Matematyki” [DH], nieco krytyczna opinie o epistemologicznej roli modeli
matematycznych:

e - - wszystko to doprowadzito do pragmatycznego uznania modelu jako ,rzeczy
chwilowej”, bardziej dogodnego przyblizenia stanu rzeczy niz wyrazanie odwiecznej
prawdy. Model moze by uznawany za dobry lub zty, prosty lub skomplikowany,
estetyczny lub okropny, uzytecany lub bezuzyteczny, w mniejszym natomiast
stopniu jako ,prawdziwy” lub ,falszywy”.”

4. Jedno$é jako harmonia w wielo$ci

Dla danego zjawiska przyrodniczego moze istnie¢ kilka teorii (modeli)
opisujacych jego przebieg. Szczegdlnie czesto jest tak w fizyce, gdzie funkcjonuje
wiele réznych réwnan bedacych modelami matematycznymi podstawowych
zjawisk z, lepiej lub gorzej, okreSlonymi zakresami stosowalnoéci. Wybér modelu,
whasciwego dla danego zjawiska, czestokroé jest jedynie intuicyjny, a zawsze jest
kompromisem miedzy prostota opisu i ujeciem podstawowych wlasnoéci danego
zjawiska (por. Rozdzial 3).

Jednakze skutecznosé matematycznego modelowania przejawia sie réwniez

w tym, ze modele, wybrane w tak malo precyzyjny sposdb, opisuja aspekty
danego zjawiska nawet dos¢ odlegte od tych, ktére stanowily kryterium wyboru
opisu. Zatem réwnania okre$lajace model wykraczaja poza informacje w nie
wlozone (por. [M] - str. 2): ,réwnania sa madrzejsze niz ci, ktérzy je pisali”
(Hertz).

Pierwszy krok ku jednosci wiedzy moglby polegaé na dazeniu do skonstruowania
~geste]” struktury teorii 1 modeli, o dobrze sprecyzowanych relacjach pomiedzy
nimi, z okreslona klasyfikacja pozwalajaca dla danego zjawiska stwierdzié,

w ramach jakich teoril mozliwy jest opis poszczegdlnych jego aspektéw. Zatem
dochodzenie do jednosci przyrody moze by¢ realizowane poprzez poszukiwanie
jednodci opisu $wiata. Tym bardziej wiedza o §wiecie bedzie wiarygodna, im
wyraznie] beda widoczne relacje miedzy réznymi opisami.
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Role matematyka w tym procesie widzielibySmy w szukaniu matematycznych
zwiazkéw miedzy rozwiazaniami réwnan odpowiadajacych réznym teoriom, lub
réznym modelom, opisujacym to samo zjawisko przyrodnicze.

Pozostaje jednak pytanie: jak realizowaé taki program. Oczywiicie, trudno
oczekiwaé jednoznaczne] odpowiedzi. Wydaje sie jednak, ze duza role
powinna tu odegraé teoria zaburzen (w tym zaburzen osobliwych) oméwiona
w nastepnym rozdziale.

5. Osobliwe zaburzenia

Relacje miedzy dwoma, w jakim$ sensie , przystajacymi” modelami (badz
teoriami) mozna badaé w ten sposéb, by w ramach jednego z tych modeli
wyodrebnié pewien parametr, majacy sens fizyczny i taki, ze graniczne przejécie
tego parametru do pewej krytycznej wartosci, oznacza przejécie od jednego
modelu do drugiego.

Podajmy kilka przyktadow.

Przyklad 5.1. Rozwazmy mechanike klasyczna i mechanike relatywistyczna.
W tej drugiej wyodrebnijmy parametr v > 0 okreslajacy stosunek
charakterystycznej predkosci zjawiska do predkosci Swiatta. Przejscie graniezne
v — 0 oznacza ,przejScie od mechaniki relatywistycznej do mechaniki
klasycznej”.

Przyklad 5.2. Rozwazmy mechanike klasyczna 1 mechanike kwantowa.
Przejécie H — 0, gdzie H jest stosunkiem stalej Plancka do charakterystycane)
wielkosci momentu pedu, oznacza ,przejscie od mechaniki kwantowej do
mechaniki klasycznej”.

Przyklad 5.3. Rozwazmy teorie plynu nielepkiego i teorie pltynu lepkiego. Jezeli
Re jest tak zwang liczba Reynoldsa, tzn. bezwymiarowym parametrem, ktérego
odwrotnoéé okresla ,rozmiar lepkosci”, to przejécie Re — +00 oznacza ,przejscie
od teorii ptynu lepkiego do teorii plynu nielepkiego”.

Przyktad 5.4. Rozwazmy opis materii ,na poziomie makroskopowym”

w ramach teorii oSrodka ciaglego oraz opis ,mikroskopowy” w ramach teorii
kinetycznej. Jezeli Kn jest tzw. liczba Knudsena, tzn. bezwymiarowym
parametrem okreslajacym ,rozmiar drogi, jaka czastka przebywa $rednio miedzy
kolejnymi zderzeniami”, to przejscie Kn — 0 oznacza ,przejscie od opisu
mikroskopowego do opisu makroskopowego”.

W matematycznym sformutowaniu powyzsze zagadnienia sprowadzaja sie do
badania zachowania rozwiazan réwnania modelowego, gdy pewien parametr,
zawarty w owym réwnaniu, zbiega do swojej krytycznej wartoéci. Mozna
oczywiscie przyjat, ze ta krytyczna wartoscia jest 0, i rozwazal ,zagadnienie

z malym parametrem”. W wiekszosci przypadkéw tego typu zagadnienia
prowadza do trudnych probleméw teorii osobliwych zaburzeri (por. [Om]).
Trudnoéci zwiazane sa ze zmiang typu réwnania. Moga pojawié sie efekty
warstwy poczatkowe]j, warstwy brzegowe]j 1 fal uderzeniowych, ktérych waznosé
w matematyce doréwnuje waznosci odpowiednich efektéw w przyrodoznawstwie.
Przyktady tego typu zagadniehi podamy ponizej.

Teoria oscbliwych zaburzeil narodzita sie na III Miedzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Heidelbergu w 1904 roku, a jej ojcem byt L. Prandtl, ktdry
zaprezentowal odczyt ,,O ruchu plynéw z maltym tarciem” [Pr]. Prandtl
zbudowal teorie warstwy brzegowej dla przeplywu plynu o malej lepkosci (por.
Przyktad 5.3).

Duzym impulsem dla rozwoju teorii osobliwych zaburzen byta praca

D. Hilberta [Hi], ktéry badal operatory pojawiajace sie w teorii kinetyczne]
jako przyklady operatoréw catkowych. Praca ta Hilbert rozpoczal badanie
zwiazkéw miedzy opisem mikroskopowym a makroskopowym (patrz Przykiad
5.4) dokonujac niewatpliwie przetomu w fizyce. Pokazuje to, ze nie tylko
Wfizyka, ktéra przy badaniu przyrody sama szeroko korzysta z poznanych metod
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¢ Srodkéw matematycznych, ,odwdziecza sie” matematyce stawianiem nowych
problemdw matematycanych, ktore po ,edukacji” matematycznej mogq byé
efektywnie wykorzystane do rozwigzywania zagadnien fizycznych” ([S]), ale
sama matematyka (albo przynajmniej matematycy) moze powodowaé przetomy
w fizyce.

Rozwazmy dwa przyklady ilustrujace zjawiska pojawiajace sie w teorii
osobliwych zaburzen.

Przyklad 5.5. Warstwa poczatkowa. Rozpatrzmy dwa réwnania opisujace
zachowanie sie pewnej wielkosci & w czasie ¢:

(6.1) r=1
oraz
(5.2) citz=1,

gdzie € > 0 jest malym parametrem. PrzejScie € — 0 oznacza przejicie od ,teorii”
(5.2) do ,teorii” (5.1) (uméwmy sig, ze nie zauwazamy trywialnodci naszych
teoril).

Réwnanie (5.2) uzupelniamy o warunek poczatkowy
(5.3) 2|,z0 = %o,

gdzie zg jest zadanym poczatkowym (¢ = 0) stanem wielkoéci z.

Jedynym rozwiazaniem zagadnienia (5.2-5.3) jest funkcja
(5.4) Ze(t) =14 (zo— 1)e™ F
dla t > 0. Zauwazmy, ze dla kazdego ¢ > 0 mamy
Ii () =1.
Jm, ()

Dla z¢ # 1 mamy

To pokazuje, ze zbieznos¢ ¢ — 0 nie jest jednostajna w zadnym (prawostronnym)
otoczeniu ¢ = 0. Tego typu zachowanie nazywa sie warstwa poczatkowa i wiaze
si¢ z nim pewne otoczenie (prawostronne) t = 0, réwniez nazywane warstwa
poczatkowa. Zauwazmy, ze rozwigzanie zagadnienia (5.2-5.3) jest suma funkcji
(tu: stalej) zmiennej czasowej ¢ i funkcji ,rozciagnietej zmiennej czasowej” 7 =
(ktéra to funkcja znika, gdy 7 — oo). Ta pierwsza funkcja X, (¢) = 1 przedstawi
tzw. rozwigzanie zewnetrzne (odpowiadajace ,teorii” (5.1)), podczas gdy druga
jest poprawka w warstwie poczatkowej, opisujaca niejednostajny charakter
zbieznosci w poblizu ¢ = 0.

t
€
a

Przejicie z ,teorii” (5.2) do ,teorii” (5.1) jest zatem mozliwe dla ¢ dostatecznie
duzych w poréwnaniu z €.

Przyklad 5.6. Warstwa brzegowa, fala uderzeniowa.

Rozwazmy nastepujace réwnanie
(5.5) eu +uu' =0, u=u(r), 0<r<1.
Jest to stacjonarne réwnanie Burgersa (uproszczenie réwnania Naviera-Stokesa
opisujacego ruch lepkiej cieczy niescidliwej), u(r) mozna interpretowaé jako
predkosé cieczy w punkcie r, natomiast € > 0 odpowiada lepkosci. Przejscie
¢ — 0 jest analogiem przejscia do przeptywu nielepkiego (por. Przyklad 5.3).
Graniczne réwnanie

wu' =0

sugeruje, ze graniczne rozwigzanie powinno by¢ stale. Uzupelnijmy réwnanie
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Uy ¢

u; 4

Rys. 1

uQ ¢

Rys. 2

uy 1

<

Ug

Rys. 3

Uy +

-

Ug ¢

Rys. 4

[

(5.5) warunkami brzegowymi:
(5.6)

Rozwazmy teraz trzy przypadki.
1. Niech u; > 0 oraz ug > —uy.
Rozwiazania poszukujemy w postaci
r
ue(r) =us +v (E) ,
tzn. w postaci sumy rozwigzania zewnetrznego i poprawki w warstwie brzegowe]
w poblizu r = 0, przy czym
) r
lim v (—) =0.
e—0 €

dla kazdego r € (0,1]. Z postaci funkeji v mozna zauwazy¢ (por. [Om]), ze v
maleje monotonicznie do 0, gdy
ug > Ug (rys. 1)
oraz ro$nie monotonicznie do 0, gdy
—uy < up < Uy (rys. 2).
Natomiast jezeli ug < —u1, to v staje sie nieskoficzone w skoficzonym czasie.

2. Analogicznie dla ug < 0, u; < —up rozwiazania poszukujemy w postaci

ue(r)zuo-l-w(l;r) ,

e w (ﬂ) =0
e—0 £

dla kazdego r € [0,1) . Rozwiazanie ma zatem postac¢ jak na rysunku 3.

gdzie

Oba przypadki 11 2 odpowiadaja pojawieniu si¢ warstw brzegowych w poblizu
r=01ir =1, odpowiednio.

3. Niech teraz ug = —u; <0.
Rozwiazania poszukujemy w postaci:
ue(r) = Ule), gdaie o= "2
oraz
9_1;111100 U(g) =uo, U(0)=0, g&rgo U(g) = uz .

Rozwiazanie ma postaé z rysunku 4 i przedstawia pojawienie sie fali

uderzeniowej w r = %

Zakonczenie

Nasze rozwazania zakoficzmy poetycka wizja zwiazku pomiedzy $wiatem realnym
i matematyka z ,,Wszystko jest poezja” E. Stachury [St]. ,Jezeli optymalnym
opisem naukowym jest znak matematyczny, a nauka poprzez wogolnienie 2dqza do
opisywania zjawisk w formie najprostszej i, stale wigzgc nowymi relacjami rozine
dziedziny, zageszcza swojg strukiure — to mozna sobie wyobrazié nauke przyszlosc
jako punkt o skomplikowanym ruchomym wnetrzu. Wagtrze tego punktu coraz
bardzici si¢ komplikuje i coraz bardziej zageszcza. Sam punkt, zawierajgc w sobie
jakis obraz Swiata, jest w stosunku do Swiata przesunigty. Ostrosc tego obrazu
jest staba, choé irudno to stwierdzié, poniewaz nie znamy innego intelektualnego
obrazu Swiata. Mozna réwniez nazwaé nauke zamglonym okiem Swiata”.
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